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PEEFAZIONE 



Queste lezioni apparvero per la prima volta neiranno scolastico 1898-99, 
redatte dal Dott. G. Scorza, allora mio assistente di Geometria proiettiva 
e descrittiva, in poche copie litografate^ per uso esclusivo dei miei studenti. 

Mi sono indotto ora a pubblicare per le stampe le lezioni stesse, dopo 
averle rivedute ed accresciute di vari argomenti, nella speranza che po- 
tesse essere di qualche utilità ai giovani del 2.^ biennio delle nostre Fa- 
coltà matematiche il trovare raccolte in un volume e metodicamente esposte 
teorie sparse in un gran numero di Memorie e fondamentali per chi voglia 
seguire con profitto gli ultimi grandi progressi della Geometria moderna, 
n ciie finora non è stato fatto, se si eccettua il libro dello Schoute: JtfeAr* 
dimensionale Qecnnetrie (Leipzig 1902, 1906), che ha col presente qualche 
punto di affinità, ma che ne differisce essenzialmente per due ragioni. L'una 
è che ivi la Geometria analitica degli iperspazi' si fa derivare da postulati 
e concetti sintetici, mentre qui essa è semplice interpretazione di nozioni 
e teoremi algebrici. L'altra ragione, la principale, sta nella scelta degli 
argomenti, dei quali lo Schoute preferisce quelli di Geometria metrica. 

Invece in queste lezioni le teorie esposte appartengono tutte alla Geo- 
metria proiettiva, e sono poste in particolare rilievo quelle di più larga 
e frequente applicazione nella Geometrìa delle trasformazioni birazionali. 
Anzi il proposito di fornire ai giovani utili cognizioni per questi studi 
ulteriori, proposito che trovò facile attuazione nelle intime relazioni che 
corrono fra le due menzionate Geometrìe, spieghi, se non giustifichi, l'a- 
vere introdotto in questo libro alcuni concetti e teoremi che non rìspon- 
dono strettamente al titolo del libro stesso. E la considerazione di avviare 
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i giovani agli studi di Geometria sopra una curva mi determinò pure ad ag- 
giungere in fine un'Appendice, in cui sono trattati alcuni argomenti, aventi 
per quegli studi particolare interesse^ quali i rami delle curve algebriche, 
la scomposizione delle singolarità delle curve piane, ecc.. 

Non debbo tacere un'altra osservazione che si riferisce alle indicazioni 
bibliografiche. Accolta l'idea di questa pubblicazione, mi accorsi che non 
ne sarei facilmente venuto a capo, almeno così presto come mi era pro- 
posto, se avessi voluto presentare un quadro completo e fissare la relativa 
importanza dei numerosi lavori algebrici e geometrici ad essa attinenti, per 
la molta delicatezza ed estensione delle ricerche a ciò necessarie. Il lettore 
non voglia adunque vedere nei cenni bibliografici, che troverà a pie di pa- 
gina, altro che notizie destinate ad orientarlo e a dargli i mezzi per arri- 
vare alla precisa conoscenza dei suddetti lavori. Yarie citazioni ed osser- 
vazioni sono fatte a vantaggio degli studenti del 2.^ biennio delle nostre 
Facoltà matematiche, ai quali, come ho già detto, il libro è particolar- 
mente indirizzato. 

La nozione di iperspazio si presentò certo spontaneamente a quei ma- 
tematici che, avendo a trattare questioni ove figuravano più di tre variabili, 
vollero interpretare questo fatto in modo analogo a quello che, nel caso 
di 1 , 2 3 variabili, è dato dalla ordinaria Geometria analitica, cercando 
in questa nuova visione dei problemi un aiuto alla loro soluzione. È quindi 
naturale che per trovare le prime traccio di quella nozione occorra risar 
lire un po' indietro ^) : ma uno sviluppo esplicito di essa in varie direzioni 
(Fondamenti della Geometria, Analysis situs. Geometria differenziale. Tra- 
sformazioni birazionali,...) si è avuto soltanto, a cominciare dalla metà 
circa del secolo scorso, per opera di Cayley, Grassmann, Biemann, Bel- 
trami, Schlàfli, Betti, Kronecker, Lie, Elein, Noether, Halphen, Jordan, 
D'Ovidio, Clifford,.... Sebbene nei lavori di questi matematici sieno sparsi 



^) Veggasi la nota al n. 1 del Gap. XI del libro di Lobia, R passato ed il 
presente delle principali teorie geometriche (Torino, 1896). Si vegga pure il detto 
Gap. per i brevi cenni che seguono. Cfr. anche Segrb, Su alcuni indiriMei nelle 
investigazioni geometriche (Rivista di Matematica, 1891), lavoro tradotto in inglese 
con aggiunte (Bull, of the American mathem. soc, 10 (2), 1904), § Vili e seg. 
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molti concetti e teoremi di Geometrìa proiettiva degli iperspazi, ed anzi 
in varì di essi si trattino argomenti direttamente o indirettamente relativi 
a tale dottrina, tuttavia si può affermare che il primo lavoro organico di 
carattere generale in quel particolare indirizzo è dovuto a Yeronese ^). Il 
quale non solo sviluppò il metodo delle proiezioni negli iperspazi', ma ne 
mostrò la fecondità con felici applicazioni a varie forme geometriche, specie 
alle curve algebriche di genere qualunque, applicazioni che furono poi dal 
Veronese continuate in lavori posteriori. Al Veronese si deve pure un'opera 
di lunga lena e di molto merito *), nella quale è introdotto e sviluppato 
un sistema di postulati posto a base di tutta la Geometria metrica e proiet- 
tiva degli spazi' ad un numero qualunque di dimensioni. 

Due anni dopo la pubblicazione della suddetta Memoria di Veronese, 
vennero in luce, in breve tempo, numerosi lavori di Segre, il quale, se- 
guendo il metodo iperspaziale, portò un contributo di gran valore ai pro- 
gressi della Geometria. In quelli fira essi consacrati alla Geometria proiet^ 
tiva degli iperspazi (ai quali limitiamo qui il discorso), egli riprese lo studio 
delle teorie fondamentali, alcune delle quali erano appena abbozzate, ed 
associando ai concetti sintetici gli importanti teoremi algebrici di Weier- 
strass, EjTonecker, Frobenius, ... diede un ampio ed ordinato sviluppo alle 
teorie stesse, arricchendole di metodi e risultati nuovi. Insieme a queste 
pabblicasdoni di Segre ne apparvero altre di Del Pezzo, Castelnuovo, Pre- 
della, Enriques,... che pure recarono notevoli perfezionamenti alla GFeometria 
proiettiva degli iperspazi e ne estesero i confini '). 

Nella compilazione di questo libro, come si vedrà dalle citazioni, ho 
tratto molte proprietà e dimostrazioni dai lavori di Segre: ed è mio dovere 
dichiarare che mi sono valso altresì degli estesi sunti manoscritti che il 
Segre stesso elabora annualmente per i suoi corsi e che egli, con amiche- 



Behandlung der prqjecHvUcJien VerTiOlinitse der Eàume... (Math. Ann., 19, 
1882). 

^ Trovasi citata nella nota al n. 22, Gap. 2.<». 

^ Si prescinde, come già si è avvertito, dalla Geometria delle trasformazioDi 
birazionali degli enti algebrici semplicemente e doppiamente infiniti, coltivata 
fra noi con grande successo da Sborb, Castelnuovo, Enriques, Sbvbri. 



vole gentilezza, mise a mia disposizione '). Dì che e dei preziosi consig'li 
datimi su varie questioni relative a, detta compilazione gli rendo qui vi- 
e grazie. 

grazie rendo pure al Prof. F. Severi che in alcuni punti mi diede 
efficacissimo e al Dott. S. Medici, ora mio assistente di Geometria 
iva e descrittiva, che mi porse opportuni avvertimenti per la cbia- 
del testo e molto mi giovò nella revisione delle prore di stampa, 
volgo in fine una preghiera ai coUegbi ed è che, avendo occasione 
are iu questo libro imperfezioni o lacune, vogliano essere cortesi di 
irmene. 

Pisa, Dicembre 1906. 
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Capitolo 1.* 



Lo spazio S^. 



1. — La geometria proiettiva ordinaria porge innumerevoli esempì 
di totalità di elementi, tali che possa stabilirsi una corrispondenza biu- 
nivoca algebrica senza eccezioni tra gli elementi della totalità e i valori 
dei rapporti di un certo numero di parametri Xo , o^i , ... , x^, supposto che 
questi parametri prendano tutti i valori possibili, ma non siano mai tutti 
nulli e nessuno divenga infinito. Tali sono le totalità dei punti di una 
retta o delle rette di un fascio, dei punti o delle rette di un piano, dei 
raggi dei piani di una stella, dei punti o dei piani dello spazio ordinario, 
delle coniche di un piano, delle quadriche dello spazio ordinario, ecc., ecc. 

Ora le proprietà di tali totalità possono distinguersi in due grandi 
classi: le une dipendono dalla natura speciale degli elementi da cui le 
totalità stesse sono costituite, le altre dipendono puramente dalla circo- 
stanza detta, che gli elementi della totalità corrispondono biunivocamente 
e algebricamente, senza eccezioni, ai gruppi di valori (a meno di un fat- 
tore di proporzionalità) di un certo numero di parametri. 

Quando si vuole studiare la seconda classe di proprietà è indifferente 
pensare o no alla natura speciale dell'elemento della totalità. Perciò, 
astraendo da ogni possibile rappresentazione geometrica od intuitiva, si 
definisce spcuno ad r dimensioni e si indica con S^ , o anche con [r], la 
totalità formaia da tutti i gruppi di valori (reali o complessi) dei rapporti 
di r-^-l parametri Xo » ^i > ••• > ^r • escluso che questi parametri possano 
diventare tutti nulli o alcuno infinito. Ogni tale gruppo dicesi punto deirSr 
e le Xq^Xi, ... , Xr si chiamano le sue coordinate omogenee, mentre si di- 
cono coordinate non omogenee del punto i rapporti di r delle 0:0,0:1, ... , Xr 
alla rimanente. 



tCAF. L« n. 1-2] _ 2 — 

Se sì tratta di applicare il concetto numerico di spazio Sr, ora definito, 
a determinate totalità geometriche ao**, si suol dire anche punto ogni 
elemento di tali totalità. In questo senso si dice lo spazio a 5 dimensioni 
delle coniche di un piano ; lo spazio a 9 dimensioni delle quadriche dello 
spazio ordinario; ecc.. 

Si indicherà con x il punto di coordinate Xo,^;, ,...,x^,o, brevemente, 
di coordinate x< , distinguendo con indici in alto punti diversi fra loro. 
Così il punto a^^ è il punto di coordinate é{^ o di coordinate dà^^ , tòì^ , ... ^tì^Ì^. 

Gli r+1 punti che hanno tutte le coordinate nulle meno una, cioè 
che hanno rispettivamente le coordinate 

1,0 , ... , 0,0 
, 1 , ... , , 



, , ... , , 1 



prendono nome di fwifdi fondamentali e si indicheranno sempre in seguito 
ordinatamente con Ao , Ai , . . . , A^ . Il loro insieme dicesi piramide fonda- 
mentale. Il punto che ha tutte le coordinate eguali, cioè 

1,1 ,..., 1)1 

si chiama punto unità e si designerà con U. 

2. — Siene a^^ (y=0 , 1 , ... , i) A:+l punti del nostro spazio S^ e si 
considerino le r+1 equazioni lineari 



(1) 



X^af + }J»'4'^ + ... + XJ^J4*J = 
)J<^>a:P» + X<^)4'^ + ... + XWai*)=o 

X^'^af? + X^'^afi) + ... + X^*>a^,*^=0 



che si ottengono dall' eguagliare a zero le stesse combinazioni lineari, 
con parametri X^' , X^^ , . . . , X**' , delle coordinate omonime dei *+ 1 punti. 
Questi X;+ 1 punti si chiameranno dipendenti o indipendenti^ secondochè 
esistono valori non tutti nulli dei parametri X^^ , X^*^ , . . . , X<*^ , che soddi- 
sfano le (1), ovvero non esistono, cioè le (1) sono soddisfatte soltanto da 
valori tutti nulli dei parametri stessi. 
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Se i-fl >>r-f-l , i punii sano necessariamenU dipendenti, perchè, 
indicando con c{<ir-\-l) la caratteristica della matrice delle (1), si può 
soddisfare a queste prendendo a piacere i valori di certi k-hl-c O-O) 
dei parametri X^ , V^> , . . . , )c<*» ^). 

Se i+ 1 :4^ r + 1 , la caratteristica e della matrice delle (1) è <,k-\-l. 
Quando c=i+l, i i + 1 punti sono indipendenti, perchè le (1) non" pos- 
sono essere soddisfatte che da valori tutti nulli di X^^' , X^^ , . . . , V'^\ ed in- 
vece, quando <?<;*+!, i *+l punti sono dipendenti *). Convenendo, 
come si suole, di chiamar nulla una matrice quando sono nulli tutti i 
suoi minori di ordine massimo e diversa da aero nel caso contrario, si 
può adunque dire che i4-l ( il r -f 1) punii di 8r sono dipendenti o indi- 
pendenti secondochè ìajnaince dette loro coordinate 



(2) 



i. k J> " 



aff'4" ... 4" 
af4" ... 4*' 



•Vf« •«vy* • • • M/f* 
► -»' - - - 

è =0 +0- 

3. — Se la matrice (2) è ^0, è pure ^0 la matrice che si ottiene 
da essa prendendo (ad es.) le prime A + 1 colonne, perchè se tutti i 
determinanti d'ordine massimo di questa fossero nulli. Io sarebbero anche 
quelli di ordine massimo della (2). Onde se A;+l punti sono indipendenti, 
h sono aUresi A-f-l (<CA;-|-1) qiudunqtie di essi. Inoltre si possono ag^ 
giungere, in infiniti modi, a k-]-ì punti indipendenti, altri r — k cosi da 
were r-{-l punti indipendenti. Basta aggiungere alla (2) r — k colonne 
con coordinate generiche. Così, supposto 4^ il determinante delle prime 
i-f-l linee, basta aggiungere i punti fondamentali A]^.i , A^^ * ... , A^ 
ai l-f 1 punti dati. 

4. — Prendansi t+l punti indipendenti a^^^ (^=0 , 1 , ... , A;) e si 
facciano delle loro coordinate omonime le medesime combinazioni lineari ; 
cioè si ponga 



(3) 



X, = yS^afT + VM' + ... + Xt*'a^f> (i = , 1 r). 



') Cfir., ad 68., Capelli, Istituzioni di Analisi algèbrica, terza edizione (Na- 
poli, Pellerano, 1902) n. 444. 
*) Cfr. Capblu, l, e, n. 445. 
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Supponiamo dapprima che sia X;-f 1 =r-f 1 . Allora, essendo per ipotesi 
il determinante delle coordinate éP differente da zero, dalle (3) potranno 
ricavarsi le V^^ espresse linearmente ed omogeneamente per le Xi . Ciò 
dimostra che, al variare delle 'k^^\ otteniamo dalle (3) tutti i ponti del 
nostro spazio S^ ; ossia ogni punto potrà considerarsi come individuato 
sia dalle rr^, sia dalle )^*K Si ha cosi una trasfonnaeione di coordinate 
(delle Xi nelle X^^^ o viceversa). I punti della nuova piramide fondamen- 
tale, cioè i punti che nelle coordinate X^'^ hanno tutte le coordinate nulle 
meno una, sono precisamente, come si vede dalle (3), gli r-f-l punti 
dati, che nel nuovo sistema dì coordinate sono ancora indipendenti. Anzi, 
a tale proposito, si osservi che sempre la dipendenza o no dei punti di 
un gruppo si mantiene attraverso ad una trasformazione di coordinate 
e quindi non dipende menomamente dalla scelta particolare di queste. 
Per dimostrarlo basta considerare r + 1 punti (n. 3) e osservare che il 
determinante delle loro coordinate Xi (ad es.) è il prodótto del determi- 
nante della trasformazione per il determinante delle loro coordinate Ì^^K 
5. — Suppongasi ora i+1 <Cr+l. Si vede subito, tenendo conto 
della indipendenza dei punti a^^' (; = , 1 , ... , A;) , che due sistemi di valori 
delle V') che conducono, per le (3), allo stesso punto x di S^ differiscono 
solo per un fattore di proporzionalità. Infatti, se quei due sistemi di 
valori sono : Xi®^ , Xf^ . . . , Xf > ; Xf , Xf^ . . . , Xi*' , deve aversi, p essendo un 
fattore di proporzionalità, 

XiM* + ... + >^^^ì^ = p(XiM» + ... + ^V^i") (i=0 . 1 , ... ,r), 
ossia 

quindi, poiché i punti é^"^ sono indipendenti, deve essere (n. 2) 

Xi?)-pX?» = 0, ... ,Xi^)-pXi*) = 0, 

come appunto volevasi dimostrare. 

Tutti i punti, che si ottengono dalle (3) al variare dei parametri 
X^^' , X^* , . . . , X^** , diremo quindi che costituiscono una totalità oo * : e , 
siccome i punti di questa totalità si possono far corrispondere biunivo- 
camente (senza eccezione) ai sistemi di valori (a meno di un fattore dì 
proporzionalità) dei parametri suddetti, diremo che la totalità stessa è 
uno spcudo lineare (o semplicemente spcusio) a Te dimensiom e precisa- 
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mente uno spcurio Sjt subordinato (feS'Sr- I punti fondamentali dello 
spazio Si^ nella sua rappresentazione parametrica, ottenuta mediante le 
V'\ sono evidentemente i *+l punti considerati af^,sfi\...,af^K 

Se questi i+1 punti si prendono fra gli r-|-l punti fondamentali 
di Sr (certo indipendenti) e sono, ad es., i punti Ao , Ai , . . . , A» , le (3) 
divengono / 

(4) a?o=XW , Xr = '^'^ , ... , a:^=XW , xi+, = , ... , a:, = ; 

quindi, facendo variare in tutti i modi possibili k-}-! coordinate dei 
punti deirSr e prendendo tutte le altre eguali a zero, si ottengono tutti 
i punti deUo spazio subordinato Sjt determinato dai i-f-l punti fonda- 
mentali, che hanno i medesimi indici di quelle coordinate. Gli spazi 
subordinati di tal natura diconsi spcuri subordinaii fondamentali dell' S^; 
e inoltre due spazi fondamentali Sx , &r^i^\ costruiti rispettivamente Tuno 
con i-|-l punti qualunque dei fondamentali, T altro coi punti rimanenti, 
diconsi spasi fondamentali opposti. 

Recìprocamente le (3) rendono immediatamente evidente che, dato 
ano spazio 8% (di coordinate X^^^ , a^^^ , ... , X'^^), si può in infiniti modi pen- 
sarlo come subordinato di uno spazio Sr ad un maggior numero di di- 
mensioni. 

6. — Fra gli spazi subordinati dell' Sr {r^S) quelli a 1, 2, 3 dimen- 
sioni, per una considerazione tutt' affatto naturale, si dicono rette, piani, 
spasi ordinari dell' Sr . Gli altri spazi subordinati non hanno nomi spe- 
ciali, tranne quelli ad r — 1 dimensioni che si dicono gli iperpiani di Sr • 

Notiamo poi che la serie degli spazi subordinati si completa aggiun- 
gendovi quelli a zero dimensioni, chiamando So un punto qualsivoglia 

dell' Sr. 

7. — Alla definizione di punti dipendenti si può dare ora una forma 
più espressiva. In vero, dati i+ 1 punti dipendenti a;*°^ aJ^*\ . . . , af^\ sia 
h-\-l «;A;-f-l) il massimo numero di punti indipendenti, cha si pos- 
sono scegliere fra essi; e tali sieno, per fissar le idee, i primi h-}-l 
punti a/^ , a^*' , ... , af^'K Per conseguenza gli h+2 punti af^ , a^*^ , ... , a^*^a^''+*^ 
(ad es.) saranno dipendenti, cioè (n. 2) sussisteranno le 

XW)^, -I- X<M^ + ... + Xt^^a^^ + X^^»a^H.i) = (i=0 , 1 , ... ,r) 

per valori non tutti nulli delle X^''. Questo sistema di equazioni avrà quindi 
la caratteristica della sua matrice < A + 1 > ^ precisamente s= A -f- 1 > 
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perchè la matrice delle coordinate degli A + 1 punti sfi^ ,af^\,,. ^ aP"^ ha 
appunto questa caratteristica. Anzi da questo fatto risulta ^), che nel 
precedente sistema di equazioni si può prendere ìP^^^ arbitrariamente e 
quindi ^ 0. Ciò significa che il punto oi^*"^^^ appartiene allo spazio S^ (spazio 
subordinato di Sr o S^ medesimo) determinato dai detti h+\ punti: e 
la stessa cosa si conclude analogamente per i punti (xP"^ , ... , af^K Adunque 
k-hl punti linearmente dipendenti sono tedi che fra essi si possono scegliere 
h-^l (<[^4~ 1) linearmente indipendenti si che tutti i A^-f- 1 punti stanno 
nello spajrio determinato dagli A+1. Viceversa, se agli A+1 punti de- 
terminanti un S^ si aggiungono altri punti di esso, è evidente che si 
ottiene un gruppo di punti dipendenti di S^. 

Giova notare che le (3) possono servire in ogni caso a dare, variando le 
X^^\ tutti i punti di uno spazio subordinato Sk(o dello stesso S^). Giacché, 
se i punti té^ ,aP\..., (é^^^ sono dipendenti, basta' sostituire (mantenute 
le denominazioni di dianzi) ad aJ^*'♦**^a^*'^^, ... ,a^** le loro espressioni 
lineari nelle af^ ,aP^ ,... , af\ Però lo spazio dato dalle (3) è ora di di- 
mensione h<ih, né possono le X^*' assumersi come coordinate di esso, 
ad ogni punto corrispondendo evidentemente oo*~*+i gruppi di valori 
delle yS*^ (o oo*'"'^ di valori dei loro rapporti). 

8. — Se t+l punti aP^ ,af^\ ...,af^^ sono indipendenti in Sr, essi 
individuano un Sj^ definito dalle 

y, = Xto):r<? + ... + )Wa^?) (i=0, 1 , ... ,r) 

ove, per comodità di dimostrazione, indichiamo adesso con y< le coor- 
dinate di un punto corrente di S^. Prendansi neirSj^, assunto per un 
momento come spazio fondamentale, cioè riferendosi alle coordinate 
X^'J ,44-1 punti indipendenti (IMK.. X^) , (X?»Xi^.. Xi*>) , ... , (X^Xg^... X5f>): 
dovrà essere il determinante 



«Vq A5 . • . Aq 

XfXf> ... Xf' 



+ 



XS» xs> . . . Vi' 

Siccome af" ,af^' ^*' sono indipendenti in Sr , la matrice delle loro 



') Cfr. Capulli, l. e., n. 444. 
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coordinate sarà :^0. Sia, per esempio, il determinante 

af 4> ... 4*» 
^sé}^ ... 4*^ 

+ 0. 



xT^' ...^' 



Moltiplicando i due determinanti per linee e indicando con j/? ,^ì\..., y^ 
le coordinate in S^ dei i -fi punti suindicati di S^, si trova 






+ 



e quindi 4= la matrice delle coordinate dei X;-|- 1 punti y^ , y^\ ... , f^^K 
Questi punti sono adunque indipendenti anche in Sr . Il risultato si può 
manifestamente invertire, poiché, dall'essere diversi da zero il secondo 
e terzo determinante, segue che è pure diverso da zero il primo. Inoltre 
la conclusione, per il n. 3, si può estendere ad un numero di punti di 
Sit minore di i-f 1. Ne discende, che piii punti dipendenti di Sjt sono 
pure dipendenti in S^, e viceversa. Adunque punii, in numero qualunque, 
dipendenti (o indipendenti) in uno spazio subordinato sono tali anche in 
Sr, e reciprocamente. 

9. — Dimostriamo ora un teorema, di cui è caso particolare la pro- 
prietà ben nota di geometria elementare: esiste una retta in un piano 
se ha con esso due punti comuni. 

Consideriamo VSk subordinato di Sr definito dalle solite formolo: 



(3) 



a;, =X^«)a:<? + ..,.+ X^*)a;<?> {i = 0, 1 , ... ,r) 



eprendiamo in esso h+l punti qualunque (X?^Xi;^..H*0 , (XW...)H, 
•••i(XS^Xk^..X?'). Diremo ordinatamente y^?^y^^^ ... ,yi^^ le coordinate 
di questi punti in Sr , coordinate che si ottengono dalle formolo prece- 
denti ponendo per V^ , X<^^ , ... , X<*^ gli indicati valori. Gli A+ 1 Punti in 
discorso staccheranno dall' Sr uno spazio subordinato Si (2^ A) dato, al 
variare delle ^^*\ dalle formolo 

^. = lx*V? + P^^VÌ^ + .-. + ^^V (i = 0,l r) 
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ovvero, sostituendo per le y< le loro espressioni, dalle 

a?, = |i<^H^''aJ^? + -.. + ^l^'^?0 + ... + H^^'U>^2^^? + ^ (i = 0,l,...,r). 

Queste eguaglianze mostrano che le coordinate :c< dei punti di S| si ot- 
tengono dando nelle (3) alle V^^ i X^^^ . . . , X<*^ i seguenti valori : 



Onde un certo numero di punii di uno spoeto subordinato Sj^ determina 
in Sr uno spojrio subordinato S^ tutto contenuto in Sk (o coincidente con 
esso): ami ^i è da dirsi anche spezio subordincUo di Sjk. 

Una prima conseguenza è che gli h-{-l punti, che si prendono ad in- 
dividuare uno spazio subordinato Si,, possono essere K-fl suoi punti 
indipendenti qualunque. 

Altra conseguenza importante è questa : — Due sparii subordinati di 
Sr non hanno alcun punto comune, o hanno comuni tutti i punti di un 
terzo spazio subordinato efi Sr . — Infatti se i due spazi subordinati hanno 
comune un S{ e un punto non giacente in S^ o, come dicesi, estemo 
ad S), essi hanno necessariamente comune un Sj+r, perchè l-\-\ punti 
indipendenti di S{ e il detto punto esterno costituiscono Z-^2 punti in- 
dipendenti (se no, per il n. 7, dovrebbero tutti gli Z-^2 punti esistere 
in S)), i quali, stando nell'uno e nell'altro spazio subordinato, indivi- 
duano un S{+i che, per la precedente proposizione, sta pure in entrambi. 
Che se questi avessero, oltre S^+i, ancora un punto comune, si ripeterebbe 
lo stesso ragionamento e così di seguito, potendo al più accadere che 
si trovi infine uno dei due spazi giacere per intero nell'altro. 

10. — Consideriamo due spazi' subordinati S^ ed S,^ di Sr che non 
abbiano alcun punto comune, o, come suol dirsi, indipendenti e cerchiamo 
qùal'è lo spazio subordinato di minima dimensione che li contiene 
amendue. 

Prendiamo in S^ A;+ 1 punti indipendenti a^^ , ... , a^*"^ e in S^, t'+l 
punti indipendenti y®\ . . . , ^*^. I ft+A'+2 punti di Sr così ottenuti sono 
certo indipendenti, perchè altrimenti sussisterebbero le relazioni 

Po4^ + ... + 9kXì^^' + Ooj/? + ... + o^y/^ = (i = , 1 , ... , r), 
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per valori non tutti nulli delle p , o; cioè, non potendo eBsere le p o le 
a separatamente nulle tutte, perchè ne seguirebbe la dipendenza dei punti 
/*,..., j/*** ovvero dei punti a:*^, ... ^«'*^ dovrebbe essere 

^a-?+...+f>»aJ/^> = — (ooj/? + ... + o^yr) (i = 0,l,...,r), 

onde i due spazi Sjt , Sj^i avrebbero (almeno) un punto comune, contro l'ipo- 
tesi. Allora questi k-\-k''{'2 punti indipendenti individuano uno spazio 
subordinato Sii^^j^tj^i che contiene Sjt ed Sjti. Esso è Punico spazio di dimen- 
sione k-\'Jsf'{'l che li contiene ed è contenuto in ogni altro spazio (di 
dimensione maggiore) nel quale essi giacciano, perchè ogni spazio che 
contenga 8^,8^,, deve contenere i detti k-^-k' -^2 punti. 

Inversamente, se lo spazio di dimensione minima contenente due spazi 
dati Sfc, 8jti ha la dimensione k-^-V-^-ì, gli spazi 8^,8^1 non hanno 
alcun punto comune. Altrimenti, aggiungendo ad un punto comune, k 
ponti di 8)t e if di S/^i in modo da formarne A; -fi e i'-fl rispettivamente 
indipendenti, si avrebbero k-{-k''\-l punti, esistenti al più in un Sjt^jtf, 
nel quale dovrebbero giacere i due spazi dati, contro il supposto. 

Cosi, presi r-f-l punti indipendenti di 8r e divisi in due gruppi di h 
e di r — h-}- 1 punti, si hanno due spazK S^-i ed Sr-h (individuati rispet- 
tivamente dai due gruppi), che sono due spazi indipendenti. Per ogni 
Sk-.i di 8r si hanno infiniti Sr-^ da esso indipendenti. 

11. — Per esprìmere che uno spazio Se è lo spazio di dimensione 
minima che contiene due spazi Si^ , S^ (o più), si dice che questi appar- 
tengono ad 8t ovvero che 8t è il loro spojsio cTappartenensa ^), o spoHo 
wngiungenie, e, per esprimere che uno spazio 8{ è lo spazio di dimen- 
sione massima comune a due spazi 8jt , 8jti (o più), si dice che questi si 
tagliano o segano in 8^ , ovvero che 8{ è il loro spazio éF interseeione. Or 
bene si ha il teorema generale : — Se due spasi 8h , 8^ appartengono 
ad un St ^ si segano in un Si si ha la reìaeione 

m 

k + Jff = l + t. 

La proprietà dimostrata nel n. 10 si può consideraìre come caso parti- 
colare di questa se si convenga di dire che due spojgii S^ 1 8^ hanno un 
S^i comune, quando non hanno alcun punto comune. 8i noti poi che il 



^) In generale spcasio di appartenenza di un ente (o complesso di enti) è lo 
spasio (lineare) di dimensione minima che lo contiene. 
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teorema è evidente se Sjt giace totalmente in S^i, perchè allora l = k 
e t = if. 

Esclusi i due casi ora considerati, prendiamo in S^ uno spazio Sjt-»-.i 
indipendente da S^ (n. 10). L'S;^i_i (So, se Z=ft — 1), non avendo punti 
comuni con S^, non ne ha neppure con Sjti (per essere S^ spazio d'inter- 
sezione): quindi Sjt-t-i ed S^ appartengono (n. 10) ad un Sj^.^-^, che 
contiene anche Sj^ , in quanto passa per i due spazi indipendenti Sjt-.i-i, St 
che appartengono appunto ad Si, ; ed anzi Sjt+ju^) è lo spazio di dimen- 
sione minima contenente Sjt ed S^i, perchè è quello di dimensione minima 
contenente Sfc_j_i ed S^. Dunque t = k-{-k' — l: come volevfiusi dimo- 
strare. 

Ogni spazio contenente due spazi* Sj^ , Sm passa per il loro spazio 
congiungente (perchè, ripresa la considerazione di dianzi, deve contenere 
Sfc.»-i ed S]ti). É poi evidente che ogni spazio comune a due spazi' esiste 
nel loro spazio d'intersezione. 

12. — Faremo ora alcune applicazioni delle cose precedenti, dimo- 
strando varie proprietà che ci saranno utili in seguito. 

Anzitutto estendiamo a più spazi la nozione, già data per due, di spa^ 
indipendenti. Tali si dicono m spcm Sj^i, Sjt» , ... , Sjfi*") se appartengano ad 
uno spasio Sfci+kii4....+fc(«)+,„_i (onde deve essere ft'-l-F+...+A;' *"^+m - 1 < r). 
Ciò equivale a dire che due qualunque Sh» , S^i degli m spazi non hanno 
punti comuni, cioè appartengono ad uno spazio Sm^mi^.! ; che questo ed 
un terzo spazio Sj^w non hanno pure punti comuni, onde essi e però 
(cfr. fine del n. 11) S^^r, S» , S^' appartengono ad uno spazio Sjb4.]t»+k»4c; 
e così di seguito. Infatti, se avvenisse, ad es., che Sj^i+v'+i ^^ ^^ aves- 
sero un punto comune, invece di Sj^i+^ti/^M'^^ si troverebbe (n. 11) come 
loro spazio congiungente un S]k'+fci/+jtiii4.i e, seguitando, si troverebbe che 
la dimensione dello spazio congiungente degli spazi dati sarebbe certa- 
mente minore di A/ + *" + «-- + ^**'* + »» — 1. 

Se gli spazi S^ , S^tf , . . . , SiJi») non sono iftdipendenti, il loro spazio 
congiungente ha la dimensione <i' + ^' + ... + A^"*^+w— 1. 

13. — Due spazi S^, , S*„ di S^, quando sia U'{-Ì(f'>r, appartengono 
in generale allo spazio Sr (a determinarli occorrendo prendere k'-^- k'-^- 2 
punti, che in generale appartengono a questo spazio) e però si segano 
(n. 11) in uno spazio Ski+ku^r- Parimenti questo spazio e un terzo spazio 
Sfciw, quando sia A^+^'+*">2r, si segano in generale in uno spazio 
S^+v/^^ff-sr , cioè questo è in generale lo spazio dMntersezione dei tre 
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spazi Ski , Sxf > Sm'. Seguitando, sì conclude che m spasa S^ , Sj^i^ , ... , SjbM, 
quando sia É' + F + -.- + *^"*^^. (w — 1)»", hanno in generale per spcusio 
dfnkrsegione uno spazio Sfci+fcw+...4.fc<"*)-(«~i)r- 

Come si è detto, ciò è vero solo in generale, per posizioni mutue 
speciali degli m spazi essendo manifesto che può crescere la dimensione 
della loro intersezione. 

14. — Consideriamo un numero qualunque di spazi S^i , So. , Sa, , ... , 
appartenenti ad Sr e che abbiano comune uno spazio S{ (a{>{>0). 
Dico che uno spazio S^-i-i indipendente da S( taglia gli spaM So^ , Sa, , So, ,..• 
tft spasn (alcuni dei quali possono 'anche non esistere) appartenenti ad 
Sr-i-i. Infatti Sr_i-i sega So^ in un Sa^_j-i, perchè (Sr_j-i ed S» e 
quindi) Sr-^-.i ed Sa^ appartengono ad S^: anzi S^ ed Sa^.i^i sono 
spazi' indipend^ti di Sa^ . Segue che, se gli spazi Sa^.t-i appartenes- 
sero, anziché air S,..i_i considerato, ad un suo spazio subordinato S^-.!^ 
(ad es.), questo Sr>i-s ed S( non avendo alcun punto comune, apparter- 
rebbero ad un Sr_i, il quale, contenendo Sj ed Sa^-i-i, conterrebbe 
anche, contro Tìpotesi fatta, ogni spazio Sa^ • 

L'enunciato della proposizione suppone soltanto che S» sia spazio co- 
mune agli spazi Sa^ » cioè il loro spazio d'intersezione o uno spazio su- 
bordinato di questo. Cosicché se quegli spazi si segano in un St, la pro- 
posizione potrà applicarsi prendendo per spazio S^ lo spazio S^ o uno 
qualunque degli spazi a 0, !,...,< — 1 dimensioni in esso contenuti. 

In particolare se h spazi 9i^ S? , . . . , S^a ^ di egual dimensione a ap- 
partenenti ad Sr si tagliano in un S^i, un Sr-a» indipendente da Sa-i, 
taglia quegli spazi in h punti che appartengono ad Sr-a • Dunque deve 
essere A>;r-a+l; eseA = r-a-f-l i detti h punti sono indipendenti. 

15.— Notiamo anche quest'altra proprietà. Se r+1 spazi S2\ S?, ..., SlT"*"** 
di eguali dimensione a, si tagliano in uno spazio Sa~i e appartengono ad 
Sr , si può in infiniti modi scegliere r-^-l punti, uno da ciascuno di quegli 
spasi, cosi che gli r-f-l punti appartengono ad Sr. In vero, se si sup- 
ponesse di poter scegliere h(>l) punti indipendenti (esterni ad S^^i) 
rispettivamente in h spazi S^i' , S*^ , •.. , S^a^ (ad es.), ma che ogni punto 
degli spazi rimanenti S^^ "^^^ , ... , S^J+^^ fosse dipendente da quegli A, ciò 
significherebbe che questi spazi rimanenti sarebbero tutti contenuti nel- 
rSj^i individuato dai detti h punti (cfr. n. 7). Il quale S^^.!, passando 
con ciò per V S„_i , conterrebbe anche S2^ , S2^ . . . , SJ^ , e quindi tutti gli 
spazi dati; il che, per l'ipotesi, non può essere se non è &sr^l . 
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16. — Nello spazio ordinario si dimostra che più rette, le quali a due 
a due s'incontrano» stanno in un piano o passato per un punto. In S^ 
sussiste la stessa proposizione, anzi la seguente più generale. — Uà spojn 
S^i^ , S^a' , SS^ , S^a^ , ... , di eguci dimensione a, t quali a due a due si segano 
in un Sa.1 , si segano tutH in un Sa-i o appartengono tutti ad un S^+i — 
Infatti supponiamo che non tutti gli spazi della serie data passino per 
rSa-i secondo cui si tagliano S^i^ ,S^\ e sia S^^ uno spazio non passante 
per questo Sa-i. Allora i due S^^i secondo cui S? taglia SS^ , S? saranno 
distinti e quindi apparterranno ad S^^ (giacché, se appartenessero ad uno ' 
spazio ad a — 1 dimensioni, coinciderebbero). Segue che TSa+u & <^ai 
appartengono, per T ipotesi, S^i',S^|\ contiene anche Sf; ed allora con- 
tiene pure ogni altro spazio S!^' della serie, perchè questo non può segare 
Sfi^ > S? , S? nello stesso Sa-i e quindi sega due di essi almeno in due 
Sa-i distinti. La dimostrazione, come si vede, è immediata generaliz- 
zazione di quella dello spazio ordinario. 

17. — In Ss si ha che per un punto estemo a due rette sghembe passa 
una ed una sola retta appoggiata ad essa. Questa proprietà si genera- 
lizza nella seguente, che troverà applicazione nello studio delle omografie: 
— Se SfcU)-! , SfcC2)_i , . . . , S^(»*)_i sono m spaisi indipendenti (di dimensione 
U^^ — 1 , A® — 1 , ... , ìh^ — 1) ed M un punto deUo spaino a cui questi 
appartengono^ ma estemo agli m spazi che si ottengmio dai medesimi combi- 
nandoli ad m — 1 ad m — 1 , per M passa uno ed un scio sptmo S^-i che 
abbia un punto comune con ciascuno degli spazi dati — . 

Infatti, per T ipotesi, gli spazi dati appartengono ad uno spazio 
S2^«)__2 , e w- 1 di essi, ad es., S^a)»! , ... , Sk<«^2)«i , Sk(*»--iu ad un 

S5y^(<)_^(m)_i (n. 12), il quale, congiunto con M, che è estemo ad esso, 
dà uno spazio S^«)_^(m). Sicché abbiamo m spazi ^): 



'iV'^— A<*> ^ ^ ^f^^-i Sa("^iu Sfc(«*U 



^) Il primo membro di ciascuna identità designa lo spazio a cui apparten- 
gono gli spazi del secondo membro. 
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deiqnaH determineremo T intersezione. I primi due, contenendo tutti gli 
m spazi dati, appartengono ad &2h'*^—l ^ V^^^ ^^ segano in uno spazio 

di dimensione SA<*> -*<-)+!*<*> -«--«- (!*<*> -1) = IA<'^ -*<•*-*»-*"•>+ 1. 
Questo spazio contiene Sj^(i)_i , ... , Sk("»-tL.i e quindi col terzo degli spazi (4), 
nel quale stanno Sà(«^iiL_i , S^m.,, appartiene ancora a S^^co..^- l&loro 
intersezione è quindi uno spazio di dimensione W*^ — A^*^*^ — A^*^ + 
+ 1+1*'» — A<*^— {ir> — 1) = XA<*> — »--«)— A(«^« — AM -^2, il 
quale contiene SaUUi , . . . , Sn("«-8)_i. Continuando si trova che l'interse- 
zione dei primi m- 1 spazi (4) è uno spazio SAdi^^t, che contiene S^au 
e che sega V m •«■• spazio (4) in un S«»_i . Tale spazio S«,_i ed S^dUi 
hanno adunque un punto comune e non più (cioè appartengono all'S^aif».^): 
altrimenti S^au e queir w»^»* spazio {nel quale giace S^_i) avrebbero 
più di un punto comune, il che è assurdo, appartenendo amendue slì- 
i'Sv^i).!. Variando il modo di deduzione dello spazio dMntersezione 

S^i dagli spazi (4), si vede che esso (oltre a passare per M) ha un 
punto comune anche con ciascuno degli altri spazi Sj^m.! , . . . , Sh(^)^i • 

Si può notare che gli m punti di appoggio di S^^-i cog^i spazi dati sono 
m purdi indipendenti. Giacché, se determinassero un S,»^, ad es., con- 
giunto questo con A^' — I , A^'— 1 , ... , A*"*^ — 1 punti generici *) di 
Sà'^U , Sfc«_i , . • . , S*(»»)_i rispettivamente, si troverebbe che questi spazi 
apparterrebbero ad uno spazio al più di dimensione XA^'» — m-\-m — 2 = 
= 1U^^ — 2, contro il supposto. 

Siccome uno spazio Sm-i passante per M e appoggiato agli m spazi dati, 
è, nelle ipotesi fatte, l'intersezione degli spazi (4), e d'altra parte questi 
si ottengono congiungendo l' S^-i con quelli presi adm-ladm-1, è 
chiaro che l' Sm-i stesso è unico. Ma se il punto M è in 7 degli m spazi 
a cui appartengono S^au , %k^-i , . . . , SximUi combinati adm-ladm-1 
e non negli m — l rimanenti, vi sono infiniti S„^i nelle condizioni dette 
dal teorema. Precisamente M si trovi negli spazi ^Yj^i)^j^(my^x ,..• , 

^IAi«^— ft<*"~^+^)— 1 (che si ottengono sopprimendo, dai dati m spazi, suc- 



^) Un ente (o complesso di enti) dicesi speciale rispetto ad una data que- 
stione quando soddisfa a certe condizioni particolari che risultano volta per volta 
dalla data questione, e generico nel ca80 contrario. Cosi, superiormente, pren- 
dere W^) — ! punti generici di S^(i)__j significa prendere ^(^)— 1 punti indipendenti 
fra loro e dal punto in cui V S^^j si appoggia all' 8^(i)_j . È poi qualunque o 
ar&t/roHo un ente scelto comunque; onde può essere generico o speciale. 



(Cjlf. !.• n. 17-18) 14 

cessìvamente Sfc(«»v-i ,-.. ìSmC^-^+i)-!), cioè nel loro spazio d'intersezione 
che è quello a cui appartengono Sfc(»^o_i , .., , S*w_i , S^au; ed M non si 
trovi in S^j(,)_;^(m-.i)_^,... ,S2;;i(t)_;^{2)_i , S^;ì«)— ^w-i e quindi non 

negli spazY che si ottengono combinando ad m - Z - 1 ad m - Z - 1 gli spazi 
Sji(«-M.i , ... , Sx(k)-i , Sj^au. Allora da M parte un solo spazio S«_,i«i 
appoggiato a questi ultimi, il quale, congiunto con punti variabili presi 
ordinatamente su Sfc(*»)_i , ... , Sfc("^«+i)_i, fornisce gli infiniti S«_i richiesti. 

18. — Proponiamoci di generalizzare il teorema del n. 11 al caso di 
più di due spazY; e, per chiarezza, trattiamo prima distintamente il caso 
di 3 e 4 spazi. 

Siene So^ , So, , Sa, , tre spazi lineari e si indichino con Sa„ , So» » Sa„ 
( di dimensioni a„ , a„ , a„ ) rispettivamente le intersezioni dì S^ ed So, , 
di Soj ed Sa, , di Sa, ed Sa, e con So» V intersezione di tutti tre gli spazi 
Supporremo »»> e quindi pure a^>0 , a„>0 , a«>0. Due dei 
tre spazi dati, ad es., So^ , So, , appartengono, per il ricordato teorema, 
ad uno spazio So^+or-ou* QuaPè T intersezione di questo spazio con Sa,? 
Notisi che So, sega Sai , So, in So» , Sa» , di ^^^ ^^ spazio congiungente è 
manifestamente un Sau+<i0-.au» • ^& ^o spazio d* intersezione di Sai+arH>u 
con Sa, può coincidere o soltanto comprendere tale spazio ^). Se coin- 
cide, cioè se supponiamo che lo spaaio a cui appartengono le intersemoni 
di Sa, <?on So, , Sa, sia qudh nd quale Sa, taglia lo sposto congiungente 
Soi , So, , il che, per brevità, denoteremo dicendo che Sa, è in posizione 
regolare rispetto ad So^ , So, , allora Sa^-i-ar-au ed So, ossia i tre spazi 
So, I Sa, , Sa, appartengono allo spazio di dimensione 

Se queir ipotesi non si verifica, il ragionamento mostra che questo nu- 
mero a è certo maggiore di detta dimensione. Ne consegue che se So, 
è in posizione regolare rispetto ad So^ , So, , anche Soi lo è rispetto ad 
Sai»Sa,, ed Sa, rispetto ad Sai,Sa,. 

Passiamo al caso di quattro spazi* Sa^ , Sa, , So, , Sa« , dicendo, come 
dianzi, Sau , So,, , ... le intersezioni degli spazi a due a due, So» > Sa^^ ,... 
quelle degli spazi a tre a tre ed So^m T intersezione di tutti quattro gli 
spazi, e supponendo au,,>0 e quindi anche ^0 ciascuna delle altre 



^) Ad es., se si hanno in Sr tre Sr->i per un Sr-^s, uno di essi sega gli altri 
due in questo Sr-s, mentre sega l*Sr , a cui i due appartengono, in so stesso. 
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dimensioni a» , ais , ... , aio » ^124 1 ••• Per applicare il risultato precedente 
a tre di essi, So, , Sa, , So, . si dovrà supporre (ad es.) che So, sia in pò- 
^icne regolare rispetto ad Sai > ^«1 • ^^ allora quei tre spazi appartengono 
ad uno spazio S^ dì cui la dimensione a è espressa dalla (5). Cerchiamo 
r intersezione dì So con Sa^. A tal fine notisi che Sa4 sega Soi , So, , So, 
in Sa„ , Sfl^ , So,, e che si potrà esprimere con precisione, applicando la 
(5), la dimensione del loro spazio congiungente se si suppone che uno di 
essi, Som» sia in posijnone regolare ricetto agli altri due So,. , Som ^)ì ^^^ 
qual caso detta dimensione sarà 



«14 + «24 + «34 a«4 «134 «234 + « 
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ma, di nuovo, lo spazio cui appartengono So^. , Som » So^ potrà coincidere 
con quello d' intersezione di S» con So^ o soltanto esservi contenuto. Se 
supponiamo che coincida, il che esprimeremo, come avanti, dicendo che So. 
è in posisione regolare rispetto ad So^ , So, , So, e se insieme sussistono le 
altre ipotesi, lo spazio a cui appartengono So ed So. cioè Soi i So, i So, , S04 
ba la dimensione 

«1 + «2 + 03 - ai2 - ai8 - aj3+ «l23 + «4 - («14+«24 + «34 - «124 - «134 " «*84 + «l234) = 
= «1 + «2 + «3 + «4 - «12 - «18 - «23 - «14 - «24 - «34 + «123 + «1«4 + «134 + «234 - «1284 • 

Appare dalla dimostrazione e da esempi *) che non si può asserire, come 
nel caso di tre spazi', che, mancando le suddette ipotesi, questo numero 
sia sempre maggiore della cercata dimensione. 

19. — I casi considerati conducono a porre in generale la nozione di 
posinone regolare di uno spazio Sjt rispetto a più altri S{ , S| , ... , in- 
tendendo con ciò che lo spazio al quale appartengono le intersezioni di 
Sii con Si , S| , ... è r intersezione di Sj^ collo spazio congiungente S^ , St , ... : 
si ha allora il teorema generale: 



^) Tale ipotesi non è conseguenza di quella che precede e dell* altra che 
segue. Ad es., in Sr quattro Sr~i passanti per un Sr-s, di cui tre non passino 
per un Sr-2> soddisfano a queste due ipotesi; mentre dei tre Sr-2 dMnterse- 
zione di un Sr~i cogli altri tre uno qualunque non è in posizione regolare cogli 
altri due (cfr. nota a pag. 14). 

*) Prendasi quello della nota precedente: ove faremo, per semplicità, r =3. Si 
haai=a,=.,.=2 , au=a,3««...«=l , ajt3=«ii4 = ...=0 i ai,,^ = e 1* espres- 
sione trovata, posti questi valori, dà 8 — 6 = 2 (non 3 almeno). 
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Dati h spasi Sa, , Sa, , ... , Sa^ e indicati con S»^^ , Sa^^i^^^ ,..., Soìjì,...,-^_, 

gli spatri d* interseeione di essi, a due a due, a tre a tre, ad h — 1 ad 
h — 1, e con Sa^ ^ lo spaino d" intersezione di tutti gli h spaàt, e sup- 
posto «12... fc > e quindi l>0 la dimensione di ogni spazio d^ intersezione, 
la dimensione a dello spazio congiungente i dati spazi è data daUa formula 

ove le sommatorie (relative agli indici i) sono estese rispettivamente a tutte 
le combinazioni, ad uno ad uno, a due a due, ... , ad h-l ad h- ì dei 
numeri l ,2 ,...,h, se si verificano le h-2 ipotesi seguenti: 

1.* Gli spazi So, , Sa4 , ... , So^ (ad es.) sono ordinatamente in posizione 

regolare rispetto ad So, , S«, ; Sa, , Sa, , Sa, ; ... ; Sa^ , S«, , ... , Sa^_i ; 

2.» Gli spazi Sou , So^ft ,... , Sa^_j ^^ (ad es.) sono ordinatamente in posi- 
zione regolare rispetto ad Sa,, , Sa,* 5 Sa„ , So,» , Sa» ; ... ; Saj;^ , Sa,^ , ... , S«^_j,^; 

(A -3)®"*"». Gli spazi Sa^ ^_^ , Sa^ ^ (ades.) sono ordinatamente in 

posizione regolare rispetto ad Sa„ . .^^ , Sa^ .^_^ ; S^^^ ^ , Sa^ ^ , Sag,...,; 

(A-2)'»**». Lo spazio Sa-, . (^d es.) è in posizìoìie regolare rispetto 

Siccome il teorema fu dimostrato fino ad A = 4, basterà ammetterlo per 
h-l spazi e dimostrarlo por A. Prendansi gli A^l spazi' Sa, , Sa, ,..., Sa^ ^ : 

il loro spazio congiungente, per il caso ammesso di A - 1 spaz'i, valevole 
in grazia delle prime A - 3 ipotesi (abbandonando in ciascuna V ultima 
condizione), ha la dimensione 



A— 1 A— 1 n—i. A— I 



\ -1 > 



ove 2 indica che le combinazioni si estendono solo ai numeri 1 , 2 ,..., A - 1. 

Ora lo spazio Sa^ sega quegli A- 1 spazi, in Saj^ , So^^ , ... , Sa^^^^ , e 

questi, pure per il caso ammesso di A - 1 spazi, valevole in grazia delle 
ultime A '3 ipotesi, appartengono ad uno spazio di dimensione 

Ma tale spazio, per l'ultima condizione della 1.» ipotesi, è quello d'in- 
tersezione di Sa. collo spazio congiungente Sa,, Sa,,..., So^^^: dunque 



la dimensioDe dello spazio a cui appartengono Sa^ , So, , ... , Sa^ si ottiene 
aggìangendo a^ all'espressione (7) e sottraendone la (8), il che dà ap- 
punto la (6). 

20. — Ma ora si può ottenere una importante estensione del teorema 
precedente, togliendo la restrizione a^.. ji>0, anzi supponendo che man- 
chino in qualunque modo gli spazi d' intersezione. Occorre per ciò esten- 
dere la definizione di posùfiane regolare di uno spazio S^ rispetto a più 
altri S{ , St , ... , che fu data nel n. 19, nel supposto (sottinteso) che esi- 
stessero tutte le intersezioni di Sj^ con S» , St , ... . Si dirà adunque Sk 
in posUfUme regolare rispetto ad S< , St , ... , quando lo spaino congiungente 
^i spasi cT Mersezwney che esistono^ di Sjt con Si , S| , ... , èV interseaione 
di Si, collo spagio congiungente S^ , S| , ... . Nella qual definizione si com- 
prende anche il caso che Sj^ , S| , Si , ... , manchino. Se manca Si^, o man- 
cano tutti gli spazi S{ , St , ... (o le due cose insieme), manca, ossia è S.i, 
lo spazio congiungente le intersezioni di Sj^ con S» , S| , ... , e manca al- 
tresì, ossia è pure S_i, lo spazio d'intersezione di Sx collo spazio congiun- 
gente S| , St , ... : onde allora la condizione suddetta è soddisfatta per se. 
Se esiste S^ e mancano solo alcuni degli spazi Si , St , ... , per la defini- 
zione si dovranno abbandonare di questi gli spazi mancanti e verificare 
la posizione regolare di S^t rispetto ai rimanenti. 

Le A- 2 ipotesi del teorema del n. 19 acquistano allora significato 
preciso in ogni caso. Ad es., se manca Sa^ e quindi mancano Sa^ ,..., Sa^ ^ 
la prima condizione di ciascuna delle ipotesi 2.*, 3.*,..., (A-3)«^** e 
la (h - 2) ^"^^ ipotesi sono soddisfatte per sé. La stessa cosa avviene se 
manca Sa,^ (ad es.) e quindi mancano Sa^^ , ... , Sa^^ ^ , per Tosservazione 
ovvia che uno spaaio è sempre in posizione regolare con un altro spazio. 
Così se manca Sa^ e quindi mancano Sai„, ... , Sajs ^_,, basta per la se- 
conda condizione della 2.* ipotesi verificare la posizione regolare di Sa^» 
rispetto ad So. , So. , e analogamente per le seconde condizioni delle altre 
ipot^i fino alla (A — 2)««»*: ecc., ecc.. 

CSò ritenuto, U teorema dei n. 19 è vero senza la restrizione delVesi- 
stenza det^i spazi d'intersezione; cioè la formda (6), quando sussistano 
le k — 2 ipotesi ivi indicate, dà in ogni caso la dimensione dello spazio 
congiungente gli spazi S^j , So, , ... , Sa^ , intendendo di porre - 1 per la 
imensicne di ogni spazio d* intersezione mancante. Infatti, preso un punto 
fuori dello spazio Sa, al quale appartengono Sa,, S«,, ... , Sa^ , lo si 
congìuDga con questi spazi e con tutti i loro spazi d' intersezione, o, come 
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si dice % si praieUino da gli spazi stessi ; e si chiami S'or^ lo spazio 
proiettante So^^ cioè lo spazio Sa^ ; SV^^^ lo spazio So^^^ ; SV^^^^ lo 
spazio So^^^; ecc. Manifestamente si hanno le relazioni 

anche se qualche spazio d' intersezione manca, purché s' intenda che al- 
lora il suo spazio proiettante si riduce al solo punto (ossia è di dimen- 
sione zero) e si convenga di porre — 1 per la dimensione di ogni spcuio 
mancante. Notisi poi che, essendo estemo ad S^, lo spazio Sai^j 

d' intersezione di s spazi So^ , Sm , ••• Sa, , è proiettato da nello spazio 
d'intersezione degli spazi proiettanti S^i , S'a^t > — > S'a'^? perchè ogni rag- 
gio per comune a questi giace nell'Sa+i^OSa e incontra quindi Sa 
in un punto che deve essere comune ad So, , So, , •.. > Sa, , e viceversa: il 

che sta anche se Sa^^ ^ manca, riducendosi allora ad V intersezione 
di S'a#i , S'a«i , ... , S'ai, ed essendo pure lo spazio S'a»^^^ . . Inoltre ogni 

spazio congiungente spazi esistenti in Sa è proiettato da nello spazio 
congiungente gli spazi che li proiettano da ; anche se alcuni di quegli 
spazi mancano. Se mancano ad es.: Sou^Son, lo spazio congiungente 
Som ) Som > Som , Sam è quoUo cougiungeute Som » Som ', gli spazi proiettanti 
sono S'c^^^O , S'c^.^0 , S'a'.^OSo,, , S'a/«^OSa« ed il loro spazio 
congiungente è quello congiungente So. , So^ e quindi la proiezione 
di quello a cui appartengono Sa^ > Sa»: ecc. 

Ne consegue che le h-2 ipotesi ammesse per gli spazi So^ , So, , ... , Sa,^ 

si trasportano agli spazi S'o*! ? S'a*. i ...i SV^ , perchè la proprietà che esprìme 
la posizione regolare si mantiene nella proiezione fatta da (esterno ad 
Sa)> gli spazi intersezioni e congiungenti proiettandosi in spazi di eguale 
natura. Ma per gli spazi S^o^^ , S'o^, , . . . , S'o^^ sta inoltre la condizione 

a', , ^ ^0, quegli spazi avendo ahneno comune il punto 0; sicché, ap- 
plicando il teorema del n. 19, si avrà 



*) Cfr. n. 8. Gap. 2». 
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ossia 



a+l = 2ai. - 2«<.<i + "- + (-l)*~*2««.<.".<»_, + (- !)*-'««...» + 



+ 



he)+G)-- 



Di qui, ricordando che, per lo sviluppo di (1 — 1)^, la quantità fra le 
parentesi quadre è =1, si ricava la (6), nella quale, per ciò che fu os- 
serrato sopra, si deve porre — 1 per la dimensione di ogni spazio d'inter- 
sezione mancante. L'asserto è adunque dimostrato. 



ì 



Capitolo 2.» 
Lo spailo Ir • !• rao relaslonl oolTS, 



!• — Sieno «^°^ , a^^ ..• , a^'***^ r punti indipendenti di Sr e consideriamo 
riperpiano da essi determinato. Se ^ è un suo punto qualunque, le sue 
coordinate saranno legate a quelle degli r punti dati da formule del tipo 
(n. 5, Cap. 1.^). 

p«,=XWa^ + VM^+ ... + X<--^^a^r'^ (i==0 , 1 , ..• , r) 
P essendo un fattore di proporzionalità (non nullo): cioè 

pxi -ìf^af? — X^a^J) - ... — x<-«aj<r*)= (i= , 1 , ... , r). 



Quindi deve essere 



I 



= 



x,afPsifl^ .... aff"'^ 

Suf> S/f, Xf • • • . Xf 

Reciprocamente, un punto x soddisfi colle sue coordinate a questa 
equazione: dovrà sussistere il sistema delle r+1 equazioni precedenti per 
valori non tutti nulli delle p, \^^\ anzi per un valore non nullo di p essendo 
ì punti é^ , tP^ , ... , 0^**) indipendenti; e però il punto x esiste nell'iper- 
piano di questi r punti. Dunque la precedente equazione, che possiamo 
scrìvere nella forma 

esprime la condizione necessaria e sufficiente cui devono soddisfare le 
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coordinate di un punto dell' Sr perchè esso esista nellMperpiano consi- 
derato. I coefficienti €o > £i i • • • » ir » essendo i complementi algebrici di 
2^ , ^1 , ... , Xr nel superiore determinante, sono finiti e non possono essere 
tutti nulli, altrimenti gli r ponti cd^ , afi^ , ... , af'"'^^ non sarebbero indipen- 
denti. 

Viceversa, se consideriamo un'equazione qualunque lineare omogenea 
ndle coordinate correnti o;^ , o^i , ... , Xr 

è chiaro che gli oo**-** punti, che con le loro coordinate soddis&no a questa 
equazione, costituiscono .un iperpiano. Per ciò basta osservare che, se €o> 
per es., è diverso da zero, tutti questi punti possono ottenersi pren- 
dendo sii{yXt,...,Xr arbitrariamente e poi determinando x^ daU' egua- 
glianza 

*0 — ~ ""^ 7" *I """ J" *t • • • "■" fi" «^r 1 

onde la loro totalità coincide con quella dei punti dell' iperpiano deter- 
minato dagli r punti indipendenti 



(-|,l,0,.-,o) 

(— ^,o,i,...,oj 



Sicché, adoperando il linguaggio della geometria analitica ordinaria, pos- 
siamo dire che: — Ogni iperpiano dM'Sr è rappresentato da wCeqyiOr 
eione lineare omogenea ndle eoor amate correnti di punto, e viceversa — . 
2. — Poiché ad individuare un iperpiano di S^ basta dare (a meno, 
ben inteso, di un fattore di proporzionalità) i coefficienti della sua equa- 
zione 

(1) 6oa?o + €l «x + ... + ir ^T =0, 

» 

lo ^ I 11 I ...» £r potranno molto opportunamente essere considerate come 
^xìwixiMte omogenee degli iperpiani: quindi la totalità degli iperpiani di 
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un Sr è ancora (giusta la nostra definizione) uno spazio lineare ad r 
dimensioni e per essa possono ripetersi tutte le considerazioni fatte per 
l'Sr* Tale totalità la indicheremo nel seguito costantemente con Ir; e, 
in grazia di ciò che ora si è osservato, non ci fermeremo affatto a dichia- 
rare che cosa s'intenda per iperpiani indipendenti, per spazi 1^ subor- 
dinati di Ir (fra i quali £o è un iperpiano); ecc«, ecc.. 

La (1) dà la condizione necessaria e sufficiente perchè l' iperpiano 
di coordinate So i (n — , ir passi per il punto di coordinate Xo^Xi, ... , Xr ; 
ossia esprime la cosidetta condizione d'incidenza: quindi essa può con- 
siderarsi come r equazione di un iperpiano i, ed allora le Xi saranno 
coordinate correnti di punto, o come l'equazione.di un punto x^ ed allora 
le ii saranno coordinate correnti dMperpiano. 

La dipendenza o indipendenza di punti (iperpiani) si può ora esprì- 
mere coir uso delle loro equazioni. Siene dati *+l punti af^ , a!^^ , ... , sf^^: 
le loro equazioni (in coordinate d' iperpiani) sono 

€oaf + €i4'^ + -.- + 5ra^?=0 

Allora, come segue subito dalle (1) del Gap. l.^ i punti sono dipendenti o 
indipendenti secondochè esistono o non esistono valori k^, X^\..., X^**, non 
tutti nulli, pei quali moltiplicando ordinatamente le equazioni precedenti 
e sommando si ottenga una identità (nelle £i), cioè secondochè le sud- 
dette equazioni sono linearmente dipendenti o no. Analoga considera- 
zione per gli iperpiani. 

3. — Occorre, per il seguito, che. facciamo qui una breve digressione, 
accennando alla nozione ed alle cose fondamentali del rapporto anarmonico, 
in relazione al modo, nel quale fu introdotto il concetto d' iperspazio. 

Bapporto anarmonico o bvrapporio di quattro numeri, presi in un certo 
ordine, ossia di quattro valori Xi , X, , X3 , X4 assunti successivamente da 
un parametro X variabile, è il numero 

Xi — Xg ^1 "" X4 

^ ~ \ -X •• \ -I * 

e si indica con (Xi^^'s^^)- Manifestamente si ha che il rapporto anar- 
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monìco (OoD l^X^) = ^. Dato il yalore di un rapporto anannonico e tre 

dei suoi elementi (in un certo ordine) il quarto è individuato. 

Dalla definizione data segue subito che il rapporto anannonico non 
mata scambiando due dei quattro numeri ed anche i due rimanenti ; e 
sì muta invece nel suo inverso scambiando soltanto i due primi o i 
dae ultimi. Tenendo poi conto della identità (fra quattro numeri) 

Aj-Xi Xj 1 

X,-Xi X, 1 
X^-Xi X4 1 
cioè 

(X,-X,)(X,-X,) + (X,-X,)().,-X,) + (X,-X0(X,-X,)=O, 

si trova pure che un rapporto anarmonicoi scambiando i due medi i due 
estremi, si muta nel rapporto anannonico complementare (quello che 
aggiunto ad esso dà T unità). 

Ne discende facilmente che i 24 rapporti anarmonici che si possono 
formare con quattro numeri si riducono a sei soli generalmente distinti, 

1 1 li li — 1 

pressi così (in funzione di uno |i di essi): ji , - , 1 -|i , r-;— , — ^ , - — . 

Imponendo la condizione che due di questi sei rapporti anarmonici 
sieno eguali si trovano tre soli casi possibili: 

1.* I 24 rapporti anarmonici si riducono a tre soli distinti aventi ì 
valori » 1 , 00 . Allora due dei quattro numeri Xi , Xs , Xg , X4 debbono es' 
sere eguali: precisamente se Xi s X, Xs» X4 si ha [i « 1 , se Xi => Xg Xt = X4 
si ha |ìbO, se X1SX4 Xy^Xg si ha (isoo; e reciprocamente. 

2.* I 24 rapporti anarmonici si riducono a tre soli distinti aventi i 

valori -1 ,2 ,-. Quando (XiXjXaXJs - l, si dice che i quattro numeri far- 

mano un gruppo armonico. Allora essi si dividono in due coppie Xi , X, ; 
A3, > 4, così che scambiando le due coppie e i due numeri di ciascuna coppia 
si ottengono le altre sette disposizioni dei quattro numeri, nelle quali 
si ha pure gruppo armonico. I numeri Xi , >^, e parimenti Xs , X4, sono detti 
coMugati. Se (0 oo X» X4) = — 1 , deve essere X» = — X4 . Se in un gruppo 
armonico due numeri coincidono, un terzo cade in essi ed il quarto è inde- 
terminato. 
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3."" I 24 rapporti anarmonici si riducono a due soli distinti aventi per 

/ l±V-3\ 

valori le due radici cubiche imaginarie dell'unità negativa I cioè = — ^ — j . 

In tal caso si dice che i quattro numeri, necessariamente non tutti reali, 
formano gruppo equianarmonicOy qualunque sia la loro disposizione (cioè il 
loro rapporto anarmonico essoQdo eguale all'una o all'altra delle dette due 
radici). Dati tre numeri (in un certo ordine) esistono due numeri, cia- 
scuno dei quali forma con quelli gruppo eqnianarmonico. 

Facendo sul parametro X una trasformazione lineare X' =: -r~Tr^ 

(ad — 6c + 0) , si verifica con facilità ^) che il rapporto anarmonico di 
quattro numeri è eguale a quello dei quattro numeri trasformati : vale 
a dire U rapporto anarmonico è invariante per trasformazioni lineari. 

Se X è il rapporto delle due coordinate di un punto variabile di un 
Si di un iperpiano variabile di un li , si dice rapporto anarmonico di 
quattro punti di Si o di quattro iperpiani di li il rapporto anarmonico 
dei quattro valori di X che ad essi corrispondono. È un numero indi- 
pendente dagli elementi di riferimento dell' Si o del £i , giacché la va- 
riazione di questi produce su X una trasformazione lineare. 

In generale, se gli elementi di una totalità algebrica oo^ corrispondono 
biunivocamente e algebricamente ai valori di un parametro '), dicesi 
rapporto anarmonico di quattro elementi della totalità quello dei quattro 
valori corrispondenti del parametro (definizione determinata, perchè due 
tali parametri relativi alla stessa totalità saranno legati da una relazione 
bilineare). 

4. — Ritornando alle relazioni fra lo spazio S^ e lo spazio £r > osser- 
viamo che la piramide fondamentale ao ai ... a,, di £r è la stessa Ao A| ... Àr 
di Sr. Precisamente l'iperpiano a^, che ha cioè la sola it diversa da zero, 
ha l'equazione Xi=0, la quale, essendo soddisfatta dalle coordinate dei 
punti Ao , Al , ... , A<_i, Ai^i , ... , A,., è l'equazione dell'iperpiano deter- 
minato da questi punti: onde «< è l'iperpiano fondamentale opposto 



^) Ad es. si sostituiscano alla dotta trasformazione lineare le trasformasioni 
elementari 

X' = X + m , X' = nX , X'=y 

colle quali quella può sempre comporsi. 

*) Totalità c»i razionale. Cfr. n. 17, Cap. 9^. 
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ad Ài. Qaanto all'iperpìano unità u che ha tutte le U eguali e quindi 
l'equazione j;» + ^i + •• • + o^r == , esso è in semplice relazione col punto 
unità U di equazione €o + £i + — +€r = 0. Infatti, preso un'S^, fon- 
damentale, ad es. As As... Ar, ed il fascio :i?o+^^i==0 degli Sr^i che lo 
ha per sostegno ^), i quattro Sr-i del fascio che passano per Ao , Ai , U 
e per il punto in cui u sega Ao A] sono dati dai valori ^ oo , — 1 , -f- 1 ^^1 
parametro X . U loro rapporto anarmonico è = - 1 e quindi quei quattro 
ipeipiani, nel fascio a^-|-X^i=:0, formano gruppo armonico. Analoga 
considerazione si potrebbe fare scambiando i punti A^ cogli iperpiani a^ . 
Si troYa cosi T estensione della proprietà nota in St ed S3, e per la quale 
si dice che u è Viperpiano armonico di U (ed U polo armonico di u) ri- 
spetto alla piramide fondamentale. 

Osserveremo qui pure che ai rapporti delle coordinate af^ , 4^ , ... , o^? di 
un punto a^^^ di S^ (e analogamente ai rapporti delle coordinate ^^,(f ,..., S? 
di un iperpiano $^ di £r) si può dare il significato di rapporti anarmo- 
nici. Infatti, se si considera (ad es.) il fascio suddetto ^ — Xo^ = 0, che 
ha per sostegno TS^.^ fondamentale As A3... A^, e si congiunge questo 
Sr-4 con Ao , Al , U , 0^^^ si hanno quattro iperpiani del fascio, rappresen- 
tati dalle equazioni 2Ci = , o^^r'O , a^o-o^isO , Xt^ié^ - XioiS* ^ Q , Il loro 

rapporto anarmonico è ( ^ ^ I 3o)) = zró)- 

5. — Un £1 fascio d' iperpiani è la totalità degH iperpiani di coor- 
dinate X^^ 5^? + X<'» e<i' (i ^ , 1 , . . . , r) , essendo $<«> , d'^ due iperpiani indi- 
pendenti (cioè distinti) del £1 e quindi è la totalità degli iperpiani dati 
dall' equazione 

(2) X<^Ze?aj,+XWSff|>aJi=0 

al variare di X^^* , X^*^ Ora é^°* , ^^\ essendo due 8^-1 distinti, e quindi ap- 
partenenti ad Sn si segano in un Sr-.s, per il quale passa manifestamente 
ogni Sr-i rappresentato dalla (2). Viceversa, ogni S^-i per rSr-g si ot- 
tiene dalla (2), perchè è individuato da un punto (fuori dell' Sr~t); e 
basta porre le coordinate di questo punto nella (2), per trovare valori (non 
tutti due nulli) delle V^ , X^^^ , che sostituiti nella stessa (2) danno l'equa- 
zione del dato S^.i (non la rendono identica, altrimenti ^^ , ^^ coincida 
rebbero). Adunque wì^ièla totalità degli iperpiani passanti per un Sr^. 



ecc. 



^) Si anticipa qui una facile nosione, di cui si dirà nel n.^ seguente. 
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Questo Sr-.2 8i dice base o sostegno di quel Xi . Viceversa ogm Sr-% è base 
di tm li] giacché per un Sr-s sì possono condurre due iperpianì indi- 
pendenti ed il li da questi individuato è appunto, per la precedente con- 
siderazione, quello che ha quell'Sr-.s per base. 

In generale: tinlxèla totalUà degli iperpiani che passano per un Sr-k-i , 
detto sostegno o ìjfise del £^ ; e viceversa, ogni Sr-j^-i è base di un I]^ • 
La proposizione diretta si dimostrerà per induzione, cioè si ammetterà vera 
per un l^^i e si dimostrerà per un li, , avendola già provata per A: = l . 
Un Sfc è la totaUtà degli iperpiani di coordinate X<« ?? + X« e?^ + ... + X^ ??> 
(i e , 1 , ... , £), essendo i^^ , (^^ ... , &^^ , 1+ 1 iperpiani indipendenti, cioè 
è la totalità degli iperpiani dati dalla equazione 

(3) XWI??a?, + X<«£?,«a:, + ... + X^Se^a:, =0 

al variare di X<^» , X<^> , ... , X^. Ora gli iperpiani ff») , jf») , ,.. , e*^-", ad es., 
individuano un £^.i che, per ipotesi, ha per sostegno un Sr~»: per questo 
non può passare $^\ che non fa parte del £]t.i: onde Sr~^ e $^^ appar- 
tengono ad Sr e però si segano in un Sr-k-i- «Questo Sr^^-it inter* 
sezione di £^°^ 4^^^ ... , 4^^^ giace evidentemente in ogni iperpiano dato 
dalla (3). Viceversa ogni iperpiano per rSr.^.1 è dato dalla (3): giacché 
ad individuarlo si possono fissare k punti (estemi airSr~k.i), e sosti- 
tuendo le coordinate di questi punti nella (3) si hanno k equazioni che 
danno valori, non tutti nulli, delle X^^^ X^^^ , ... , X^^\ i quali, posti nella 
stessa (3), forniscono T equazione del considerato iperpiano (non la ren- 
dono identica, altrimenti i piani 4^^' , 4^^^ . . . , i^^^ non sarebbero iadi- 
pendenti). 

Che poi ogni 8^.^-1 sia base di un £^ segue da ciò che per esso si 
possono far passare (in infiniti modi) A;+l iperpiani indipendenti. In vero, 
preso uno spazio Sjt indipendente dall' S^^^-i ed in esso A;+l iperpiani 
(Sjt-i) indipendenti, gli iperpiani di S^ che passano per questi e per 
rSr~;t-.i sono pure indipendenti, perchè, se appartenessero ad un £jt-i, 
cioè passassero per un Sr-k contenente necessariamente rS^^x-i, do- 
vrebbero passare tutti per quel punto di S^ , in cui questo è incontrato 
dairSr^^; onde il punto stesso sarebbe comune ai suddetti i+1 Sj^i 
indipendenti di Sj^, il che è assurdo. 

6. — La totalità degli spazi *ad r — Jfc , r — ft+ !>..., r — 1 dimen- 
sioni che passano per un Sr^x-^i si suole chiamare ordinariamente una 
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sidla ed S^-jt^i il suo centro o o^se. Essa è da considerare come uno 
spazio a k dimensioni, gli S^-i e gli S^^it della stella essendo di esso 
spazio gli iperpiani ed i punti (ovvero i punti e gli iperpiani), ed in gene- 
rale gli S^.k+{ della stella gli S< di detto spazio a k dimensioni (ovvero 
gli Sfc.<_i). Di che la ragione appare direttamente, ovvero osservando 
che gli Sr.jk+< della stella segano sopra un S^, indipendente dairSr-»~u 
i suoi S{ . Le coordinate nella stella si hanno dalla rappresentazione ana- 
litica dei suoi iperpiani, od anche prendendo le coordinate nel detto S». 
Per indicare una stella avente Sr.jt-i per centro si suol dire la gkUa 

Sì può anzi estendere la denominazione di stdla di S^ , chiamando 
così ogni stella Sv.jt-i di un Sj^/ contenuto ìq Sr, cioè costituita dalla 
totalità degli spazi lineari di S^ passanti per un suo spazio Sv-.]t-i« 
Una tale totalità si dirà in S^ stella di sostegno S]t/-fc~i e di specie k 
(per k'^r quella definita dianzi). Le stelle di 1.* specie sono dette an- 
che fasci e quelle di 2/ specie rdi. 

7. — Siccome TS^ ed il 1^ considerati disHntamefUe, hanno la stessa 
definizione, e, come si è tratto il Ir dall' Sr, si può trarre TSr dal Ir» 
ogni proprietà (di posizione) che si dimostri relativa agli So , Si ,..., Sr^i, 
£o , Il , ... , £^_i avrà la sua compagna in una proprietà di eguale enun- 
ciato relativa ai Io » ^i • — > Ir^i , So , Si , ... , Sr.i. In ciò consiste la Legge 
di dualUà. Ad es., la proposizione : — Ogni Ij^ è costituito dagli iperpiani 
passanti per un Sr-fc-i (cioè per i punti dell' Sr-jt-i) — ha per proposi- 
zione duale: — Ogni Sx è costituito dai punti giacenti in un Ir-^^i (cioè 
negli iperpiani del Ir-j^-i) — : le quali due proposizioni furono dimo- 
strate insieme per altra via nel n. 5. 

Si suole spesso neir esprimere la proprietà duale o, come anche si 
dice, correlaiiva di una data sostituire agli Sj^ di questa non i I^^, ma 
i loro sostegni S^-jt.!. Allora giova la seguente osservazione. Se un I^ 
giace in un Ij^, TS^-^^i sostegno del primo contiene evidentemente 
rSr_/^^i sostegno del secondo: e viceversa. Quindi per ricavare da un 
teorema il suo duale nella forma sopra detta, cioè sostituendo ad ogni 
Sfc un Sr-h-i, si deve a due spazi* S^ , Sj^i, che si tagliano in un S( ed appar- 
tengono ad un St, sostituire due Sr-^^i , Sr.v-i che appartengono ad 
un Sr^i^i e si tagliano in un Sr_i-i. Così al teorema (caso partico- 
lare di quello del n. 17 Gap. 1.*): — Per un punto dell' Sja+i cui appar- 
tengono A 4-1 rette indipendenti di Sr passa in generale uno ed un solo 
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S]^ che sì appoggia ad esse — ; corrisponderà per dualità Taltro : — In 
un S|..i che passa per rSr-sA-s secondo cui si tagliano A -fi sp^^ ^' 
dipendenti ad r — 2 dimensioni di S^ giace in generale uno ed un solo 
Sr~fc.i che appartiene ad un S^-i con ognuno di quegli h-^-l spaad — . 

A due spazi dell' Sr di dimensione A; ed r — h — 1 rispettivamente, 
fu data, per la ragione suddetta, la denominazione di spasi ducili. In 
particolare se r è dispari (ed allora soltanto) esisteranno spazi duali della 
stessa dimensione. 

8. — Ttoidtoure lo spazio Sj^ da un altro S^ significa costruire lo 
spazio Si cui essi appartengono, detto perciò anche spaino proiettante. 
È chiaro che, se lo spazio Sit è dato dalle formule 

iP, = V^^^éf + y^'>é\^ + ... + X^'^a/^ (i = , 1 , ... , r) , 
mentre Sv è. dato dalle altre 

Xi = it^V? + V^'Wì' + ... + V^'^ì/i' (i=0 , 1 , ... , r) , 

lo spazio proiettante Sjt da S^ (o S^ da Sjt) è dato in ogni caso (n. 7 
Gap. l."*) dalle formule 

X, = X^aJ^? + .. . + X^a^?» + ,i<^> y? + ... + |t^*^!/r 

al variare dei parametri yS^ , ... , X^**^ {t^ , ... , w.^'^ . Se ^ = i + ^-ì- 1 » cioè 
se Sjk , Sfc/ sono indipendenti, e soltanto allora, questi parametri possono 
interpretarsi come coordinate omogenee di punto neirSg. 

Se lo spazio Sjt è lo spazio fondamentale Ào Ai . . . Ait e quindi dato 
dalle formule 

a;, = X<*> (i=0,l, ...,*) 

Xt = (i=*+l,...,r), 

lo spazio proiettante (sostituendo alle espressioni Xt*^|i.<®y?+...+t)L**'^yr 
nuovi parametri arbitrari f^*^) si ricava dalle formule 

Xi=(j^*^ (i=0,l,...,i) 
(4) aJ, = ii*V?+i^^'^y?^ + ... + (^^'K'^ (i=*+l,....r). 

e quindi esso è costituito dalla totalità dei punti le cui coordinate 
0^ , «1 , ... , 2;,. si ottengono dando alle Xo , Xi , ... ;xu variabilità generale 
e facendo variare le x^+i,... ,a?r come le coordinate omonime dell*Sv. 
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ProieUaire umo spatio S^* da un Sj^ sopra un 8» significa costruire 
rinterseadone (se esiste) dello spazio proiettante Si con S^, e questa 
intersezione si dice proieMume di Sv da %x (o di S^ da 8^0 su S,». Se, 
naoTamente, S]^ è lo spazio fondamentale A^ Ai ... A% e se S„» è lo spazio 
Sr-ii.1 fondamentale opposto cioè A^+i . . . Ar , la detta proiezione si ot- 
tiene fiieendo làx^^,^ ,-M^]t n^o e di nuovo facendo variare le x^^x ,...,a;^ 
come le coordinate omonime dell' S,t'i cioè nel modo prescritto dalle (4), 
le quali divengono allora formule rappresentative della proiezione nello 
spazio Sr-v-i- 

Cosi un punto yo : Sfi * ••• : Vr proiettato dal suddetto Sj^ fondamentale 
di un S]^.i proiettante, di cui un punto variabile ha le coordinate 
P^ : P^^ : ... : P^** : (>^*+*Vh-i • f^*^^Vk4« ' ••• • ^^^^ìlr in S^ e le coordinate 
P^ : p/*^ : ^. : (/*+** nell'S,t+i- La proiezione del punto suirS^-jt-i fondamen- 
tale opposto ha le coordinate : : ... : : y^^i : ... : yr in Sr e yjt+i : ... : jfr 
in Sr_fc.i. 

La pnÀeeicne da tm S^ sopra un Sr.;t-.i si può sempre sostituire con 
prciegùmi da k'\-l punti indipendenti Ao , Ai , ... , A^ ddVS%. Basterà 
considerare la proiezione di un punto X, cioè T intersezione Xi dello 
spazio proiettante S^+i ^ X S^ con S^^^-i • Questo punto X| può anche 
ottenersi proiettando X in X' da Ao sopra rSr.i^^AiAf ... A;t Sr-.»-.!; 
poi proiettando X' in X'' da Ai sopra rSr.i^AoAf ... AkS^-jt-i (o, ciò 
che è lo stesso, nel precedente S^-i proiettando X' in X"' da Ai sopra 
r8r-4^At..-AfcSr-fc-i);... ; ed in fine proiettando S** in X^*+** da A^ 
sopra rS^i=Ao Ai ... A,t_i Sr-^^-i (o, ciò che è lo stesso, neirSr-»=AfcSr-fc-.i 
proiettando X^** in X**+*^ da A* sopra rs^-jt-i). Siccome lo spazio a cui 
appartengono i punti X , X' , ... , X^^^ , X^^^^ contiene manifestamente i 
punti Ao, Al, ..., Ak, esso è il sunnominato Sj^.i proiettante, e però 

r»+«=Xi. 

9. — Sulla proiezione di un Sv da un Sj^ sopra uno spazio Sr-^-a 
indipendente da Sj^ è utile fare T osservazione seguente. Ogni punto di 
Sk. fuori di Sit determina con S^ stesso uno spazio Svfi che ha un solo punto 
cornane con Sr~;t>i, e che sarà la proiezione di quel punto suirS^^^^^i. Se 
i due spazi S,t ed &x, si tagliano in uno spazio S» , un punto di S^^ib-i, 
che sia proiezione di un punto di S^ da S^, è anche proiezione di tutti 
i punti dell' Sf^.1 (di S^^) determinato da quel punto di S^i e dal suddetto 
Si; quindi, se la corrispondenMa tra i punti di 8^/ ed i punti dMa sua 
fr(nesione è biunivoca (onde questa proiezione è pure un Sv), dètòon^ 
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necessariamente S^ ed S^, non avere alcun punto comune. Invece, se 
ogni punto della proiezione di Sv da 8,^ su Sr-k~^i è immagine di tutti e 
soli i punti di un Si+i di Sj^ (onde quella proiezione è un Sv-»-i)» gU 
spazi S]t ed Sv si tagliano in un S^. Infatti, in tal caso, lo spazio Si+i 
costituito dai punti di S v , che hanno una stessa immagine e lo spazio S^ 
sono contenuti in uno spazio S^^i e quindi si tagliano in uno spazio a 
un numero di^dimensioni non minore di l. Ma d'altra parte per la con- 
siderazione precedente e per T ipotesi, tale numero non può superare l: 
dunque Si, ed Sxi si tagliano appunto in un St . 

10. — All'operazione del proiettare si associa dualmente quella di 
segare uno spazio 8,^ con uno spazio Sv (o Sk» con S^» cioè di costruire 
r intersezione dei due spa^ (quando esiste). 

Se Sfc è dato come intersezione di r — h iperpiaui indipendenti di 
equazioni 

/«Pai, +... + 55?^r =0 

(5) .• • • • 

ed Sv come intersezione di r — k' iperpiani indipendenti di equazioni 

(6) ] 

r intersezione di S^ ed S^' potrà considerarsi come data dal sistema com- 
plessivo di equazioni 



^Ì?Xo +... + r[?Xr =0 



^r-v-1,^ + . . . + y[r^'-'^Xr = : 



e, se la caratteristica della matrice di questo sistema è r — Z, tale spazio 
d'intersezione sarà ad l dimensioni. 
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11. — Possiamo dedarne subito il numero di condizioni cui devono 
soddisfare due spazi di dimensioni date k,k\ perchè s'intersechino in 
un terzo spazio di dimensione l parimenti data. Infatti, se le (5) , (6) 
sono le equazioni di quei due spazY, deve per ipotesi essere r — Ma 
caratteristica della matrice del sistema (7): d* altra parte tale matrice 
ha f-fl colonne e 2r — (*+*') linee, quindi, perchè la sua caratte- 
ristica sia r — 2, occorre, per un noto teorema^), che siano soddisfatte 
[2r-(t+JlO-(r-0] . [r+l-(r-l)] = ir-k-k'+l){l+\) = 
= (r-Q(2 + l) condizioni indipendenti, se si indica con i-k-^-V-l la 
dimensione dello spazio a cui i due spaz'l considerati devono appartenere. 
Dunque: — Perchè dm spasi S/t t Sjf deS'S,. si ialino in un S^, omero 
appartengano ad un St, devono essere soddisfatte (r-t) (Z+1) condijrioni. 

Di qui si ricava immediatamente Taltro teorema: — Perchè uno spcufio 
Sk ddPSr contenga un altro spaMÌo S^^ {J^<k) dewmo essere soddisfatte 
(r-t)(l'+l) condizioni — . 

12. — Se k=^U, dall'ultimo teorema segue che gli Sjt devono dipen- 
dere da (r — k) {k-{-l) parametri, il che si suole esprìmere dicendo che 
jJi Sfc di Sr co^ituiscono una totalità oo ^"-^^ <*+'^ (non lineare, come ve- 
dremo, se 0<ik<C.r — 1). 

Applichiamo questo risultato a dimostrare che gli Sj^ di Sr che pas- 
cano per un dato Sj^/ (]C>V) dipendono da (r — k) {Jc — k') parametri^ cioè, 
come si dica, formano una totalità oo^''-^' (^-^'^ . Basta considerare un 
S^.jt'-i indipendente dall' S^: ogni S,t per Sv taglia S^.»'.! in un S]t.v.i, 
e viceversa ogni Sj^^v-i *di Sr.v.i, congiunto con Sjt/, dà un S^ passante 
per Sik/: dunque gli spazi' richiesti dipendono da tanti parametri da quanti 
dipendono gli Sfc_v-i di Sr~fc/-.i; e però ecc. Per k=V-{'l e t=r — 1 
si hanno totalità lineari (Gfr. n. 5). 

Altra applicazione è la seguente. Un Sk dipende da (r — k){k-{'l) 
parametri: se deve incontrare un dato S^ in un S(, quei parametri de* 
Tono soddisfare (n. 11) ad (r-k-V-^l) (i! + l) condizioni: quindi il nu- 
mero dei parametri che resta libero è (r-k) (i+ 1) - (r - * - f +Q (Z+ 1) = 
= (i - Q (r - *) ■f-(ft' - 1) (Z+ 1). Il che si enuncia col dire che gli S^ di Sr che 
montrano un dato S^ in un S| formano una totalità od^^*»^'— *>+<^'-'><^+*>. 

13. — Che gli Sjt di S^ dipendano da (r — *)(*+!) parametri può 
dimostrarsi anche cosi. Siccome ogni punto deirS^ è individuato da r 



^) Cfir. Capblu, l. e, pag. 196, Note ed EserdOl, 4. 
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coordinate (non omogenee), i gruppi iì k-\-l punti indipendenti di S^ 
dipendon(f da r(k-\-\) parametri: ma, per analoga ragione, i gruppi di 
A; -fi pnnti indipendenti di Sj^ dipendono da h{k-\-'l) parametri: dunque 
gli Sfc di Sr varieranno soltanto al variare di r(fc+ 1) - i(fc+ 1) = <r - *)(*+!) 
parametri. 

Oppure si può ragionare in quest'altro modo (che è sostanzialmente 
il breve ragionamento precedente tradotto in formule). In un Sit pren- 
diamo k-\-l punti indipendenti y®^ y*^ . . . , y^*^' ogni altro gruppo di 
h-\-l punti indipendenti é^,d^\...,é^^ è dato dalle formule 



^J) = Xfy?) + .., + xrV^ 



\ 



i = (0,l ,...,r) 



i^r=x2>y?+...+xjfy^/ 



e si potrà sempre disporre delle {k-^-Vf indeterminate X per fare in 
modo che altrettante delle (r + 1) (*+ 1) ii*/^ (i= , ... , r ; j= , ... , h) 
abbiano valori genericamente dati ^). Per esempio, se il determinante 
S±^^yPK..y^^ + 0, si potranno fissare genericamente \9ié^ ,sf\\...,di^ 
(i=ssO,... ,A;): ne risulteranno determinate le X e quindi anche le altre 
ii^?,^?,... ,4^?^ (t=A+l !.••»♦')• sicché per ogni S^ si avrà in generale 
un sistema ed uno solo di valori di queste ultime. Perciò gli S^ dipen- 
dono da (r-f 1)(A;+1) — (*+!)* = (r— A) (*+l) parametri. 

14. — Adesso vogliamo stabilire un sistema di coordinate per la to- 
talità oD<''-*)<*+^> degli Sfc di S,(0<A<r— 1). Un modo suggerito dalla 
dimostrazione precedente (ove prendere fissi i rapi^orti delle 4i?\j9f ,...-,if' 
significa prendere il punto if^ in un dato 8^-^; ecc.) sarebbe quello di 
fissare ft+l S^-k generici e determinare un S^ mediante i suoi *+l 
punti d'appoggio su questi Sr-jt. Ognuno di questi punti, nel relativo S^^j^, 
ha r — k coordinate, onde in tutto si avrebbero appunto (r — l)(J-f-l) 
coordinate per V^x- Ma un tal modo non è accettabile, perchè vi sono 
casi di eccezione. Infatti tutti gli S^ per un S^-i che si appoggi agli 



^) Con ciò intendiamo valori prefiddati a piacere, ma esclusi quelli, dai quali 
segua il determinante 1±\% XO)i ...X(*)*-=0, che allora i punti ^^) non sareb- 
bero indipendenti (n. 8 del Cap. l.»). 
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Sr-k co&siderati ^) avrebbero allora le stesse coordinate, ed inversamente 
non sarebbero determinate, per es., le coordinate di un Sjt che tagli uno 
degli S^fc in nn S< (i>0). 

Procederemo pertanto in ,nn modo ben diverso ; e, analogamente a 
quanto si fa neir ordinaria geometria della retta, stabiliremo per gli S» 
an numero di coordinate omogenee maggiore di (r — k) (k-\-l)-\-l , salvo 
poi a mostrare che fra di esse passa un conveniente numero di relazioni 
identiche. Anche qui^ come per la geometria della retta, si consegue la 
bionivocità, senza eccezione, della corrispondenza fra la totalità dei va- 
lori deUe coordinate e la totalità degli S^ di S^, solo a patto di au- 
mentare il numero delle coordinate stesse. 

15. — Premettiamo la seguente proprietà. Preso un qualunque S^ del- 
rS„ siano a^"> , sfi^ ,..., af^\ Jk+ 1 suoi punti indipendenti e ^'^ , &'^ ,..., i^^"""-'^ 
r—i iperpiani indipendenti passanti per esso. Le due matrici 



(8) 



e 



(9) 



iC^ X5 • • • SpQ 

aifM" . . . a^*' 

0Vf, U/f • • • «Vf» 

«ir??' ... «•-*-" 

Sfft" ... Si'-*-" 

«mai) «••-»-» 

>»r T»r • • • »r 



saranno ambedue differenti da zero e quindi non saranno nulli, né tutti gli 
L T j minori di ordine * + 1 tratti dalla prima, né tutti gli ( „ J = ( i. , 1 ) 

minori di ordine r — h tratti dalla seconda. Per comodità indicheremo 
«>n ijoji ...ik)*il minore di ordine *+ 1 tratto dalla (8) e formato con le 
linee corrispondenti agli indici inferiori io > ii 1 ••mÌ^; ^> analogamente, con 
Ooii •••ir~k*i)g il minore dì ordine t^— h tratto dalla (9) e formato colle 



^) Tali Sfc.i esistono certamente. Infatti perchò un S^-i si appoggi a Ac+l 
Sr^i^ debbono essere soddisfatte k-^-l condizioni, e d' altra parte gli Sit-i di 
8r dipendono da (r— fc+l)fc (>fc + l) parametri. 
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linee corrispondenti agli indici inferiori jo » ii ,...,ir-fc-i. Dimostreremo che 
i minori in discorso tratti dalla matrice (8) non dififeriscono (a meno del 
segno) da quelli della matrice (9) che per un fattore di proporzionalità: 
precisamente dimostreremo che i minori cTordine k-¥ 1 deUa matrice (8) sono 
proporjrionali ai loro complementi àlgd)rici nel determinante di ordine r + 1 



4^af}^ 






. . 4*'€f€f' . . . €i'-*-" 



• • •*'r >r »r • • • »r 



Infatti il determinante di ordine r—h 



Ij.) 









(10) 



grazie alla circostanza cbe tutti gli iperpiani £'*^, SI", ... , ^''~^'i contengono 
tutti i punti 3^,af^\ ... , a^*>, si annulla se vi si fa 

«r-lt-I ^4ii*-I , ... , «r = M-*' {* = , 1 , ... , h). 

I 

Facendo tali sostituzioni e svolgendo, si hanno le % -f 1 relazioni lineari 
omogenee 

oi^*l^i{0,l,...,r--k-'2,r'-h'-l)^+3i^*Lf,(0,l,...,r--k--2,r''Jc)^'^...-h 
+ aJ<,*^(0,l,...,r-t-2,r)5 = (i = , 1 , ... ,*) 

fra i i+2 determinanti (0,1, ... ,r-i-2 ,r-i-l)g ,...,(0,1, ... ,r-A-2 ,r)g . 
Ne segue*) 

(0,l,...,r-*-2,r-À;-l)g : (0,l,...,r-*j-2,r-A)g ?(0,l,...,r-A;-2,r-ft+l)g : ...: (0,l,...,r-ft-2,r)j 
= (r-4,r-AH-l,...,r)a. :-(r-*-l,r-Aj+l,...,r),:(r-i-l,r-A;,r-fcf2,...,t),:...:±(r-^l,...,r-l 



Cfr. Capelli, ^. e, n. 487. 
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Ora è chiaro che, come dal determinante (IO) abbiamo dedotta questa 
serie di proporzioni, cosi se ne potrà ottenere un' altra adoperando il 
determinante, che si ricava da (10) sostituendo alFultima linea la seguente 

Sl^Xr-.K-f + ?;Ua?,_jt + ... +??a?, , 5';U-,a:._k_, + i^iL^Xr-x + ... + ftl^a:, , 

••• , <ir—K—t *r— X— I T Vr—h ^r— fc T- ... i" Vr ^^r > 

ed alla penultima T altra 

%r— *— 1 > *r— fc— 1 I . . • > Wr— fc— 1 ? 

e poiché, come si vede subito, questa nuova serie di proporzioni ha un 
rapporto comune con la prima, le due serie si riuniranno in una sola. 
Così proseguendo, si arriva senz'altro alla dimostrazione dell' enunciato. 
Ne discende che, a meno di un fattore di proporzionalità, i minori 
di ordine i 4 1 tratti dalla matrice (8) (o d'ordine r-k tratti dalla (9)) 
coincidono coi minori analoghi della matrice formata con le coordinate 
di altri i-^-ì punti qualunque indipendenti deU' S^ (o con le coordinate 
dì altri r — k iperpiani indipendenti passanti per l' Sit), perchè tanto gli 
uni quanto gli altri sono proporzionali (a meno del segno) ai minori della 
matrice (9) (o della (8)). II che del resto si verifica con facilità anche diret- 
tamente, perchè, se y°*, y^*\ ... , y^*^ sono altri A;+l punti indipendenti 
dell' Sjt, avendosi, per convenienti valori delle X, 






(t = 0,l,... ,r), 



i minori di ordine k-\-l tratti dalla matrice formata con le y si otten- 
gono da quelli analoghi della (8) moltiplicandoli per il determinante 

i±xpxf>...xjf>. 

16. — CSò posto, dimostreremo che i minori di ordine k-\-l della (8), 
0, ciò che oramai fa lo stesso^ quelli di ordine r — k deUa (9), possono assu' 
meni come coordinate omogenee ddV S^ di Sr . Che per ogni Si, quei minori 
non sieno tutti nulli e sieno perfettamente individuati (a meno ben inteso 
di un fattore di proporzionalità) risulta immediatamente dalle cose dette. 
Basterà adunque far vedere: 1.* che di essi soltanto (r — k) (fc+l) + l 
convenientemente scelti sono indipendenti, per modo che, conosciutili, se- 
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;gaono sabito i valori degli altri; 2.^ che due S^ coincidono quando qud 
minori relativi all'uno sieno proporzionali ai minori analoghi relativi al- 
Taltro. 

Supponiamo, per fissare le idee, che il minore di ordine l+i ^^^^ 
matrice (8) 



(11) 



(0,1,..., K)^ — 



«c^ X^ • • • Xq 

af?af}^ ... M*^ 



sia differente da zero; come fu già osservato nel n. 13, scegliendo op- 
portunamente i Ai-f- 1 punti indipendenti af^ , é^^ , ... , 0;^^^ di S^, può farsi 
in guisa che tutti gli elementi afp (i = , 1 ,..., i \ j = ,1 ,..., k) di questo 
determinante prendano valori genericamente dati. Allora dico che, asse- 
gnati questi valori e conosciuti gli altri (r - k) (A;+ 1) minori di ordine k+l 
iche si ricavano da (11) col sostituire ad una qualunque delle sue linee una 
qualunque delle rimanenti r-k linee della matrice (8), sono conosciuti tutti 

gli altri (, V — (r-A;)(A;+l) — 1: con che la prima affermazione sarà 

dimostrata. Invero, svolgendo, ad es., i determinanti (provenienti da (11) 
col sostituire successivamente alle sue linee la linea (A;+2)*^'^ della ma- 
trice (8) ) 

(12) (i+1, 1,2, ...,*) , (0, t+1, 2, ...,*),. ..,(0,1, 2, ...,*-l,ft+l), 



ove, per semplicità, si è tralasciato V indice inferiore x^ si ottengono le 
equazioni 



(13) 



(*+l, 1,2, ...,*) =a«ViXl?^ + ^iXlf^+...+^%iXif» 



(0,l,2,...,t-l,i+l) = a«!^xXp-fa«!^,XiJ) + ... + a«}.iXl,*): 



nelle quali X^P è il complemento algebrico di a^/^ nel determinante (11), 
per cui il determinante S±XS^^X?^..X^^è^ pure diverso da zero. Da 
quelle equazioni si ricavano quindi a$!^i , ::i^!4.i , ... , o^i in funzione dei 
determinanti (12) e degli elementi del determinante (11). Così pcost- 
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guendo, sì dimostra ehe in funzione di questi elementi e degli (r - k) (l+l) 
determinanti sunnominati si ottengono tutti gli elementi rimanenti della 

matrice (8) e quindi tutti gli altri (i. ,|) "(♦""*) (*+l) — 1 determi- 
nanti in questione. 

Ed ora segue subito anche la seconda affermazione. Infatti abbia 8\ 
gli (r — t){*-f 1) + 1 minori, analoghi ai suddetti di Sk, proporzionali 
a questi. Poiché il minore (11) è diverso da zero, sarà pur tale il mi- 
nore analogo di S\ : perciò, disponendo convenientemente dei punti in- 
dipendenti da scegliere in S\ , si potrà fare che tale minore abbia non 
solo lo stesso valore di (11), ma gli stessi elementi. Dopo ciò, i detti 
(f— i) (*+!) + 1 minori di S\ saranno eguali agli analoghi di S* ; e, 
per la considerazione superiore, la matrice di S\ analoga alla matrice 
(8) coinciderà con questa elemento per elemento. Adunque Sj^ ed S\ coin- 
cìderanno. 

Anzi osserviamo che, fissati affatto arbitrariamente % voleri degli 
(r-&) (J:+l)+l terminanti suddetti, ^xaàih Y (\\) sia diverso da zero, 
le cose precedenti mostrano come si trovi subito V S^ corrispondente. 
Basta cioè prendere gli elementi di (11) così che esso abbia il valore 
dato e calcolare a:!?+i,:r^i,... ,:ri^i dalle (13) avendo posto nei primi 
membri i valori dati dei determinanti : ed analogamente per le altre 
linee di (8); cosi si ottengono le coordinate di k-k-l punti indipendenti 
diS,. 

17. — Per trovare le relazioni che legano gli ( , J minori della ma- 
trice (8), notisi ohe il determinante di órdine A;+2 



< 



^;^* 






4V..4Ì 









è nullo qualunque siano le «o • <xi i—i ^k- Quindi, ponendo per ao , «i ,..., a» 
i complementi algebrici di a^^ , a^l , ... , a^tl nel determinante (io h ,..., ù) 
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e sviluppando secondo gli elementi della prima colonna, si trova 

+ ( - 1)* 0**1 ... »*) Uoji ...À-1 io) + ( - 1)*^^ («oii ... ifc) Uoji ... ifc) = ; 
ossìa, per una semplice trasformazione, 

(Ìo*i ... ih) UoJi ...i*) = Oo»i ... k) (kji ...À) + 0*1*1 ... ih) Uokjt ... h) + 

+ ... + OV*i ... k) Ooii -..ijk-iio) : 
brevemente 



SoO 



(io ti ...ifc) Uoji'"jh) = 2 0* ii'.-ik) Oo...Ì«~iioÌ«+i...Ì*) . 



Da questa relazione fondamentale se ne deducono altre, eguagliando al- 
cuni degli indici io , ii , ... , ih ad alcuni degli indici jo Ji , ... ,ik • Fermia- 
moci alla più semplice, quella cosidetta a tre termini, che si ottiene dalla 
precedente facendo, ad es., it = ji,h =h » ... » i* =ik. Si trova (annullandosi 
gli altri prodotti t>erchè vi compariscono dei minori con due linee eguali) 

(14) (ioii ... ifc) OoÌiÌ2 ... ih) = Ooii ... ih) (ijiit ... ih) + Olii .-. ix)Ooioi» ... ih) ; 

la quale mostra potersi esprimere (razionalmente) ogni minore OoÌiis...ijt)} 
che dififerisce per due linee da un altro (ioiiis ... ih), per mezzo di questo 
e dei minori che dififeriscono da questo di una sola linea. Segue che 
essa dà tutte le relazioni richieste: giacché, conosciuto, per es., il mi- 
nore (ioii ... ih)y supposto differente da zero, e quelli che si ricavano da 
esso sostituendo ad una qualunque delle sue linee una qualunque delle 
r~ A; linee rimanenti della matrice (8) (cfr. n. 16), si conoscono senz'altro 
tutti gli altri. Infatti i minori che differiscono per due linee da (ioìi ... h) 
si calcolano immediatamente, come dicemmo testé: quelli che differiscono 
per tre linee da (io ii . . . Ìk) si calcolano per mezzo dei precedenti che 
differiscono da essi di una e due linee soltanto: e così di seguito. 

Che viceversa dati (7.T1) i^^^^Gri qualunque, che indicheremo con 

^ » * 1 ■ • <fc (^^® ^0 '1 ••• ^* ® ^^* combinazione qualunque dei numeri , 1 ,..., r) 
dei quali uno almeno Xoi..h non nullo, soddisfacenti alle (14), esista un S^ 
che ha quei numeri per coordinate, segue subito dall' ultima osservazione 
del n. 16, e dal notare che TS^ che ha per coordinate Xci...* e gli altri 

(r — li)(k'\-\) numeri rappresentati da questo simbolo, nel quale si so- 

s 
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I 

stitniscano snccessivamente agli indici , 1 , ... , A; i rimanenti ft+1 ,...,r, 
ha anche le altre X<^ ^^...«^ per coordinate, queste essendo date dalle (14). 

Dnnqae le (14) sono condufioni necessarie e suffieienH perchè L J] j 

maneri X^^ <^ ... ^^ , di cui uno almeno non nuUOf Steno le coordinate omo- 

genee diunS^. È importante notare altresì che le rékurioni (14) (o le 
altre che equivalgono ad esse) sono quadratù^ neUe dette coordinate. 

18. — Alle cose esposte si può dare una notevole ed utile. forma geo* 
metrica. 

Per una estensione affatto naturale di denominazioni adoperate nella 
geometria dell' S3 diciamo ipersuperficie quadrica semplicemente qua- 
drica di uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni la totalità 
dei punti che soddisfano con le loro coordinate ad una equazione qua- 
dratica ed omogenea nelle coordinate correnti, e varietà intersezione di 
più quadriche la totalità dei punti comuni a queste ^). Ciò premesso, 

sQppongasi di dare agli L^ | parametri X<^<^... 1^ variabilità generale: 

si avranno allora le coordinata omogenee di uno spazio a (t.T|) — 1 
dimensioni. In questo spazio esisterà la varietà definita dalle 

i pmiti della qual varietà, per le cose dette, corrispondono senza ecce- 
zione agli Sfc di Sr : e lo studio della totalità degli S^ si potrà fare su 
quella varietà. Tuttociò si esprime dicendo : — La geometria ddla totO" 
liià degli S* di Sr coincide con la geometria detta varietà ef interseaione di 

caie ( ]|] j — (r — i)(A:+l) — 1 quadriche dello spajrio <^^\j^A — 

t^mensioni. — In particolare V ordinaria geometria ddla retta coincide con 
ìa geometria di una quadrica ddV^. 

19. — Aggiungeremo ora alle cose dei n. 10-12 una nozione e una ' 
formola di grande utilità, specie nella Geometria enumerativa '). 



1 



^} Delle quadriche e delle ipersuperficie in generale si dirà in seguito (Cap. 

6.% 8.«). 

') Cfr. ScBUBBRT, ad es., nella Memoria, Àmahl-besiimmungen fUr lineare 
Jiaume beliebiger dimensian (Acta mathem. 8, 1886, pag. 97). 
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Dati k-\- 1 spazi S,, , 8,^ , ... , S„^ , di cai ci&Bcnno sift contennto nel 
successivo, chiamasi forma fondamentale e si indica con 
(15) [otOiO, ... a^_ia^] 

la totalità degli S» obbligati a giacere in S,^ , a segare S.^_, in nn S^, 
a segare S„^_, in un S^__, , ... e a segare S„^, in un So. Siccome S» deve 
segare Sa, in un Sj (o contenere S,, , se at = i) ed S„ , in nn S,+i ed 
inoltre S,, è contenuto in S„,^,, non può essere ai = a,+i: sicché, dalla 
stessa defiioizione, segue che 

Oo<ai<a,< ... <o»_,<o», 
e quindi Oi^i e insieme- (per essere a* ;' r) 0(<^r — h-\-Ì. 

Il numero 1. 7[ j delle combinazioni dei numeri , 1 , ... , r a k-\- 1 

a h-\-l d& manifestamente il numero delle forme fondamentali diverse 
a cui può appartenere un Sx (prescindendo dall'arbitrarietà degli SaJ. 
Vi è compresa la forma [r—k , r—k-\-l , ... , r], che corrisponde ai 
massimi valori dei noraerì a< , e che è costituita da tutti gli Sj, di S, 
(perchè il segare S^., in un S»_i , S,_i in un S],_, , ... è conseguenza 
del giacere in S,). Vi è pure compresa la forma [0 1 2 ... k], corrispon- 
dente ai minimi valori dei numeri a,, la qoale è costituita da un solo S^, 
come è evidente. 

20. — Supposti sempre dati gli spazi So^ , ... , S,^ , si calcola facilmente 
il numero d delle condizioni imposte ad un Sj. dall' appartenere ad una 
forma fondamentale (15). Perchè S» giaccia in un S^^ devono essere sod- 
disfatte (f— a»)(i+l) condizioni; perchè S» ed S^^^, si taglino in un 
Sj^-i devono essere soddisfatte («i, — k — Oi,_i + A; — l)k condizioni; 
perchè S»_, ed Sa^_^ di S„^, si taglino in nn S^-j devono esaere sod- 
disfatte {a^-,-k + l-a^_i + k-2)(k- 1) condizioni; ecc. (n. 10). Dunque 
il numero cercato è 

d=(r-o»)(i+l) + (o.-a,_.-l)fe+(o*_,-a»_.-l)(fc-l)+...+(a,-a.-l), 
doè 

Siccome un S» è dato da (t-|-l)(r— fc) condizioni, diremo quindi che 
sono co^°*-~ i^ gli S» di una forma fondamentale (15). 
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21. — Gaso particolare dì una forma fondamentale è la totalità degli 
S, (i> i'— *) di raia^ stella di sostegno Sv-ji-i {fc<r) e di specie i (n. 6), 
e precisamente questa totalità, come subito si vede, è la forma fonda- 
mentale 

[012,...,*'-ifc-2 , i'-i-l , 2Jfc'-ifc-.i, 2A;'-.Jk-i+l,...,*'-l ^k']. 

Un altro caso particolare si trova nel n. 12. Gli Sj^ di Sr che incon- 
trano un dato S^ in un S» sono quelli della forma fondamentale 

22. — Termineremo il presente Gap. coir osservare che la nozione 
di spazio a più dimensioni e le sue fondamentali proprietà, esposte per 
via algebrica in questo e nel Gap. precedente, possono essere presentate 
con metodo del tutto sintetico. Si può cioè stabilire un complesso di 
postulati che serva a caratterizzare lo spazio a più dimensioni e poi 
dedame la rappresentazione dei punti mediante coordinate. Osserveremo 
altresì che, come si disse fino da principio (n. 1 Gap. 1.^), intendiamo 
di considerare anche punti (od Sj^) imaginarlL, cioè dati da coordinate ima*- 
ginarie o complesse, ma che V introduzione di questi punti può farsi pure 
per via sintetica, come mostrò dapprima lo Staudt ne' suoi classici 
Beitràffe *). 



^) Per chi vogUa approfondire i metodi sintetici accennati, citeremo il libro 
di Vbronibsb, FcmdamenH di geometria a pia dimensioni e a più speoie di tmUà 
rttHUnee (Padova, 1891); la nota di Amodbo, Quali possono essere i posiulaii 
fondamentali della Geometria proiettiva di un ^r (Atti dell' Acc. di Torino, 26, 
1891); U lavoro di Fano, Stii postulati fondamentali della Geometria proiettiva in 
uno spazio lineare a un numero qualunque di dimensioni (Giornale di Matema- 
tiche, 30 (1), 1891) e la recente Memoria di Puri, Nuovi pnncipii di geometria 
proiettiva complessa (Memorie della B. Acc. di Torino, 55 (2), 1905) colla t Breve 
aggiunta.., » (Atti ivi, 41, 1906): nei quali si trovano inoltre ampie indicazioni 
bibliografiche. 



Capitolo 3.** 
Prolettlvltà fra dne S^ dlstdntl. 



1. — La definizione di Staudt della proiettività di due Si (o di due li 
di un Si e di un £i) è opportuna quando di questi si considerano solo i 
punti reali: né in tal caso occorre introdurvi la condizione della continuità, 
come fu dimostrato da Darboux in seguito ad una osservazione di Klein ^). 
Ma se si considerano negli Si anche punti imaginari, la detta definizione 
di Staudt, ammessa la continuità della corrispondenza (la quale è ancora 
dubbio se sia o no necessaria), conduce, oltre che al riferimento proiettivo 
ordinario, ad un riferimento di natura ben diversa, che Segre ha chiamato 
atUipraietHvità % 

Conviene adunque, quando si è introdotta la nozione di elementi ima- 
ginar'i, prendere per definizione del riferimento proiettivo tra due Si o la 
definizione di Ghasles e di Steiner della eguaglianza dei rapporti anar- 
monici quella, adottata dal Cremona, della deduzione di un Si dall'altro 
per proiezioni e sezioni, od anche la seguente: — Due Si sono proieUivi 

se fra le coordinate X = — , Y = — di due punti corri^ondenti sussiste 

^1 Vi 

una rdcurione bilineare 

AXY + BX+CY + D = 0, CB — AD + 

0, ciò che è lo stesso (risolvendo, per es., rispetto ad Y e variando le 
indicazioni), 

se pyo = 000^ + ^1^1 ,^ 

pffi = aioXo -\- aiiXi 



*) Math. Ann. 17, 1880, pag. 52. 

2) Cfr., ad es., Math. Ann. 40, 1892, pag. 418. 
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cioè se si fa una trasformaaUme lineare (ad es.) delle x nelle y ^). — Mani- 
festamente due Si (o due £i , ovvero un Si e un 2i) proiettivi ad un terzo 
sono proiettivi fra loro. 

Se si considera un Si trasformato proiettivamente in sé, nel qual caso 
si parla, per comodità di linguaggio, di due Si proiettivi sovrapposti, si 
presenta la questione della determinazione dei punti dell' Si che coinci- 
dono coi loro corrispondenti (punti uniii). Si ha il teorema fondamentale : 
— Se due Si proiettivi sovrapposti hanno tre punti uniti, hanno tutti i punti 
miti; cioè la proiettività è l'identità — : il quale teorema segue subito dalla 
definizione data facendo X = Y (premessa, ove occorra, una trasforma- 
zione di coordinate, perchè X ed Y sieno riferiti agli stessi punti fonda- 
mentali e punto unità). 

Si ha pure subito che esiste una ed una sola proiettività fra due S| 
(ad es.) che fa corrispondere a tre punti (distinti) di un Si tre punti (pure 
distinti) dell'altro. 

2. — Vediamo come la definizione data di due Si proiettivi equivalga 
alle altre due definizioni alle quali si è accennato nel numero precedente. 

Dapprima, per una osservazione già fatta (fine del n.<^3. Gap. 2.^), si ha 
che in due Si proiettivi il rapporto armonico di quattro punti qualunque 
di un St è eguale a quello dei quattro corrispondenti delFaltro. Viceversa, 
quando questa proprietà ha luogo fra due Si in corrispondenza biunivoca, 
chiamando (Xi, Yj) , (X, , Y,) , (X» , Ya) tre coppie fisse di punti corrispon- 
denti e (X, Y) una coppia variabile, si ha T uguaglianza 

(XiX,X3X) = (YiY.Y8Y), 

che è appunto una relazione bilineare fra X ed Y. 

Se un Si si proietta da un S^-t indipendente da esso e sono, nel- 
r Sk=SiSk_, , TQf , C< (i = , 1 ,..., k) le coordinate di due S^^i per V Sjt-i 
ey^^t (i==0 , 1 , .... , k) le coordinate di due punti deir Si, la condizione 
d'incidenza dell' Sfc_i (del fascio Sk-«) di coordinate 7]< + XC, e del punto 
(di Si) di coordinate y, -{-Yjsì è 

2(T).+XC.)(y.+Yir,) = 0, 



^) Notisi anche che una corrispondenza biunivoca algebrica fra dne Sj (cfr. 
Gap. 9.0) è necessariamente data da una relazione bilineare fra le coordinate di 
due punti corrispondenti, e però ò una proiettività. 
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la quale è bilineare in X , Y . Segue che, facendo corrispondere ad ogni 
punto di Si» TSa-i che Io proietta dall' S]t-.2, cioè, come dicesi brevemente, 
proiettando V Si dair S]t-t (o, correlativamente, segando il fascio Sjt.s con 
Si) si ha una proiettività (in questo caso prospeUivUà, come si dirà fra 
poco in generale). Adunque due Si (ad es.) dedotti Tuno dall'altro per 
proiezioni e sezioni sono proiettivi. Viceversa, dati due Si proiettivi, si 
può sempre, per la proposizione diretta, sostituire ad essi due Si proiettivi 
sghembi ; e allora, neir S3 che li congiunge, una retta appoggiata a tre 
altre, determinate da tre coppie dì punti corrispondenti, è asse di un 
fascio, ogni piano del quale deve segare (applicando le proprietà del n."* 1) 
i due Si in punti corrispondenti : e però ecc. 

3. — Per due Si proiettivi l'equazione della proiettività può sempre 
scriversi nella forma X = Y , ossia i punti corrispondenti possono sempre 
essere dati dalla variazione dì un solo parametro. Ciò si ottiene (e sol- 
tanto allora) quando i punti fondamentali 0,oo ed il punto unità relativi alla 
coordinata X sono rispettivamente i corrispondenti dei punti fondamentali 
Q , 00 e del punto unità relativi alla coordinata Y. 

Ma se i due Si proiettivi sono sovrapposti ^) ed X , Y sono riferiti agli 
stessi punti fondamentali ed unità (che non possono tutti tre essere uniti, 
escludendo che la proiettività sia l'identità), l'equazione della proiettività 
si può mettere nella forma X = A;Y, se esistono duef punti uniti (assunti come 
punti , ot> ) : da cui si rileva essere costante e = A; (invariante della proiet- 
tività) il rapporto anarmonico dei due punti uniti e di due punti corrispon- 
denti. Invece nelle stesse suddette ipotesi, l'equazione della proiettività 
sì può mettere nella forma X = Y + k, se esiste un solo punto unito (assunto 
come punto 00). 

Quest' ultima equazione mostra che una proiettività (non identica) di 
un Si in sé, con un solo punto unito, non può essere ciclica; cioè partendo 
da un punto (diverso dal punto unito) e prendendo di esso il corrispon- 
dente e poi di questo di nuovo il corrispondente e così dì seguito, non si 
arriva mai, dopo un numero n finito di successivi punti corrispondenti, al 
punto di partenza (se Y è la coordinata di questo punto si arriva al punto 
di coordinata Y + ni) . 

Al contrario, se la proiettività ha due elementi uniti, cioè è data dalla 



^) Le cose che seguono rientrano come caso particolarissimo in quelle del 
Cap. 4<». 



X=tT, perchè, partendo da un punto (non unito) di coordinata Y, Tn*^*' 
punto successivo corrispondente, cioè quello di coordinata k'^Y, sia il 
primo che coincide con quello di partenza, evidentemente è necessario e 
mfficienie che sia Vvma/ria/nte k radice primiHva n^"^^ ddV unità. Ne ri- 
solta anzi che, se la proprietà ha luogo per un particolare punto, ha luogo 
per ogni altro punto. Allora la proiettività dell^ Si in sé dicesi ciclica Sor- 
ime n e gli n punti costituiti dà uno dato e dagli n — 1 suoi successivi 
corrispondenti si dice che formano un gruppo cidico^oiettivo. Questi n 
ponti, nella adottata rappresentazione (cioè essendo , a> punti fonda- 
mentali) hanno le loro coordinate proporzionali alle n radici n^^^ del- 
l' unità. 

Se n=2, si ha V involuzione ordinaria. I due punti uniti (doppi) for- 
mano gruppo armonico con due elementi corrispondenti ^). 

Se 11 = 3, ciascuno dei due pu$tti uniti forma gruppo equianarmonico coi 
tre punti di ogni ciclo. Infatti, se Z è la coordinata di un punto unito e 
Y,Y',Y*, le coordinate dei punti di un ciclo, la quaderna Z YY' ¥'' essendo 
proiettiva alla Z Y'Y"Y, ricordando proprietà del n.^ 3» Gap. 2.^, si hanno 
le uguaglianze 

(là X I I ) = \li XI 1) = / nf Y' Y Y" \ ^^ ì~l- (7 Y Y' Y"^ ' 

donde risulta ciò che si è affermato. 

Infine si osservi che tutte le cose di questo n.^' e del precedente 
sono estendibili (cfr. T ultima alinea del n.^' 3, Gap. 2.*) a due totalità od^ 
(distinte o sovrapposte) tali che si possa far corrispondere agli enti di cia- 
scuna totalità biunivocamente ed algebricamente i valori di un parametro. 

4. — Passiamo a definire la proiettività di due S^ qualunque (r>- 1). 
Ora possiamo accogliere, estendendola al caso nd^tro, la definizione di 
Staudt della proiettività delle forme di 2.^ e 3.^ specie, GolFaggìunta di 
una restrizione imposta dair ammissione degli elementi imaginari. Di- 
remo che : — Due spas^ ad r dimensioni S^ , SV sono proiettivi quando 



*) L'equazione della iùYoluzione riferita ai punti doppi è X-{-Y»0. L*equa- 
àone generale di una involuzione è 

AXY + B(X + Y) + D-0. 

Se si prendono due punti corrispondenti come punti , od, questa prende Taspetto 
XT«fc, od anche, variando il punto uniti, XY<b:1 . 
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fra gli So , Si , ... , S^-i déWuno e gli S'o , S'i , ... , SV^i deU' altro vi è cor- 
rispondenjsa bitmivoca tale che, se un Si gi€u:e in un Sj,il corrispondente 
S'i giace pf4re nel corrispondente S'j e reciprocamente, e quando indire ^) 
ad un Si dell'uno corrisponde ndl^àUro un S\ proiettivo. — Su questa defi- 
nizione faremo due osservazioni: 

a) Basta che la proiettività si verifichi per due particolari Si ed S'i 
corrispondenti, perchè essa si verifichi per ogni altra coppia di Si cor- 
rispondenti. Infatti se Ri ed R'i sono due altre rette corrispondenti 
degli spazi S^ , SV , riferiamo Si ed Ri prospettivamente ad un fascio 
qualunque di iperpiani : allora S'i , R'i risulteranno riferiti pure prospet- 
tivamente al fascio di iperpiani corrispondente : ma, per ipotesi Si ed S\ 
sono proiettivi, dunque tali sono anche i due fasci e tali per conseguenza 
anche Ri ed RV 

b) La condizione principale della definizione è sovrabbondante: vale a 
dire basta assicurarsi che, essendo i,; fissi ed i:^j, agli spazi subor- 
dinati S< ed Sj di Sr corrispondano in modo biunivoco gli S\ ed S'^ 
subordinati di S^ così che, se un S{ giace in un S^, anche rs\- corri- 
spondente giaccia neirS'j corrispondente e viceversa, perchè la stessa 
cosa si verifichi per valori qualsiansi di i,;. Facciamo dapprima il caso 
che sia i = ; — 1. Allora, preso nello spazio S^ un Sj+i qualunque, con- 
sideriamo tutti gli Sj in esso contenuti. Due a due essi si tagleranno 
in un S^^i e, per V ipotesi fatta, alla loro totalità corrisponderà neir S'r 
una totalità di S'^ aventi due a due un S'j_i comune. Ora questi S'^ non 
potranno passare tutti per lo stesso S'^^i , altrimenti lo stesso avverrebbe 
degli Sj corrispondenti nello spazio S,.; dunque (n. 16, Cap. l,^) appar- 
terranno ad un S'^+i . Prendendo questo S'^+i come corrispondente del 
considerato S^+i , si estende la corrispondenza biunivoca agli spazi subor- 
dinati ad y+1 dimensioni dei due spazi' dati Sr , SV; e così, continuando, a 
tutti gli altri spazi di dimensione superiore a ;': ed è evidente che, se di 
questi uno giace in un altro, la stessa cosa è dei corrispondenti. Per as- 

• 

segnare poi di ogni S^^i (e in generale, di ogni spazio subordinato a 
dimensione minore di ; — 1) di S^ lo spazio corrispondente in S^, basta 
considerare queir S,_i come sostegno di un S,._j^i di iperpiani, osser- 
vando che, per la dimostrazione precedente, è stabilita omai una corri- 



^) Se la corrispondenza è algebrica, quest* ultima condizione è superflua 
(Cfr. la noia a pag. 43). 
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spondenza fra gli iperpiani ed i fasci di iperpìani di S^ e quelli di SV, 
e applicando poi la dimostrazione correlativa alla medesima. Infine fac- 
ciamo ripotesi che, pure essendo i<i), sia i^j — 1- Presi un qualunque 
Sf+i di Sr e due S^ di esso che gli appartengono (segantisi cioè in un 
S<-i), si osservi che a questi due S< corrispondono due S't , i quali, per 
ripotesi, non possono coincidere e perciò appartengono ad un S^^ ove 
i>i-f 1. Manifestamente, sempre per l'ipotesi, ogni S^ per TS^+i ha per 
corrispondente un S'^ per i due &\ e quindi per V S\ , e reciprocamente ; 
e quindi ogni S< di S<+i (iu quanto giace in quegli S^) ha per corrispon- 
dente un S'i di S^ (in quanto giace nei corrispondenti S^^), e recipro- 
camente. Ma ora prendansi in S\ due S^ appartenenti ad un &\^i: ì 
loro corrispondenti (che non possono coincidere) apparterranno air S<+i 
e, come prima, si avrà che ad ogni S^ per V St^i corrisponderà un S'^ 
per rS'<+i, e viceversa: il che esige che sia S\ = S'<+i, altrimenti si 
contraddirrebbe airipotesi della corrispondenza biunivoca degli S^ di S^ 
agli S"; di SV. Cosi si vengono a porre in corrispondenza biunivoca gli S<+i 
di Sr e gli S^+i di S^, e perciò si cade nel caso precedente. 

5. — La definizione data di proiettività* fra un Sr ed un SV (o fra un 
Ir ed un IV) è valevole anche fra un Sr ed un I^ (sostituendo nella 
definizione 1\ , ... , I%_i ad S'i , ... , S'r_i): nel primo caso la proiettività 
dicesi cmogra^ o cóUineaaiane, nel secondo, reciprocità o corrdassione. 

Però, quando si considerano proprietà di due spazi proiettivi Sr , S^ i 
le quali sono indipendenti dal coincidere o no questi due spazi' e dal 
loro intersecarsi o no, il che esprimiamo brevemente dicendo che con- 
sideriamo proieUivUà fra due apcm distinti (e solo di tali proprietà, escluso 
il teorema fondamentale e quelli sugli spazi prospettivi, si occupa il pre- 
sente Gap.), non occorre distinguere Tomografia dalla reciprocità, poten- 
dosi in uno spazio (o in amendue) scambiare la denominazione di iperpiano 
con quella di punto. 

Ciò non è più vero quando si considera la proiettività di uno spazio 
in sé, 0, come anche si dice, la proiettività fra due spojtit sovrapposti, 
perchè, avendosi uno spazio solo, se in esso il punto si dice iperpiano, 
si dovrà di conseguenza chiamare V iperpiano, punto. Allora quelle due 
proiettività sono differenti e sono dette rispettivamente omografia o ed- 
lineojnone di uno spaeio in sé, e reciprocità o corrdajsìone di uno spajrio in se. 
Per ciascuna di esse sussistono le proprietà del caso generale di due 
spazi distinti, le quali non sieno incompatibili col fatto che la proiettività 
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è fra i punti (o fra i panti e gli iperpìani) di un solo Srt ma si hanno 
poi, come vedremo (Gap. 4.^, 5.®), altre importanti proprietà provenienti 
esdusivamente da questo fatto. 

6. — Dalla definizione del n. 4 segue senz'altro che: — Due spcun 
praiMivi ad un tereo sono proiettivi fra loro — e che : — Due spai^ subor- 
dinati corrispondenti in due spatH proiettivi sono anch'essi proiettivi. — La 
proiettività di due tali S* ed S\ (o 2* e 1\ ovvero S* e 1\ ) corrispon- 
denti dicesi proiettività subordinata della data. 

Dimostriamo il teorema fondamentale : — Se uno ^pa^io S^ è trasfor- 
tnato omografica/mente in sé ed esistono r-|-2 punti miti che ad r-j-1 ad 
r-j-1 sono indipendenti (cioè non stanno in un iperpiano) l'omografia è 
r identità. — Infatti il teorema essendo vero per r »= l (n. 1) si dimostra 
in generale, facendo vedere che esso si verifica per due spazi ad r di- 
mensioni qnando è vero per due spazi ad r- 1 dimensioni. Siene Ao , Ai, 
... , Ar+i i punti uniti : air iperpiano di Sr determinato (ad es.) da A^ , Ai , 
... , Ar-i corrisponde Tiperpiano medesimo per essere questi punti uniti, 
e così alla retta Ar A^+i corrisponde la retta medesima: quindi il punto B 
.comune a questa retta ed a quell' iperpiano è unito. Segue, per il teorema 
ammesso per gli spazi ad r - 1 dimensioni, che Tiparpiano stesso ha tutti 
i punti uniti, perchè gli r+ 1 punti di esso Ao , Ai , ... , Ar-i , B sono uniti 
e ad r ad r non esistono mai in un Sr^s (non possono manifestamente 
esistervi gli r punti A e neppure Ao , Ai , ... , Ar~s , B (ad es.), che altrimenti 
Ao , Al ,..., Ar-s , Ar , A^i sarebbero in un Sr^\): e cosi pure sono uniti tutti 
i punti della retta Ar A^^.! (n. 1). Ne risulta che ogni iperpiano di Sr (non 
passante p»* B) è unito, perchè taglia Tiperpiano considerato AoAi... A^-i 
e la retta A^ A^+i in un Sr-s ed in un pùnto (am^due uniti) che lo deter- 
minano (n. 14, Gap. 1.^): quindi è unito ogni punto di S^, in quanto agli 
ìperpiani passanti per esso corrispondono gli iperpiani stessi. 

In forza del teorema ora citato e per un ragionamento analogo al 
precedente si ha quest'altro teorema generale : — Se uno spatrio Sr è fra- 
sformato omoffraficamente in se stesso e sono Sa^ , Sa, , S^, , ... spam di punti 
tutti uniti, appartenenti ad Sr ed aventi almeno un punto comune^ ramo- 
grafia si riduce all'identità. — 

7. — Un Sx deir Sr dicesi prospettivo ad una stella, avente per sostegno 
un Sr-fc~i indipendente dall' Sx , quando si faccia corrispondere ad ogni 
spazio Si di Sjt lo spazio Sr-j^+i della stella, che lo contiene. 

Due spazi Sj^ ed S\ di Sr, che si tagliano in un Sìì(^^ - 1) e quindi 



A^"^ 
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appartengono ad un Sut-^» si dicono prospettivi quando sì facciano corri* 
spendere i loro spazi Si , S\ giacenti in un medesimo Sfc.h+< di una 
stella deir Stk-h « la quale abbia il sostegno Sk^h-i indipendente da S^ ed 
S'h; 0, come dicesi brevemente, quando si considerino S^^ ed S\ come se* 
zioni di quella stella. Così, in sostanza, si fa della geometria neirSM.fc,in 
discorso : ma se si vuole considerare la cosa in uno spazio a< maggior di- 
mensione, ed in particolare nello spazio ambiente dato Sr , basta prendere 
00 Sft A|j 1 di Sr che tagli V Sth^^ solo nel suddetto sostegno Si^^-i ; 
allora è chiaro che Sjt ed S\ possono anche considerarsi come sezioni della 
stella dì sostegno S)b~*4<r~i • Ciò facendo, poiché Sj^.a^^p-i ed &2k-k devono 
tagliarsi in Sh-h^ o devono appartenere al più ad Sr, è evidente che 
deve essere x<,r — 2A;-f-A. 

Correlativamente due stelle, ì sostegni Si, ed S\ delle quali apparten- 
gono ad un Sh e quindi si tagliano in un S^j^.^ , si dicono prospettive quando 
si considerano come proiezione di uno stesso spazio Sr+k-h (cioè si corri- 
spondono due spazi delle due stelle passanti per un medesimo spazio del- 
VSr^^ì,) che contiene TSu^^, o come proiezioni di uno spazio Sr+x-ji^, 
che insieme all' &th^^ appartiene a queirS^^^k^K . Per il numero x si ha 
naturalmente la limitazione x^2k — h — 1. 

In tutti i casi è chiaro che il riferimento prospettivo è un caso parti- 
colare del riferimento omografico. 

8. — Sì ha ora il notevole teorema : — Due spcuti S^ ed S\ omografici 
ed indipendenti sono prospettivi — . Sia infatti Ssjt4.i lo spazio a cui essi 
appartengono e sieno A« , Ai , ... , k^^i , k'\-2 punti di 8^ tali che a A;+l 
a À: -f 1 sieno indipendenti : lo stesso sarà dei j: + ^ punti corrispondenti 
Ao > A'i ,..., A'jt.|.i di S\ (perchè se, ad es., A'o, A'i ,..., A\ fossero in un 8\^i, 
i loro corrispondenti Ao , Ai ,..., A^ dovrebbero pure (n. 4) essere in un Sjt.i). 
Di qui segue che le h-^l rette A^A'o , AiA'i ,..., A*A\ (ad es.) appartengono 
&Il'Su+i suddetto e quindi sono indipendenti (n. 12, Cap. l.«), e segue anche 
che ogni punto della retta A*+i A'^^i è esterno ad ogni Stjt^i che contenga 
isole delle considerate h-\-l rette, altrimenti queste k rette e la k^^iMx^i 
sarebbero in un S» • Quindi, se A"]^i è un punto qualunque della k^^xMì^u 
per esso passa uno ed un solo spazio a k dimensioni S\ che si appoggia 
alle stesse A;+l rette (n. 17, Gap. \.^) nei punti che diremo rispettivamente 
A^o , A^i , ... , A"fc . Ora proiettiamo Si, da S\ su S\ ; ne risulterà una omo- 
grafia di S\ in sé, nella quale sono omologhi un punto corrispondente ad 
im punto di S]^ per la data omografia e la proiezione di questo punto» ed 
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in questa omografia sono uniti i k-\-2 punti A'o, A^ ,..., A';^.i. Tale omogra- 
fia è adunque Tidentità (u. 6) : e però S^ , S\ sono sezioni della stella 
dello spazio Stj^i di sostegno S\ , o, come dicesi, sono prospettivi daU' Si'\ . 
Tale prospettività può sostituirsi poi con k-^-l prospettivUà da punti {h. 8, 
Cap. 2.«). 

Si osservi che S\ si appoggia non solo alle rette Ao A'o » — > Ajt+i A^^i , 
ma a tutte le oo'' rette che si ottengono congìungendo i punti corrispon- 
denti di Sfc ed S\; quindi, se si fa variare A^'^+i sopra A]^.l A'^+i, si otten- 
gono 00 ^ spazi a k dimensioni {Sk ed S\ compresi) due qualunque dei quali 
sono prospettivi da un terzo pure qualunque. 

Si osservi inoltre che, mentre quegli oo^ spazK a k dimensioni sono 
punteggiati proiettivamente dalle oo^ rette suddette, due qualunque di 
queste sono anche punteggiate proiettivamente da quelli. Giacché, se St^-i 
è lo spazio a cui appartengono le rette Ao A'o , ... , Ax-iA!k-i (ad es.), ogni 
Su che lo congiunge con A\ della retta A^^ A\ contiene S\ (contenendone 
k-\-l punti indipendenti A"o , A"i , .. , A'\) e quindi contiene anche A''jk+, 
di Ait+i A'fc+i : onde le punteggiate di sostegni Ajt A\ , A^+i A'^+i descritte da 
A'\ , A'V+i, al variare di S\ in quella oo\ sono prospettive, essendo sezioni 
della stella (fascio) di Ssi^+i che ha per sostegno V Sìk^i suddetto. 

La varietà (a A; -|- 1 dimensioni) riempita da quegli oo^ spazi a k dimen- 
sioni od anche da queir oo^ rette, può considerarsi come la generalizzazione, 
in un certo senso, della rigata quadrica dello spazio ordinario. 

9. — Dal teorema dimostrato nel n.*" precedente deduciamo subito 
che, almeno aumentando convenientemente le dimensioni dello spazio am- 
biente ^) , ogni omografia fra due spa^ Sjt ed S\ non indipendenti può 
considerarsi come U prodotto di due prospettività. Infatti si aumenti, se 
occorre, la dimensione dello spazio ambiente, tanto da poter considerare 
un terzo spazio S\ indipendente da S^t ; e si stabilisca arbitrariamente 
una prospettività tra S\ ed S\ . Ne risulta una omografia tra S\ ed Sj^ , 
che, per il detto teorema, è senz'altro una prospettività: quindi» come 
volevasi, Tomografia considerata può ottenersi effettuando successiva- 
mente due prospettività. Se a queste si vogliono sostituire prospettività 
da punti, la dimostrazione fatta mostra che ne può occorrere un numero 



^) Ciò si fa, nel modo più semplice, accrescendo il numero delle coordinate, 
e considerando lo spazio dato come uno spazio fondamentale del nuovo spazio 
ambiente. 
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<l-f 2. Ma SU ciò, senza accrescere la dimensione dello spazio ambiente, 
si troveranno nei due n.^ seguenti risultati più precisi. 

10. — Cominciamo dal notare che, se due spazi S]^ , S\ sono prospettivi 
e si tagliano in un S*, i punti di questo S^ sono uniti. Viceversa: — Se 
due spasi S^ , 8\ sono omografici e si tagliano in un Sa (OKh<k — 1) 
tutto di punti uniti, essi sono prospettivi — . 

Supponiamo dapprima che sia h = k — 1. Allora un Si di S^ estemo 
alI*Sk-.i, intersezione di S^ ed S\, incontra S^^i in un punto che è 
imito ; quindi questo Si ed il suo corrispondente S'i di S\ si tagliano e 
sono prospettivi. Sia il centro di prospettiva, punto esterno ad S* (e 
parimente ad 8\), altrimenti ogni raggio proiettante quindi anche S^ 
giacerebbe in S,t e per conseguenza in S^-i, cioè coinciderebbe con Si 
(contro ripotesi che questo sia scelto esternamente air S^^i). Proiettando 
Sa da sopra S\ , si stabilisce fra S^ ed S\ una prospettività in cui Sa-i 
è di ponti uniti e ad Si corrisponde S'i : ne risolta quindi, per la data 
omografia, una corrispondenza omografica di S\ (ad es.) in sé, la quale 
deve essere T identità, perchè in essa S^-i ed S'i sono uniti punto per 
punto (n. 6). Adunque Tomografia data coincide colla detta prospettività. 

Adesso supponiamo h qualunque {0<,h<k — 1). Siene 1^+1,8^+1, 
- » Cj^.1, i - A spazi' Sa+1 condotti per Y Sh neir S^ ed appartenenti a questo 
spazio, e sieno A'k+i , 6^4.1 ,..,, C\+i i k — h S\+i, corrispondenti per 
Tomografia data, i quali passeranno pure per V S^ ed apparterranno ad 
S\. Allora, per il caso precedente, A^^.! ed A\+i , B^+i e B\+i , ... , C^+i e 
(jì^i sono prospettivi da certi punti Oi , Os , ... , 0^..^ e lo spazio, a cui 
questi appartengono è un Sa-.a.i. Infatti, se Oi , Ot , ... , 0^.^ appartenes- 
sero ad un S]^i^i_i(i>0), questo spazio, congiunto con S^, darebbe un 
iu-^K^i (al più), che dovrebbe contenere A\+i , B'^+i , ... , C^+i e quindi 
anche &x, il che non può essere, perchè S^ ed S\ appartengono ad un 
Stt_^. Per una ragione analoga V S^-a^i, cui Oi , 0, , ... , Ok_fc apparten- 
gono, non ha alcun punto comune con Si, od S\ . Si può quindi proiettare, 
in Sn^j,, lo spazio Sx da Sjk_h.i sopra S\: sì ottiene una prospettività 
in cui Sjk è dì punti uniti, ed in cui evidentemente si corrispondono 
Afc^i ed A'fc+i, Bfc+i e B'^^.l , ... , C^^-i e C^+i. Se ne conclude, coilae dianzi 
(per il n. 6), che questa prospettività coincide colla omografia data. Si 
avverta poi che la prospettività stessa è sostituibile con k-h prospettività 
da punti. 

Correlativamente: — Due stéUe, i cui sostegni Sx , S/^ appartengano ad 
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un Sjk, sono prospettive quando tutti gli iperpiani comuni àUe due stdle, 
cioè passanti per S^ , sono uniti. 

11. — Dimostriamo ora che due spazi S «, , S\ omografia e non coincidenti 
possofio dedursi Vuno daU' altro al più con k^l prospettività da punti. Sia 
A un punto generico di S^ ed A' il suo corrispondente di S\ ; e sulla retta 
A A", estema ad S^ ed S\ » prendasi un punto diverso da A ed A'. Si 
proietti S'jt da sopra uno spazio S'V dell' Sj^.i ^ S\ , avente il punto 
A comune con Sjt ma distinto da questo spazio. Per l'omografia data risul- 
teranno Sjt ed S'\ omografici ed avranno unito il punto comune A. Prendasi 
allora una retta r di Sit generica per il punto A e sia /' la retta corrispon- 
dente di S\, pure passante per A; le due punteggiate r , / saranno pro- 
spettive da un certo centro 0' (estemo ad S^t ed S\) : quindi se da 0' si 
proietta S\ sopra uno spazio S"\ dell' Sjfc+i^O'S\, passante per r, ma 
distinto da S» , risulteranno di nuovo Sj, ed S''\ omografici ed avranno 
unita punto per punto la retta r. Così continuando (cioè facendo passare 
per r un piano generico di Sj^ e poi considerando il piano corrispondente 
di S'^j^; ecc.), sì arriva alla dimostrazione del teorema, perchè si giun- 
gerà infine a due spazi omografici S]^ ed &i^^^ che avranno unito punto 
per punto lo spazio S^-i secondo cui s'intersecano: e tali spazi sono 
prospettivi da un punto (n. 10). Oli spazi* successivamente prospettivi 
sono S\ , S\ , S'"* , ... , SÌf+^\ Sfc. Le prospettività (da punti) sono ife-f 1 ; 
si riducono a A; - A se Sjt , S\ hanno un Sh di punti uniti comune^ perchè, 
ripetendo il ragionamento precedente, si può partire da due Si^i corri- 
spondenti di Sjt , S\ passanti per l' S^ , cioè da due S^+i prospettivi, ecc. 
Notisi che occorrono pure k — h prospettività da punti se l' S^ di punti 
uniti è spojrìo d* intersesione di Sjt , S\ (n. 10). Però, quando quest'ultima 
condizione manca, cioè Sj^ , S\ appartengono ad uno spazio di dimensione 
<i2k'—h, non si può piti sostituire alle k — h prospettività da punti una 
sola prospettività da un Sk^k^-i' 

Infine si osservi che, avendosi due spazi omografici e coincidenti S^ , S\, 
proiettando S\ da un punto sopra un altro spazio S\ (dell' Sk+i^OS^), 
si deduce da ciò che si è ora dimostrato, occorrere per il passaggio da 
8k &d S\ lal più A; -|- 2 prospettività da punti (in conformità al n. 9). 

12. — Siene M , N due punti di uno spazio S^ e4 M', N' due punti 
di un altro spazio SV ; e sieno riferite omograficamente le stelle M , H' 
e le stelle N , N', colla restrizione che le stelle MN , IkfN' sieno riferite 
in una sola omografia subordinata di amendue le dette omografie. Dico 
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che esiste una omografia ed una scia fra Sr ed S^ nella qwHe le considerate 
omografie sono subordinate. 

Per dimostrarlo sì estende immediatamente il ragionamento che snol 
farsi neir ordinaria geometria proiettiva. Ad ogni punto X di Sr esterno 
alla retta MN si faccia corrispondere il punto X' di S'r comune alle rette 
delle stelle M',N' che corrispondono alle MX,NX (rette certo incon- 
trantesi, quando r>>2, per la restrizione suddetta); il qual punto X' 
sarà pure estemo ad M'N". Viceversa, dato X' è individuato X. Se X 
descrive un S^^i per M (o per N), X' descrive manifestamente un 8^-i 
per M' (o per N'); e, se descrive un Sr-i non contenente M , N, si sta- 
bilisce una prospettività fra le due stelle M , N , onde nasce una proiet- 
tività fra le stelle M\ N', anzi una prospettività per la ricordata restri- 
zione e per il secondo teorema del n. 10 : e quindi X' descrive pure un 
S^_i che prendiamo corrispondente a queir Sr.i. Si completi ora ÌA 
corrispondenza fra punti, osservando che gli S^^i per un punto X di MN 
(diverso da M , N) devono avere per corrispondenti S'r.i per un punto 
X' (che si dirà corrispondente ad X ) di M' N', perchè ad r iperpiam gene- 
rici per X non possono corrispondere r iperpiani individuanti un punto 
estemo ad M'N' (altrimenti, per ciò che si è detto, anche quelli dovrebbero 
individuare un punto estemo ad MN). Si ha adunque (n. 4) una omografia 
fra i due spazi Sr , S'r che soddisfa alle condizioni imposte e che, daUa 
ùitta costruzione, risulta essere la sola possibile, perchè è chiaro che qua- 
lunque omografia avente le date proiettività subordinate si può costruire 
nel modo esposto. 

Si noti che questo teorema ed i successivi, valgono anche per le cor- 
relazioni, facendo soltanto un opportuno cambiamento di denominazioni 
(cfr. n. 5). 

13. — Segue che, per riferire omograficamente due spasi Sr , S'r, «i 

possono scegliere r + 2 punti qualunque di Sr , f + 1 dei quali non sieno 

. mai in un iperpiano *) ed attribuir loro come corrispondenti r + 2 punti 

di S'r pure qualunque ma assoggettati alla stessa condizione. Ne risulta 

fra Sr ed S'r ^^^ ^ tma sola omografia. 

Poiché il teorema è vero per r=l (n. 1), si dimostrerà che è vero 
p^ qualunque valore r, ammettendolo per valori inferiori ad r. Sieno 



^) Cosifatti r + 2 punti si hanno prendendo r+1 punti indipendenti e poi un 
(r-f 2)»»^» punto fuori degli r + 1 iperpiani determinati da quelli presi ad r ad r. 



[Gap. S.» n. 13-15] — 54 

Po , Pi, ... , Pr+i i punti dati di S^; P'o , P'i . ... , P'r+i i loro corrispondenti 
di S'r . Si riferiscano omograficamente le stelle Po , P'o (ad es.) facendo 
corrispondere alle rette PoPi , ... , PoPr+i le P'oP'i i ••. , P'oPr+i ed anche le 
stelle PijP'i (ad es.) facendo corrispondere alle rette PjPo, ... , PiPr+i 
le P'iP'o,... ,P'iP'r+i; il che si può per l'ipotesi fatta. Ne deriva fra le 
stelle PoPi , P'oP'i una sola omografia subordinata in cui ai piani PoPiPj, 
... ,PoPiP^+i corrispondono i piani P'oP'iP'21 ..•,P'oP'iP'r+i. Applicando 
adesso il teorema del numero precedente si arriva subito al risultato. 

14. — Si può estendere ora facilmente il teorema del n. 12: cioè si 
può dimostrare che se S^.i , S^^i sono due spazi indipendenti di S^ , 
appartenenti quindi ad un S^+jt-i, ed S\_i, S\_i, due spazY pure indi- 
pendenti di S'r, appartenenti quindi ad un S'^^hx^i (h^r — 1, k<r — 1 , 
h-^-kKr) e se fra le stelle S^-i , S\«i esiste una omografia e così pure 
fra le stelle S^^i , S\_i , colla restrizione che le stelle S^+fc-i , S^fc-i sl^no 
riferite in una sola omografia subordinata delle due precedenti, esiste 
una ed una sola omografia fra Sr ed SV > nella quale le considerale omo- 
grafie sono subordinate. 

Infatti un punto X preso genericamente in Sr congiunto con 8%+^^! 
dà un S;t+^, nel quale giacciono gli S^ , S^ congiungenti X con S^.i , Sk.i. 
Per le date omografie ad S^ , S^ corrispondono in S^ spazi S'^ , S'* gia- 
centi neir S\+fc (non neir S^+fc-O corrispondente all' S^+jt : onde S\ , S\ 
hanno un punto X' comune che si fa corrispondere al punto X. Se X 
cade sopra S^^i (e analogamente sopra Sjt_i) , il suo corrispondente X' cade 
nel punto in cui l'S'fc della stella S\_i, corrispondente airSk^XS*_i, 
incontra S'i,_i. Ed ora basta prendere in SA-.i,Sk_i rispettivamente A 
punti Mei punti N indipendenti e poi, in Sr, altri r — A — i+2 punti 
P, che con quelli formino r+2 punti ad r+1 ad r+1 indipendenti*). 
I loro corrispondenti che diremo M', N', F sono nella stessa condizione; 
perchè, se (ad es.) i punti M',N' ed r — h — A; -fi dei punti P' fossero 
in un S'r^i, nel corrispondente Sr^i (per la omografia delle stelle Sj^nt^i 
S'fc+k-i) dovrebbero trovarsi i corrispondenti di quei punti. Dopo ciò è 
evidente che Tomografia individuata dalle r+2 coppie (MM'),(NN'),(PF) 
è Tunica che soddisfi alle condizioni poste. 

15. — In simil modo si vede che, avendosi due spazi S^ , S\ di Sr , SV 
individuati rispettivamente dai punti Po , Pi , ... , P^ ; P'o , P'i , — , ^h e 



^) C&. nota precedente. 
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considerando gli spazi Sifii,St'Ii, (i=0, ... , A), individuati rispettìva- 
mente dai punti Po , ... , P<_-i , P<+i , ... , P* ; Fo , ... , P'i-i , P'i+i , ... , P'k , 
se le A + 1 coppie di stelle S^j^^li , SVIi sono riferite omograficamente colla 
restrizione che una sola omografia fra le stelle Sa , S\ sia subordinata 
delle i + 1 precedenti, esiste una ed una sola omografia avente queste omo- 
grafie per subordinate. 

Infatti, preso un punto X generico di Sr, si considerino gli A + l spazi 
adi dimensioni che lo proiettano dagli S^fcii(t = 0, 1, ... , A); essi sono 
tatti neir Sj^i che proietta X da S^ : quindi gli A -|- 1 spazi ad A di- 
mensioni ad essi corrispondenti nelle omografie delle stelle S^'li ^StU > 
per la restrizione suddetta, giaceranno neir S'^+i corrispondente air S^+i 
nell'omografia delle stelle S^ , S\ . Essi avranno quindi un punto X' co- 
mune che si fa corrispondere ad X. Se X cade in un punto P< (i = , 1 , 
... , A), il suo corrispondente X' cade nel punto F< . Ed ora agli A punti 
Pi si aggiungano r — A + 2 punti così da formare r+2 punti che ad 
r+1 ad r + 1 siano indipendenti: i loro corrispondenti verificano la 
stessa proprietà; e le r 4-2 coppie di punti così ottenute individuano 
una omografia soddisfacente alle condizioni stabilite. 

16. — Sulla determinazione delle omografie (o correlazioni) aggiun- 
gasi anche la seguente proprietà: — Se si ha una omografia fra due 
stdle Sa_i , S\.i di Sr , SV, esiste una ed una sola omografia di cui quella 
è subordinata e di cui inoltre sono assegnate genericamente r-\-l coppie 
di pimti corrispondenti^ su altrettante coppie, pure prese genericamente, di 
Sa,S'a corrispondenti delle due stdle omografiche. 

Infatti, se si indicano con (PPO Io dette r + 1 coppie di punti, sieno 
S^_fc_i, S%_fc_i gli spazK determinati rispettivamente da r — A dei punti 
P e dai loro r - A punti corrispondenti P'. Si riferiscano omograficamente 
le due stelle S^-a-i, SV_fc_i, assumendo come coppie di iperpiani corri- 
spondenti le A -|- 1 coppie di iperpiani che congiungono rispettivamente 
S,.k_i , S^_fc_, ai rimanenti r + 1 — (r — A) = A+l punti P, presi ad A 
ad A, e ai loro corrispondenti P'; e come (A-f 2)«"^»» coppia gli iperpiani 
S,_i^Sr-fc-iSA_i,S'r_i^S'r-.fc_iS'fc_i. Dopo ciò SÌ appHca il teorema 
del n. 14, la restrizione ivi indicata essendo ora verificata dal corrispon- 
dersi questi ultimi due iperpiani. 

17. — Abbiansi due spazi omografici distinti S^ , S^ e siano Ao , Ai , 
... , Ar+i , r+2 punti qualunque del primo, dei quali mai r+1 si trovino in 
uno stesso iperpiano, ed A'o,A\ ,..., A'r^i i loro corrispondenti nel secondo. 
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Se 8i prendono in S,. per vertici della piramide fondamentale i pnnti 
Ao , Al ,..., Ar e per punto unità A^^i, e, analogamente, in S^ si prendono 
Ao, A'i ,..., A'r per vertici della piramide fondamentale ed A'r^-i per punto 
unità, e se inoltre si indicano con a;ó,^n ••• »^r le coordinate correnti 
in Sr e con yo > yi , .- > Vr quelle in S'r , così che A< , A'< (i=0 , 1 ,..., r) 
abbiano le stesse coordinate (cioè tutte nulle meno Ti**^"*), è evidente 
(n. 2) che le relazioni 

Xi=tfi (i = 0,l,...,r) 

stabiliscono fra S^ ed S% una corrispondenza omografica, nella quale si 
corrispondono i punti A< , A^ (i = , 1 , ... , r + 1). Tale corrispondenza 
coincide quindi (n. 1^) con quella già supposta fra S^ ed SV. D'altra 
parte, se si cambiano negli spazi considerati le piramidi fondamentali, 
le antiche coordinate si esprimono per le nuove linearmente ed omo- 
geneamente : dunque segue senz'altro che : — Analiticamente una corri- 
apondenza omografica tra due spaM S^ , S^ si traduce in r -f- 1 rdaeicni 
lineari omogenee a coefficienti costanti tra le coordinate di due punti cor- 
rispondenti; precisamente, dette x^,Xi, ... , Xr le coordinate di un punto di 
Sr ed yottfii ••• I jfr gudle dd punto corrispondente di S^, si han^no fra di 
esse ddle formcle dd tipo 

(1) ^ìk ^ik = g^a,, yu (i = , 1 , ... , r) 

essendo ^) \bi^\:^0 , | a^j, 1 4= ; od anche, più semplicemente, dd tipo 

(2) t^Xi=Yainyk {i = 0, l,...,r) 

p essendo un fattore di proporzumoiUà ed avendosi inoltre \aix\ 4= 0. 

Ad analoga conclusione si giunge per una correlazione, dando alle Xi 
(ad es.) il significato di coordinate dMperpiani. 

18. — Si è veduto che, prendendo convenientemente le piramidi fon- 
damentali, le formolo dell'omografia fra due spaz'i distinti Sr , S^ possono 
ridursi alla forma (canonica o ridotta) 

Xi=yi (i=0, 1,... ,r). 



^) Colla scrittura | bi\ \ (e similmente \ai\\) si indica, come è noto, il deter- 
minante 2)+&00&ll ...Òrr* 



k 
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Similmente sieno 

^<=»*< (i=0,l,...,r) 

le forinole dell'omografia fra due altri spazi distinti S*^ , 8*"^ adr dimen- 
sioni. Per le trasformazioni omografiche di S^ in S*r e di S'r in S^r , date 
rispettivamente dalle formolo 

la prima omografia si trasforma nella seconda. Ciò si esprime dicendo: 
— TSdki le omografie (e anàlogamente le eorrekurioni) fra spcun distinti ad r 
dimensioni sono proiettivamente identiche. — Il che significa che : — Una 
wnografia (e parimenti una corrdasfione) fra spazi distinti noti ha invor 
rianti assòluti — . 

19. — Sarà utile notare altre formolo, le quali, come le (2) che scri- 
veremo semplicemente così 

(3) p«< = 2^<*y» (i = 0, 1,... ,r), 

possono servire a rappresentare un'omografia. Intanto, se con A^j^ si 
indica il complemento algebrico di a<j, nel determinante ja^hj e con o 
un fattore di proporzionalità, dalle precedenti risolute rispetto alle y^ 
si hanno le altre 

(4) oy< = 2^fc<^* (i=0,l,... ,r). 

Le (3) (4) corrispondono a due modi diversi di concepire una omografia, 
cioè come passaggio dai punti di 8% ai loro corrispondenti di 8r ovvero 
come passaggio da questi a quelli: i quali due modi si indicano come 
due omografie di cui Tuna è inversa dall'altra. 8e Tuna si indica con 
Q, l'altra si indica con Q~\ Il loro prodotto è l'identità. 

Inoltre, se con £o>£i)'**>£r indichiamo le coordinate di un iperpiano 
qualunque £ di 8r, passante pel punto x di coordinate x^ , Xi ,... , a;^, si ha, 

^iiXi^Q, 
e quindi, per le (3), 

(5) 3aa€iyfc = 0, 
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e similmente, dicendo t] un piano per y si trova, dalle (4) , 

(6) yKiOSf,rii = 0. 

Cosicché, se diconsi coniugaH un iperpiano di S^ (o di SV) e un ponto 
di S'r (o di Sr) quando il punto corrispondente al punto giace neir iper- 
piano 0, ciò che è Io stesso, Piperpiano corrispondente all'iperpiano passa 
per il punto, la (5) (o la (6)) lega le coordinate di un punto di S^ (o di 
Sr) alle coordinate di ogni iperpiano coniugato ad esso di Sr (o di S'r). 
La (6), supponendo fisso T iperpiano £, cioè fisse le sue coordinate 6<, è 
soddisfatta dalle coordinate dei punti y coniugati a £ ed è quindi T equa- 
zione deir iperpiano , che diremo t], di S% corrispondente air iperpiano 
£ di Sr.' onde le coordinate di t] sono 

(7) <^yii=^^a^iÌK (i=0,l,...,r), 

q' essendo un fattore di proporzionalità. Parimenti dalla (6) si ricava 

(8) p'€i = ]gA,,Y];, {i=0,l,...,r) 

che si ottengono anche, risolvendo le (7). Le (7), (8) formano le cosi- 
dette sostUugioni traspaste delle (3), (4) rispettivamente. 

Si hanno considerazioni e formolo analoghe per una correlazione. 

20. — Si vogliono ora studiare le corrispondenze definite dalle formolo 

f'a?<=2^<*y* (*=0, l,...,r) 

nella ipotesi, esclusa fin qui, che sia il determinante | a^j^ | = ; corrispon- 
denze che si diranno omografie (o eorrdazioni) singolari ^), e precisamente 
di specie h se il detto determinante è di caratteristica r - A + 1 (A > 1 ). 



^) Supponendo che nelle formole 

y^hixxx-^y^aihyx (<«=0,1, ... ,r) 

sia nullo soltanto uno dei determinanti | a<fc | , | hi\ \ , si ottiene da esse una omo- 
grafia singolare della natura di quelle che qui si voglipno considerare. Se invece 
I a<]t I =» . &</t I = , la corrispondenza da esse determinata si può dire ancora omo- 
grafia singolare^ ma è di natura diversa dalle precedenti. Cfr. Dkl Prbtb, Lt 
corrispondenze proiettive degeneri (Rend. Ist. lomb., 30 (2), 1897). 
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Per semplicità indichiamo con un solo simbolo ciascuna delle forme 
lineari dei secondi membri delle equazioni precedenti, cioè poniamo 

«*, =2a<*yfc {i—O , 1 , •.. , r) • 

Per essere r~A+l la caratteristica del determinante di queste forme, se 
ne possono prendere tra esse soltanto r - A -h 1 linearmente indipendenti ^): 
quindi, se supponiamo, per fissar le idee, che tali sieno le tio , Ui ,..., ti,..^ , 
le equazioni suddette possono scriversi così : 



(9) ( ?SCr^h = Ur-k 



\ pXr =Xfc_,.oflo 



"T ^*— 1.1 **i "r ••• "r Xfc—i.r— * Wr_fc 



indicando con le X delle costanti opportune. Un punto y qualunque del- 
l' 8\»i , di S'r , rappresentato dalle «o = , wi = , ... , w^-* = , annulla 
coUe sue coordinate tutti i secondi membri : onde le coordinate del punto 
X corrispondente sono date dalle f>a?< =0 (i=0 , 1 , ... , r), per le quali 
deve essere f> = e quindi il punto x indeterminato. Come prima pro- 
prietà delPomografia singolare di specie h abbiamo adunque che: — Esiste 
nàt S'r uno spazio S'j^i , detto spcufio singolare, ad ogni punto dd quale 
corrispondono tutti i punti di Sr. 

Prendasi ora un punto y fuori di S\-i , tale cioè che per le sue coor- 
dinate le f4o , Mi , ... , t(r-]t non sieno tutte nulle. Le stesse formolo (9) 
mostrano che il punto x corrispondente giace in un certo Sr-h deter- 
minato dai punti (1 , ,..., , Xoo ,..., Xfc_,,o) , (0,1,0 ,..., , Xoi ,..., X^^i.O , 
... , (0, , ... , 1 , Xo.r-A . ... I Xfc^i.r-fc). Anzi tale punto x non solo corri- 
sponde al considerato punto y, ma a tutti i punti y soddisfacenti alle 

^ ^1 ^r—A 



Off. Capslli L c. n. 440. 
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cioè (supposto, per es., Uo4^0 e quindi a;o4^0) soddisfacenti alle 

che sono (come subito si vede per Tindipendenza delle Uo,tti ,...,1*^-0^-^ 
equazioni linearmente indipendenti e quindi rappresentano un S\, che 
passa evidentemente per lo spazio singolare S\. i . Per conseguenza : 
— Esiste ndV Sr uno spando S^.ji , detto pure sposto singolare, ctd ogni 
punto del quale corrispondono tutti i punti di un B\ passante per lo spazio 
singolare S\-i di 8\. 

In tal modo viene stabilita una corrispondenza tra i punti di Sr-à 
e gli S'k della stella di S^ avente per sostegno lo spazio S\.i : la quale 
corrispondenea è una omografia (non singolare). Infatti i valori delle 
tio , t^i , ... , Ur^f, per le coordinate di un punto y estemo ad S\-i sono, 
per le (9), coordinate omogenee in Sr_à del punto x corrispondente ad 
y, ma si possono anche considerare come coordinate omogenee, nella 
stella S\-.i , deir S\ , che passa per y : il che si giustifica, ad es., colla tra- 
sformazione di coordinate (in S^) data dalle formolo 

Per questa trasformazione S\_i diventa uno spazio fondamentale e le 
i9o , ^1 , ... , tfr^h (cioè le tio , Ih 9 — > Ur^f,) sono coordinate omogenee dei 
punti dello spazio fondamentale opposto od anche degli &\ che passano 
per essi e per V S\^i suddetto. 

21. — Le cose precedenti, che possono facilmente invertirsi, forni- 
scono un mezzo ben semplice per costruire una omografia singolare di 
specie h fra due spazi Sr , 8% . Si prenda in Sr uno spazio qualunque 
ad r — h dimensioni, S^.^, ed in SV una stella, il cui sostegno sia uno 
spazio qualunque B,d h — 1 dimensioni , S\_i ; poi si stabilisca una 
omografia (non singolare) perfettamente arbitraria tra lo spazio Sr-k e 
la stella S\.i . Allora si ha subito una omografia singolare dì specie h 
fra i due spazi Sr , S'r , quando ad ogni punto dell' S\.i di SV si fac- 
ciano corrispondere tutti i punti di S^ e ad un punto di SV, fuori di 
S\.i, si faccia corrispondere quel punto di Sr-h, che, neir omografia 
(non singolare) ora detta, corrisponde airs\, della stella S\^u passante 
per il punto • • 
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22. — Delle formole del n. 10, dedotte dallo (3), le (5) (7) valgono 
anche se |ajfc|=0. Facendo sulla (7) la dìscassione precedente si arriva 
ad un risaltato correlativo a quello ottenuto, cioè si trova che in una 
omografia singolare di specie h fra ^ue spaei S^ , S'r esistono due steUe 
&,ngolari d^iperpiani Xa-j , 1%-^. Ad ogni iperpiano di ^h^i corrispondono 
iutti gli iperpiani di S^ e ad ogni iperpiano di IV.^ corrispondono in Sr 
tutti gfi iperpiani di una stélla X^ contenente Ij^_i. Di più la corrispon' 
densa die in tal modo vien fissata fra gli iperpiani di l'r-h ^ l^ stelle I^ 
passanti per l^-^i è una omografia (non singolare). 

Tuttociò segue subito anche direttamente dalle proprietà del n. 20. 
Invero un iperpiano di S^ che passa per S^-^ e quindi contiene i punti 
di Sr cui corrispondono tutti i punti di SV, ha per corrispondenti tutti 
gì' iperpiani di S'r; mentre un iperpiano che tagli Sr~* in un Sr-^^i ha 
per corrispondente un iperpiano della stella S\.i (luogo degli S\ di que- 
sta stella coiTispondenti ai punti dell' 8^-^.1 nelF omografia detta nel 
D. 20) : e questo iperpiano non varia se queiriperpiano varia passando 
sempre per TSr^ft-i. Donde si deduce anche che il sostegno di S^.i è 
lo spasio singolare &r^k ^d il sostegno di ^'r-h è lo spazio singolare S\„i 
ed inoltre che l'omografia (non singolare) dei n. 20 coificide con qudla 
indicata nd n.* presente^ gli spazi corrispondenti della prima essendo 
i sostegni delle stelle corrispondenti della seconda. 

23. — Per avere la rappresentazione analitica di una omografia di 
specie h in forma semplice (forma canonica o ridotta) si prendano, per 
es., i vertici À^o » A'i ,..., A\_i 'della piramide fondamentale di SV nello 
spazio singolare S\.i e gli altri À\ , A\^.i , ... , AV comunque (fuori di 
S'a.i); e allora nello spazio S^ si prendano per vertici della piramide 
fondamentale punti corrispondenti di quelli , cioè Ao , Ai , . . . , A^.i co- 
munque (fuori di Sr^k) ed A» , Aj^+i, ... , A^ in S^.^ corrispondenti ai 
punti A\ , A^^.! , ... , A'r • Le formole dell'omografia assumono, come nel 
caso generale, l'aspetto {jXi^aayi (i = , 1 ,..., r) : ma e' è da introdurre 
3 fatto che, quando siayAsyA+i== — = yr = 0, le Xi sono indeterminate, 
cioèfsO, il che esige a^-O (i^O, 1 , ... , A- 1). Di più, scelto in SV 
(ad es.) un punto unità U', se U è il suo corrispondente (in Sr-^i), per punto 
unità in S^ si può scegliere un punto generico dell' S^^UA^ Ai ... A^^^i; 
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dopo di che risulta aa^ì (i = A,A + l ,..., r). Le formolo sono adunque 

pa;^=0 {i = 0, ... ,h — 1) 

Dalle quali si conclude, come nel n. 18, che le omografie singolari déda 
stessa specie h fra spaai distìnti sono proiettivamente identiche: e quindi che 
una tale omografia non ha invarianti assoluti. 

24. — Come già avvertimmo più volte, per le correlazioni fra spazi 
distinti non v' è che da cambiare denominazioni. Una corrdasAone singo- 
lare di specie h fra due spaéi distinti Sr , SV , possiede in essi rispetti- 
va/mente due spaeì fondamentali Sx--i t S\_i cosi che ad ogni punto di S^^i 
{o di S\.]) corrispondono tutti gli iperpiani di SV (o di S^). Inoltre ad 
ogni punto estemo ad S^-i (ad es.) corrisponde un sólo iperpiano per S\_i, 
ma questo iperpiano corrisponde a tutti i punti ddV S^ che congiunge qud 
punto aW Sh-i > Viperpiano e V S^^ corrispondendosi in una proiettività non 
singolare (neUa quale pure corrispondono gli S\ passanti per S\.i , come 
inviluppo di iperpiani, agli iperpiani passanti per Sj^^i , come luogo degli 
Sx ad essi corrispondenti): ecc.. 



^) Quindi, indicando con a; , £ un punto di Sr e un iperpiano di SV coniu- 
gati, Tomografia di specie h è data anche dall'equazione 

35* 5* + a?H-l 5h-1 H" ••• + flCr Sr = , 

che ò la (5) del n. 19 nel presente caso. 



Capitolo 4.» 



Omografle di uno Bpasio S^ in né. 



1. — In una omografia Q fra due spazi' sovrapposti S^ , SV è fonda- 
mentale il problema della determinazione dei punti (o ìperpiani) uniti 
cioè di quei punti (o iperpiani) che coincidono coi loro corrispondenti, 
ponti (o iperpiani) che sono pure uniti per Tomografia inversa Q'K 

Siene, riferite alla stessa piramide fondamentale e allo stesso punto 
anità, Xi , yi le coordinate di due punti corrispondenti e siano le equa- 
zioni deiromografia 



(1) 



(jXi=Yaii,ifj, (i = 0,l ,... ,r). 



Le coordinate dei punti uniti sono date dalle 
(2) pXi=yati,Xj, , 

le quali esigono che sia 



(3) 



D(p) = 



Ooo — p Ooi 



. «0. 



(ho 



Oli (J ... air 



a 



rO 



a 



ri 



. (^rr P 



= 0, 



per ogni valore di p soddisfacente a questa equazione, le (2) essendo 
risolubili con valori non tutti nulli delle Xi. 

Per procedere con chiarezza supponiamo che l' equazione D (p) = o 
abbia m radici distvnte p', p",..., p^"** (w<;r4-l), e indichiamo con r-W^-\-\ 
(V*^>1) la caratteristica del determinante D(p^^)) cioè del determinante 
D(p) in coi si è posto p=p^'^ Ciò significa che p^^^ annulla tutti i minori 
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di D(p) di ordine r — U*^-^2 e quindi tutti quelli di oi'dine superiore: 
anzi, perchè i minori di D(p) di un ordine qualunque hanno per derivate 
combinazioni lineari omogenee dei minori di un ordine immediatamente 
inferiore ^), la radice p^*^ sarà radice almeno doppia di tutti i minori 
(eguagliati a zero) di ordine r — A<*^+3, e così, risalendo, sarà radice 
multipla almeno secondo A^'^ dell' equazione D(p) = 0. Segue di qui che 

(4) V+A"+ ...«•*»<: r + 1, 

e che, se vale il segno = , i numeri h\ K\ ... , W*"^ sono precisamente le 
multiplicità rispettive delle radici p', f/', ... , p^"*^ di D(p) = 0, mentre, se 
vale il segno <C > uno almeno di quei numeri è inferiore alla moltiplicità 
della relativa radice. 

D'altra parte, per essere r-A**^+l la caratteristica di D(p^*^, il si- 
stema (2) si riduce a sole r-A^^^+l equazioni linearmente indipendenti, 
ossia è soddisfatto dalle coordinate di tutti i punti di un S^\ . Dunque 

alle radici p', p", ... , p^"*^ deir equazione D(p) = corrispondono altrettanti 
spazH di punti uniti ad K — 1 ,A"— 1 ,... ,W"*^ — 1 dimensioni, che indi- 
cheremo costantemente con S^.^^ , S^.^ , ... , S^^), e diremo spousl fonda- 

mentali délV omografia. Per la diseguaglianza (4), la somma delle loro 
dimensioni aumentate ciascuna di una unità non supera la dimensione 
dello spazio ambiente aumentata parimenti di una unità. 

2. — Sia S, (q<,r) lo spazio a cui appartengono gli spazi fondamen- 
ta^ S^'-i > S^'-i » ••• > S^{: per Tomografia data Q, ad S, corrisponderà 
uno spazio che, dovendo contenere i detti spazY fondamentali, coinciderà 
con esso: onde, per la fi , S, sarà trasformato omograficamente in sé 
stesso. In questa omografia gli spazi' fondamentali sono tutti e soli gli 
spazi S^,_j , S^-_j , ... , S^^: dunque, per Tultima osservazione del numero 

precedente, 

Ma (n.» 12, Cap. 1) 



A'+y'+...+A^->^2 + l; 



quindi si ha proprio 



+ »"+... +*«-) = ? + !, 



^) Cfr. Capblu, l,e., pag.d56, 1. 
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ossìa il teorema di Segre: — Gli spcun fondamentàH di una omografia 
a «no ^^cutio m se sono indipendenti — . Se nella (4) ha luogo il segno =» 
si ha g=sr, cioè i detti spazi fondamentali appartengono alto spazio 
ambiente S^, ed allora Tomografia si dice generale: mentre, se nella (4) 
ha luogo il segno <C , quegli spazi appartengono ad uno spazio di dimen- 
sione <;r, ed allora l'omografia si dice parHcdare ^). 

3. — Ora prendiamo le formule (n. 17, Gap. 3®) 

(5) I*. li =2^**5* (i=0,l ,...,r), 

che danno le coordinate di un'iperpiano y) di S'r mediante quelle del- 
l' iperpìano corrispondente € di Sr (cioè rappresentano Tomografia inversa 
Q"^] e su esse procediamo come sulle (1): otterremo gli iperpiani uniti 
deUa omografia. È chiaro che per (l si trova la stessa equazione (3) prima 
trovata per p; e quindi se ne conclude resistenza di m stélle indipendenti di 
iperpiani uniti I^.i , £^-^i , ... , 1^) . Indicheremo sempre i sostegni di 

queste stelle con Sr-v iSr-fc-j-.^Sr-^J*"), e diremo coniugati uno spazio 
S^l e una stella I^| corrispondenti alla stessa radice [^^ della (3). Si 

noti che Io spazio Sr-^('> (i= 1 , 2 ,...,m) è dall'omografia data trasformato 
in sé stesso, poiché tutti gli iperpiani per esso sono uniti. 

4. — - Per trovare le relazioni che passano tra uno spazio S^| e la 

stella coniugata £ m , consideriamo due punti corrispondenti x , y qua- 
lunque della omografia considerata e, sulla loro congiungente, il punto ir, 
le cui coordinate sono fomite dalle formule 

By=Xi — p^'^yi {/=0,1,... ,r): 
0, per le (1), dalle 

#1 = 2 ^**y* ■" p^*^y» (I = , 1 , ... , r) . 

Poiché il modulo della sostituzione lineare rappresentata da queste for- 
mule è D(p^*^) e quindi è di caratteristica r — A^'^+ 1 , la corrispondenza 



') Kél teorema enunciato si comprende anche il caso di un solo spazio fon- 
damentale Sfc.i (estendendo convenzionalmente a questo caso la definizione di 
spesi indipendenti). Allora deve essere, Tomografia non essendo identica, A<r-f 1 , 
e quindi Tomografia stessa è particolare. 
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che 8i Ottiene tra il punto y e il punto b è una omografia singolare di 
specie A^*^ (n. 20, Gap. 3.<^). Gli spazi singolari di questa omografia sono 
S^\ ed S^_^«) poiché, per es., i punti dello spazio singolare dello spazio 

descrìtto da y si ottengono dalle equazioni 

^ «u y* — f^yi = (Z = , 1 , ... , r) 

e quindi sono i punti di S;^[: e dualmente per I m di sostegno S^_j^(<). 
Segue che, se y è un punto fuori di ^^, il punto corrispondente $ è 

un punto di Sr-^(^), sulla retta congiungente y col suo punto corrispon- 
dente ;i; in Q, e che questo punto b non varia quando y vari in un S\{0 

passante per rS^{ e, conseguentemente, x vari' neirS^(<) (passante pure 

per r S;^{ ) che gli corrisponde nella omografia iì^^ . Ricordando inoltre 

che e ed S\(') od S^(0 sono corrispondenti in una proiettività, si conclude 
quest' altro teorema di Segre ^): — Ih»e spaei corrispondenti^ nèUa data 
omografia, SjS*) ed S\(*) che passano per lo spaeio fondamentale Sj^{, sono 

prospettivi da un punto dd sostegno Sr-.^^^) deUa steUa coniugata £^^ ed 

esiste proiettività fra i punti di questo sostegno ed i corrispondenti Sfc(^) od 
SV'> passanti per ^ji^> 

Considerisi rSj^^) congiungente S^(«| con un punto P di un altro spazio 

fondamentale S^| , punto necessariamente estemo ad S;^| (n. 2). Essendo 

P unito, rSfc«) si trasforma in sé e quindi, per il teorema dimostrato, 
le Coppie dei suoi punti corrispondenti sono tutte allineate con un punto 
e di Sr.ji(<)f ossia in S^^*) si ha una stella b di rette unite: ma in Sà(«) 
anche la stella P é di rette unite (perché ogni retta incontra Sj^\ in 

un punto unito): dunque ir=P, altrimenti ogni punto di Si,(o, potendosi 
ottenere come intersezione di due rette unite, sarebbe manifestamente 
unito'). I punti di S^^^ giacciono dunque m Sr-^^') e si ha il teorema: 

— Lo 5p{mo Sr.i,(o contiene tutti gli spaai fondamentali diversi da S^jf^ —- . 



*) Nella Nota, SugU spaxX fondamentali di un'omografia (Bendicontì dei 
Lincei, 1886). 

') Insomma si ha un'omologia di centro P e di asse d'omologia SjJ^\^ di che 

si dirà fra poco (n. 11). 
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Anzi questi spazi appartengono o no ad Sr-x^o secondochè l'omografia è 
generale o particolare, perchè dalla (4) segue che corrispondentemente 
r—U*^-^! è eguale o maggiore della somma delle dimensioni degli spazi 
stessi 

5. — Aggiungasi che, se l' omografia è generale, Y S^^^i non incontra 

S^o. Invece, se Tomografia è particolare, vedremo (n. 15) che ogni spazio 
Sjj^ corrispondente ad una radice p'^^ di D (p) = 0, la quale abbia una 

mnltiplìcità >>A^^^ (e per una omografia particolare, giusta il n. 1, ciò 
avviene almeno una volta), sega lo spazio Sr-.*(') (potendo anche essere 
tutto contenuto in esso). 

Sia P un punto comune ad S^^i^i ed Sr-tS*). Per il teorema del n.* 

precedente, P sarà centro di prospettiva di due S^io corrispondenti pas- 
santi per Sj^i^i e quindi per P, e però coincidenti, perchè ogni Si che 

passa per P e per due punti corrispondenti giace in amendue. Si ha cioè 
un caso limite del caso di dianzi, ossia una omografia di un S^«) in sé, nel 
quale esiste un S^'^ di punti uniti ed i punti corrispondenti sono allineati 

con un punto P dell' S^^l stesso ^). Siccome non può esservi neir Sk(<) al- 
cun altro punto unito (per la stessa ragione del caso ora citato), è evidente 
che in 8/^(0 ogni Si uscente da P ed estemo airs^<j contiene una omografia 

subordinata con un solo punto unito. Adunque in una omografia parti- 
edare esistono necessariamente di taii Si . 

Possiamo trarre di qui una conseguenza importante, cioè, esten- 
dendo ad un Sr la definizione di omografia ciclica data per un Si e ri- 
cordando che una omografia di un Si in sé con un solo punto unito non 
può essere ciclica (n. 3, cap. 3.®), possiamo affermare che una omografia 
cidica di un Sr in se non può essere particolare. 

6. — Dalle cose dette nel n. 4 e dalle analoghe derivanti dalle (5) 
segue subito che, se a; , y sono due punti corrispondenti nella data omo- 
grafia Q, i punti deUa loro congiungente che hanno le coordinate 

^i—?'f/i ; ^i—^Vi ; .-. ; a;<— p^-^yi (• = 0,l,...,r) 
giacciono rispettivamente negli jspazì S^-h' , S^^^- , ... , Sr-^H: e, dual- 



1) Cioè una omologia iu cui il centro sta suirasse d'omologia, il che sarà 
pure considerato in seguito. 



[Càp. 4.« n. 6] «_ gg 

mente, se 7],^ sono due iperpiani corrispondenti nelFomografia Q"*, gli 
iperpiani del loro fascio aventi rispettivamente le coordinate 

i<— p'5< ; i<— p"5i ; ... ; li— p^'^'Sì (i=o,i,...,r) 

passano per gli spazK Sj^,_^ , S^^-^^ , ... , S^| . Ma, prendendo le coordi- 
nate nella punteggiata (ovvero nel fascio) i detti punti (o iperpiani) hanno 
sempre le stesse coordinate, cioè , oo , f/ , ... , p^") : dunque le punteggiate 
formate da due punti corrispondenti in Q e dagli m punti ove la loro con- 
giungente taglia i sostegni delle stelle fondamentali d* iperpiani sono proiet- 
tive fra loro, e proiettive ai fasci formati da due iperpiani corrispondenti 
in Qr^ e dagli m iperpiani che daUa loro interseeUme proiettano gli spa/n 
fondamentali di ptinti rispettivamente coniugcsti ^). 

Corollario di questa proprietà è che il rapporto di due radici qualunque 
p' , p" , per es., di D (p) = è un invariante assoluto della omografia data Q. 

Infatti al rapporto ^, si può dare il significato di rapporto anarmo- 

nico, dicendo che esso è, ad es., il rapporto anarmonico di due punti 
corrispondenti e dei due punti ove la loro congiungente incontra S^-vt 
Sr^kT ; quindi è chiaro che, riferendo proiettivamente lo spazio, trasfor- 

mate omograficamente in sé da Q, ad un altro spazio, il rapporto ^ non 

P 

varia, perchè punti corrispondenti vanno in punti corrispondenti e so- 
stegni di stelle fondamentali vanno pure in tali sostegni. 

Dei rapporti deUe p' , p'' , ... , p^"'^ soltanto m — 1 sono indipendenti, 
per es., 



P P P 



^) Caso particolarissimo è il teorema di Ss : — / qtuittro punti in cui una 
retta incontra le faccie di un tetraedro hanno lo stesso rapporto anarmonico dei ' 
quattro piani cAe da&ma retta ne proiettano i vertici — . Basta considerare Tomo- 
grafia (cfir. n. 8) avente quel tetraedro per fondamentale (cioè i vertici e le faccie 
di esso per elementi uniti) e due punti (o piani) della retta come corrispondenti, 
ed' osservare ohe ogni retta che conginnge due punti corrispondenti è anche in- 
tersezione di piani corrispondenti, e viceversa. 
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quÌBdi V omografia data ham-ì invarianti assoluti indipendenti, che, come 
risalterà dal seguito, sono i soli invarianti assoluti della omografia ^). 

7. Sarà ntile che d fermiamo a dimostrare direttamente che, per una 
sostituzione lineare sulle variabili a^i , y^ , le radici dell'equazioni D (p) 
non variano ■). 

Possiamo prendere le formule della omografia sotto la forma 

ybihXì, = 2 <^ihìfh (i=0 , 1 , ... , r) 

per modo che 

D{p) = \aiK — pbi„\. 

Facciamo sulle variabili Xt , y< la stessa sostituzione lineare a modulo 
\lkh\ non nullo, 

(6) ** "= ? ^^'^^^ •**""? ^*''^'' (* = , 1 , ... , r): 

Tomografia data si trasforma nell'altra 



^6\/.a^. = ^aWi^ (i = 0,l,...,r) 



avendo posto 



e il D (p) si trasforma in 

D'(p) = |ci',^-p6',.|. 

Poiché si ha 

o'ih — pb'iK = y hx iati, — p6iO , 



^) Si ayrerta che nessuna delle p' , p' , ... , pi") è zero : altrimenti si avrebbe 
D(0)=|a<fc |«^0 (cioè una omografia singolare di uno spassio in sé), il che fa 
esclaso (n. 1). 

*) che non variano i loro rapporti, quando nelle seguenti (6) che defini- 
scono la sostituzione lineare, si voglia tener conto anche di fattori dì proporzio- 
nalità. 
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un minore qualunque di D (p), per es 



a'oo - p 6 w • . • <^\t - p6'o< 



è eguale al prodotto delle due matrici 

Ooo — p6oO ••• ^r—p&Or 
^10 - P^IO • • • «Ir - p6lr 



«tO^P^tO ••• «tr— P^tr 



frOO • • • 'rO 

'oi • • • 'ri 

• • • • 

tot • • • »r< 



s. 



e quindi si può esprimere come una combinazione lineare omogenea dei 
minori dello stesso ordine del determinante D (p). Segue da ciò che una 
radice p = p^*^ |jì.**^" per tutti i minori ^) di un certo ordine di D(p), è 
ji*'*" almeno anche per tutti i minori dello stesso ordine di D'(p). Ma il 
ragionamento può invertirsi, risolvendo le (6) e ritornando dalla omografia 
ottenuta alla data: dunque quella radice ji**'* per i minori di un certo 
ordine di D(p) è proprio \iJ^^'' anche per i minori dello stesso ordine di 
D'(^), conche è dimostrato T asserto: anzi è dimostrata una proprietà 
più particolare che occorre avvertire. 

S'indichino con pi jI^-»,...,!!-!!*') le multiplicità della radice p^*^ per il 
determinante D(p) e peri suoi minori di ordine r,r-l , ... ,r-A^'*+2 
successivamente (p.i!>p.i>'...>'p.K<*)) e si ponga: 

Le espressioni 

(p-r^'f ,(r>-f>'f (.-f.<'f" 

si diranno, col Weierstrass, i divisori dementari di D (p) corrispondenti 



i) Come sempre, si sottintenda e eguagliati a zero». 
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alla radice i*^*\ Orbese: la dimostrazione superiore prova che D(p) e 
D'(p) hanno gli smessi divisori elementari. 

8. — Conviene adesso che ci limitiamo a considerare soltanto le omo- 
grafie generali per passare poi allo studio di quelle particolari. 

Già osservammo che una omografia generale avente gli spazi fon- 
damentali Sv-i , S,,-_i ,..., S^(-^ è caratterizzata dall'essere A' + V + 

... -|- A'*^= r--|- 1 , cioè daU^ appartenere quegli m spam fondamentaii aUo 
spojrìo ambiente S^; onde m — 1 qualunque di essi appartengono al sostegno 
déUa stélla coniugata allo spazio fondamentale rimanente. 

Se si prendono gli K vertici Ao » Ai , ... , A^'_i della piramide fonda- 
mentale in Sfc._i , gli h" vertici A^ , A^+i ,..., Av+*-_i in Sn-.i, e così via, 
le formule delF omografia divengono del tipo 

pa?< = au ffi (i = , 1 , ... , r). 

Bisolvendo su di esse il problema dei punti uniti e ricordando le 

ipotesi fatte, si esprimono subito le aa per gli invarianti assoluti 

p' : p" : ... : p^"*^ dell'omografia e si trovano così le formolo ridotte o ca- 
noniche 



(7) 



f P«b — 


?'»0 








P«i = 




f'yi 




• 


• • • 

pa?v-i — 


• • 


• • 


• 

p'yv 


-1 


p«v — 








P Vh' 


pa?^+i — 






a A 


p'yv+i 


• • • 
\ pXr — 


• 


. . 


• • 


p^-^y. . 



.Le quali mostrano che una omografia generale è individuata dai suoi spcM 
fondamentali e dagli invarianti assolvUij e che così quelli (purché indipen- 
denti ed appartenenti allo spaino anMente)^ come questi (purché finiti e 
diversi da zero) possono assegnarsi arbitrariamente ^). 



È ben sottinteso, qui ed in seguito, che deve essere indicato lo spazio (o 
stella) fondamentale, a cui si riferisce ciascuno dei numeri esprimenti coi loro 
rapporti gli invarianti assoluti. 
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Gli in varianti assoluti (cfr. anche n. 6) possono essere sostituiti da 
una coppia di punti (o iperpiani) corrispondenti. 

9. — Inoltre, se si definisce come caratteristica della omografia gene- 
rale, che ha per spazi fondamentali S^.j , S^.^ , ... , S^^, T insieme dei 

numeri, che indicano le dimensioni di questi, 

[(V-1) ,(*"-!),. ..,(*<->- 1)], 

è chiaro che condizione necessaria e sufficiente perchè due omografie gene- 
rali Steno proiettivamente identiche è che abbiano la stessa caraiterisHca e 
gli stessi invarianti assoluti. In vero le due omografie si potranno rap- 
presentare amendue colle formule (7), per Tuna essendovi le a:, ,yi , per 
l'altra, nuove variabili a/< , yt \ ed allora, per dimostrare il teorema, basta 
fare la trasformazione proiettiva data dalle Xi=^oifi o yi=y\\ la quale 
fa corrispondere rispettivamente agli r -[- 1 vertici di riferimento ed al 
punto unità dello spazio in cui si considera la prima omografia, gli omo- 
nimi punti dello spazio in cui si considera la seconda. 

Se si osserva poi che, nel primo (ad es.) di questi due spazi, ciascuno 
degli %^*^ punti fondamentali che appartengono allo spazio fondamentale 

SaLlì P^ò prendersi in oo*-i modi diversi, mentre il punto unità può 

prendersi dovunque nello spazio ambiente, e quindi in oo** modi diversi, 
si trova ancora che due omografie generali proiettivamente identiche possono 

trasformarsi Vuna ndV altra per meesso di oo'^'* v^— 1'+*^ = oo-^-> omo- 
grafie distinte, 

10. — Ecco una costruzione geometrica di una omografia generale 
di cui sieno dati gli spazi fondamentali e gli invarianti assoluti ^). 

Facciamo dapprima il caso in cui gli spazi fondamentali sieno tutti 
degli So, cioè soltanto r+1 punti uniti (indipendenti) Aq , Ai ,..., Ar dello 
spazio ambiente S^, e supponiamo che i relativi invarianti assoluti siano 
dati dai rapporti p' : p" : ... : f^^'"*"^^: vogliamo di un punto M di S,. costruire 
il suo corrispondente M'. Gli iperpiani che proiettano, ad es., Ar-i, A^, 
M, M' dair Sr_2 individuato dai punti Ao , Ai , ... , A^_2 costituiscono un 

p(r+l) 

gruppo di rapporto anarmonico dato —r-r)- (n.** 6) : onde si può costruire 



^) Veggasi nota precedente. 
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senz'altro Tiperpiano che dal detto Sr-i proietta M'. Ciò si ripeta 
opportunamente altre r - 1 yolte (ad es. prendendo successivamente 
A^_, , kr ; A^^ , Ar ; ... ; A« , A^) : si otterranno r iperpiani corrispondenti 
ad altrettanti per M ed individuanti M'. 

Se invece non tutti gli spazi fondamentali S^-i , Sk--i r*M S^j soao 

degli So, si può procedere nel modo seguente per costruùre di un punto 
M il corrispondente M^ Conducasi per M lo spazio S^-i che incontra in 
un punto ciascuno di quegli spazi fondamentali (n/ 17, cap. ì.^), il qoaile 
spazio S^i, essendo questi punti d'appoggio indipendenti ed uniti, è 
trasformato in sé dair omografia di Sr da costruirsi : sicché il corrìe^on^ 
dente M' di M si troverà costruendo il corrispondente di M in detta 
omografia subordinata. Ora per questo basta riportarsi al caso precedente, 
perchè l'omografia di S„^i in sé ha per spazi' fondamentali i detti m 
punti d'appoggio e per invarianti assoluti gli stessi della omografia 
di S^, come subito si vede, ad es., tagliando con S«»_i due iperpiani 
corrispondenti di S^ e gli iperpiani del loro fascio che passano per 
Sa_i » ^h'-.i >— » S^^ e ricordando il n.« 6. 

11. — Fermiamoci a considerare il caso di una omografia generale 
di Sr in sé con due soli spazi fondamentali, i quali (essendo V+A'^'^r+l) 
si potranno indicare con SA.i,Sr-.<i. Evidentemente (n. 8) questi sa- 
ranno pure i sostegni delle stelle fondamentali; sicché non solo tutti ì 
punti di Sa^i , Sr-h, ma anche tutti gli iperpiani, e quindi tutti gB Spa2(i 
passanti per essi sono uniti. Sono pure uniti gli Si che congiungono due 
punti corrispondenti, perché s'appoggiano ad Sj^^i e ad Sr.jk, il rapporto 
anarmonico dei due punti corrispondenti e dei due punti d'appoggio 
essendo (n. 6) l'unico invariante assoluto dell'omografia; e correlativa- 
mente. 

In particolare, se % = 1 si ha quella speciale omografia che ha nome 
di omologìa, avente un centro So di omologia ed un ctsse Sr-i d'omologia. 
Dati il centro e l' asse e una coppia di punti corrispondenti allineati col 
centro (o d' iperpiani corrispondenti segantisi sull'asse) l'omologia é in- 
dividuata, come si vede subito prendendo r+ 1 punti generici sull'asse ed 
applicando il teorema del n. 6, Cap. 3/". Cosi pure si trova, come nella 
geometrìa proiettiva ordiiiaria, (mostrando che le rette congiungenti i 
ponti corrispondenti a due a due s'incontrano e ricorrendo poi al teorema 
del n. 16, Cap. 1.*) che, se una omografia di uno spazio in sé ha un S^-^i 
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di elementi uniti, ha nna stella So pure di elementi uniti, e correlativa- 
mente, cioè si ha una omologia ^). 

Aggiungasi che la proprietà del n. 4, per una omografia con due spazi 
fondamentali S^.i , S^.^ , consiste in ciò che ogni punto di uno di questi 
spazi, ad es. 8^.^, è centro di omologia dell' Sj^ passante per il punto 
e per Taltro spazio 8^.1 , questo essendo Tasse di omologia. 

12. — Vedemmo (n. 5) che le omografie cicliche sono omografie ge- 
nerali. 8i possono quindi prendere per esse le formole ridotte (7), e si 
trova che, se Tomografia ciclica è d^ordine n, cioè da un punto (non unito) 
si ritoma ad esso soltanto dopo n suoi successivi corrispondenti (i quali 
n punti si dice che costituiscono un ciclo), f/ , p'' , ■ . r . , fj^*"^ ^ quindi gli inr 
varianti assoluti detbono essere radici n^^^ ddV unità e reciprocamente. 
Perchè una omografia sia ciclica basta che un punto particolare ( noa unito ) 
dia orìgine ad un ciclo. (esterno alle Sy.^Ly 

Adunque le formule di una omografia ciclica d'ordine n si possono 
scrìvere nella forma 

^i=eiyi , (e?=l), (i=0,l,...,r). 

Il numero degli spazi' fondamentali deve essere < n , come è evidente, 
6^2, perchè una omografia generale con un solo spazio fondamentale 
è T identità (cfr. nota al n. 2). 



^) Si noti però che, se TS^ è esterno aU* Sr-i , si ha il caso generale trattato 
sopra ; mentre, se S^ è di Sr~i i si ha una omologia che è una omografia par- 
ticolare (n. 15 e seg.). 

Noteremo anche che sussistono dimostrazione e teorema analoghi a quelli 
del n. 11, cap. 3.®. Si ha cioè che ogni omografia fra due spatX sovrapposti 8r , SV 
può ottenersi con, al pia, r-\-\ omologie (generali): e si dimostra, prendendo due 
punti corrispondenti A, A', un punto So generico sulla A A' ed un Sr~i generico, 
e assumendo A, A', come corrispondenti, VS^ come centro e rSr-,i come asse 
di una omologia. Per questa lo spazio SV si trasforma In un altro (ad esso so- 
vrapposto) S'r, che sarà quindi omografico ad Sr, ed in tale omografia il punto 
A sarà unito. Poi si prende una retta r qualunque di Sr uscente da A e la sua 
corrispondente r' di S'r j pure uscente da A e prospettiva a quella nell* omo- 
grafia fra Sr , S'r f e si considera il loro centro di prospettiva S'o come centro, un 
iperpiano per il punto A come asse ed r , r*' come rette corrispondenti di una 
seoonda omologia, ecc.. 
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13« — Se ti =2 sì hanno le omografie cicliche di 2.* ordine, dette 
anche cmogn^ invcìutorie, perchè ad un punto qualunque corrisponde un 
medesimo punto in S^ ed in SV , cioè Q = Qr\ Esse hanno precisamente 
due spazi fondamentali e sono quindi le omografie considerate nel n. 11, 
per le quali V invariante assoluto = — 1 : onde risultano individuate dati 
i due spazi fondamentali ^). Se questi sono S^^^i , Sr^ le formule dei- 
Tomografia possono scriversi 

Xi=—yi (i = 0,l,... ,A— 1) 
Xi= Vi (i=A,A+l,...,r), 

cioè si ottengono cambiando i segni ad h (o ad r — A + 1) coordinate. 
Se A==l si ha V omologia invdidoria od armonica. Se A>'1, Vomo- 
grafia invcltdoria 8Ì può ottenere come prodotto di h (o ^ r — h) omologie 
incdutorie. È evidente infatti che Tomografia involutoria definita dalle 
ultime formule è il prodotto delle h omologie involutorie (prese in qua- 
lunque ordine) date dalle formule, per ^ = , 1 , ... , A — 1, 

a?<= ffi (i = 0, 1 ,... ,^ — 1 ,<+l ,... ,r); 

che si ottengono cioè cambiando il segno ad una per volta delle prime 
h coordinate. I centri di omologia sono gli h punti fondamentali contenuti 
in Sa.i , cioè h punti indipendenti Co , Ci , ... , Ca~i di questo spazio e gli 
assi di omologia sono gli iperpiani ito , iti , ... , ic^^i passanti per Sr-» e per 
i detti punti presi ad A— 1 ad h — 1 (ic< per Co,...,C<-i,C<+i,...,Ca_i). 

La proprietà si ottiene subito anche per via sintetica. Un punto P 
di una retta C< B, essendo B un punto di S^.^ , ha per corrispondente nella 
data omografia il punto P' coniugato armonico di P rispetto a Co B ed 
ha per corrispondente F anche neir omologia armonica di centro C< e di 
asse Ti , mentre nelle altre omologie, giacendo la retta Ci B sui loro assi, 
P e P" sono uniti. Risulta quindi che, nel prodotto della omografia* invo- 
lutoria data e delle h omologie involutorie, gli spazi' che proiettano da 
5r-h gli h punti Co , Ci , ... , Ca_i sono di punti uniti e per conseguenza 
(n. 6, cap. 3.^) quel prodotto è T identità. 



^) In S, 8i hanno Tomologia armonica e la cosidetta involueUme gobba (gè- 
Khaari'involutorischt System), 
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14. — Suirargomento precedente aggiungeremo ancora le osBervazionì 
seguenti utili in appresso. 

Abbiansi in S^, r-hl punti indipendenti, e si indichino con 0,l,...,r. 
Se io il ...ir è una permutazione qualunque di questi numeri, Tomografia 
ìnTolutoria, di cui gli spazi' fondamentali Sh_i , S^-^ sono quelli determi- 
nati rispettivamente dagli h punti io , h ,..., Ìa.i e dagli r- A-f 1 rimanenti 
ih > ijk+i i**v ir i si rappresenterà indifferentemente con uno dei due simboli 
(ioii...i;^^i) , (ihih^i...ir). Si hanno tutti i casi possibili, se r è pari, per 

t* f+l 

A^o 6> se r è dispari, per h<,—^ . 

TuUe le omografie invólutorie ora definite formano colla trasfomumone 
identica un gruppo ; cioè il prodotto di un numero qualunque di esse è 
una delle medesime. Ciò si rileva immediatamente dalla rappresentazione 
analitica, presi i detti r+ 1 punti come vertici della piramide fondamen- 
tale, perchè ciascuna deUe omografie invólutorie risultando dal cambiar 
segno ad un certo numero di coordinate, il prodotto di un numero qua- 
lunque di esse avrà lo stesso carattere. 

Ovvero si può notare che ciascuna delle considerate omografie pro- 
viene, per il n."" precedente, dal prodotto di un certo numero (in qualsiasi 
ordine) delle omologie armoniche (0) , (1) ,..., (r). Il prodotto di un numero 
qtialunque di quelle è quindi un prodotto di queste, da cui si possono 
eliminare due omologìe collo stesso simbolo, il cui prodotto è V identità, 
ed il sistema di tutte le r+ 1 omologie, il cui prodotto è pure V iden- 
tità (essendo (0) (1) ... (r— 1) (r) = (0 1 ... r - 1) (r) = (r) (r)) : e però ecc. Ad 

es. il prodotto delle (Ì0Ì1Ì2Ì8Ì4Ì5) , (isÌ8Ì4t5Ì«Ì7) , {ibithi^) è la (ioiii^i»). 

L'ordine del gruppo, cioè il numero delle dette omografie invólutorie, 
compresa T identità, è 



1 



ft')+tr)+-+rr)i+-ih-)+"=^' 



Osserviamo ancora che, se per una omografia del gruppo ad un punto P 
corrisponde F ed a F, per un'altra omografia, F', al punto P corrisponde 
F per una terza omografia che è il prodotto di quelle due. Ne discende 
chiaramente che i punti corrispondenti ad un punto P per tutte le omo- 
grafie del gruppo formano un sistema di 2*^ punti (compreso P) che si 
trasforma in sé per ogni omografia del gruppo stesso. 
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15. — Passiamo ora a trattare delle omografie particolari, ossia di 
quelle per cui, mantenute le solite notazioni, sia A'+A"+...+A^*^<Cr+l, 
tali cioè (n. 2) che la radice {y^ di D(f>) = abbia, almeno per un 
valore di i, multiplicità maggiore di U*K Per fissar le idee, suppo- 
niamo che la radice f/ sia X'*»'» per D(p) = 0, con X>-A'; e scriviamo 
le formule (5) che legano le coordinate q< e it di due iperpiani corri- 
spondenti di Sr ed Sr, assumendo i yertici Ao , Ai ,..., Ar.v della pira- 
mide fondamentale nello spazio Sr.v sostegno della stella coniugata ad 
Sv_i . Se si esprime che ogni iperpiano per Sr^k' è unito, cioè che le sud- 
dette formule devono essere soddisfatte per la sostituzione £< = tj^ = 
(i=0,l,..., r — U) e €< = >]< qualunque (i^=r — V+l,r — A'+2,..., r), 
si troTa che esse sono del tipo: 



e, se inoltre si risoWe su di esse il problema degli iperpiani uniti, si 
trova p.=p'. Invece delle precedenti si può considerare la loro sostitu- 
zione trasposta che dà le coordinate di un punto a; di S^ espresse per 
quelle del corrispondente punto y di S^, cioè, 



(8) 



pXr^K' =Or-V.oyO-}" ••• + «r-fc'.r-Vyr-V + +«r-V.ryr 

pa?r-lk'+l= f/yr-fc+1 



\ p*r = py 



f 

r • 
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Posto 
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D'(p) = 



«00 — P 
«10 



«01 



• • • «0, r— h' 



«11 ~P ••• «l.r— V 



«r.V,0 «r— fcM ••• «r-V.r— fc'""P 



U D(p) è dato dalla 



D(p) = (p'-prD'(p): 



e, siccome f/ è radice X^^i^^ di D(f>) = 0, dovrà [f essere radice (X-A')'»^ 
di D'(fy) = 0. II determinante D'(f>) non è altra cosa che il D(p) relativo 
air omografia dello spazio Sr.v in sé stesso, subordinata air omografia 
data e rappresentata dalle formule seguenti, che provengono dalle (8) 
col farvi Xi=yi = (t = r — A'+ 1 ,..., r) : 



P«0 = «00y0+-.-+ «0,r-vyr- 



*• 



P^r— V «r— V.oyo "T" • • • "T «r— fc'.r— vj/r— V • 

Ne segue che, se indichiamo con r — h' — Vi+1 la caratteristica del 
determinante nullo di ordine r — *'+ 1 » D'(pO. alla radice f/ corrisponde 
uno spazio fondamentale S^-i di Sr^x' (1 <A/^>< — V). Gli altri spazi 
fondamentali, corrispondenti alle altre radici f/,..., p^"*^ di D'(p)==0, sono 
evidentemente gli spazi fondamentali S^-_i > — i Sjj;») dell' omografia di 

Sr in sè stesso; e poiché punti uniti nell'omografia di Sr-h- in sé stesso 
sono tali anche in quell'omografia di S^, risulta senz'altro che Sh\^i è Vin- 
tersesfione di S^-v con Sa_i. H che del resto si può anche verificare subito 
direttamente, poiché le equazioni di Sv~i soiio, per le (8) 



pa?o 



«00^0 H" ••• "T «O.r— *• ^r—k' ~|" — "f" 



«Or^r 



P a:r-V =«r~V.O^O + ••• + ar^h\r^h' Xr-K' + ... + 0,r^f,'^r *r 



e quelle di Sr-K' sono 



aj,.-.v+i=0 , ... , a?^ = ; 
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onde la loro intersezione è Io spazio rappresentato in S^.^- dalle equa- 
àoni 



cioè appunto lo spazio Svi-i. 

Diciamo Sn-.v-A', il sostegno dello spazio coniugato ad Sv,-i in Sr^h' » 
e procediamo sull'omografia di Sr^v in sé stesso in modo analogo a quello 
che abbiamo tenuto per Tomografia di S^ in sé stesso. Degli r — h'-^-l 
rertici della piramide fondamentale di S^ da prendersi in Sr^K- se ne 
scelgano r - A' - A'i+ 1 , ad es., Ao , Ai ,..., Ar-h'-h\ in Sn-v-A',; allora nel- 
rSi^A' (e quindi neirSr) le formule dell' omografia si semplicizzano in 
an modo che ci è ormai noto, ed il D'(p) diventa 



D'(p) = (p'-p)*^D"(p), 



a?endo posto 



ir(p) = 



Ooo-p 

«10 



(hi 
Oii-p 






Or^k'^h'uO Or-A— A',4 ... a,wA'_V„r-A'-A', - p 



onde 



D(p) = (p'«p)*'+*''iy(p); 



e D" (p) = sarà l'equazione D (p) = relativa all'omografia subordinata 
dello spazio S^-a-a', in sé stesso. 

Se l>h''\-h'u le radici di D"(fv)=0 saranno p' , p" , ... , p^"'\ © detta 
r - y - *'i - A',+ 1 ( 1 < Vt <r X - V - hi) la caratteristica del determinante 
nullo d'ordine r - V - Vi+ 1 , D^C/), gli spazi fondamentali dell'omografia di 
S,w;i'_ik'j in sé saranno l'intersezione Sa,-i dell' S,^a'-a'i stesso con Sa'j-i 
e gli spazi Sa--i , Sa--! ,..., S^h. Se invece \=h' + h\ non esiste in 
S,^A-A'i alcun spazio fondamentale corrispondente alla radice p' ed il 
processo si arresta. Suppongasi il primo caso, cioè X>V + A'i. Allora, 
86 S,^A-A'i-A', è il sostegno dello spazio coniugato ad Sv^-i nell'omo- 
grafia in sé di S,^-A-A'i , scegliamo i vertici Ao , Ai ,..., Ar-A'-A',-A', della 
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piramide' fondamentale (che sono fra quelli da prendersi in Sr-A-vJ 
nello spazio S,^a'-a'i-V| : si avrà 



D'(p) = (p-p)*'«D'"(p) 



posto 



D"'(P) = 



«00 -p 

«10 



«01 

an-p 



... ao,r-A'— A'i— A'a 
... ai,r— A'—Vi— A'j 



Or-A'— A'i—A'g , Or-A'— A'i— A', , 1 ... Of^A'-Aj— A'g , r-A— A'i-A'g - f> 



e per conseguenza 

D(p) = (p'-p)*'+*'^+*'-D"'(p), 

onde ì^>V+h\ + h\. 

Sia, per fissar le idee, X=A'-f Vi + A'«i cioè (/ non più radice di 
D'"(p)=0 0. Ciò essendo, lo spazio S,^a'-Ai-a'. sarà trasformato omo- 
graficamente in sé stesso e non avrà più alcun spazio fondamentale cor- 
rispondente alla radice f/: quindi Toperazione sarà arrestata e dopo le 
dette successive semplificazioni il D(p) della omografia avrà assunto 
r aspetto *): 



(9) 



Ooo-p 



Or-A'— A'i— A',,0 ... a»^A'— A'i-A'„r-A'— A'i— A',-p 

... p'-p 

... p'-p. . . 



... p'-p 



^) Non è dubbio che a ciò si deve pervenire, tutto al più quando si giunga a 
troyare p' radice (r-fl)"*^* di D(p)«>0, nel qual caso si ha un solo spasio fonda- 
nentale. Già avvertimmo (nota al n. 2) che, reciprocamente^ se esiste un solo 
spazio fondamentale Sv-i, deve essere \=^r-\-l>h' . 

*) Tralasciamo per sem][>licità di indicare i termini superiori alla diagonale 
principale del determinante (alcuni dei quali sono diversi da zero, altri sono 
mtlU) perchè la loro considerazione non occorre per il ragienamento che segue. 
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Natoralmente ascbe le forinole delF omografia ayranno subito delle suo 
oessive semplificazioni ; ma, come esse si scrivono immediatamente quando 
si conosca il D(p) e quindi il modulo, è inutile fermarsi su di esse. 

Or bene, nel determinante (9), nelle linee (r-V-*/-A't + 2)««*»», 
..., (r-V-Ki + 1)*^* si ponga p', al posto di p'; nelle linee (r-*'-Vi+2)*«*»», 
... , (r -*'+!)•«»•, si ponga p'i al posto di p' (intendendo che p'» ,p'i non 
annullino D^Cp) e di più che sieno dapprima diversi fra loro e da pO, 
e nelle linee seguenti si lasci inalterato il p". Il D (p) varierà, e, corri- 
spondentemente ad esso, varìerà Tomografia relativa dello spazio S^ in 
sé stesso : in particolare, dopo tale variazione, in essa vi saranno degli 
spazi fondamentali corrispondenti alle radici diverse p' , p'i , p\ del nuovo 
determinante D (p) = (p' - p)*' (p'i - p)*'» (p', - p)*'« D'"(p). Queste radici sono 
multiple per esso rispettivamente secondo i numeri V,Vi,Vt, giacché 
D"'{p) + per p=p' , p=p', , p=p',; mentre le radici stesse rendono ma- 
nifestamente il D(p) di caratteristica r- V+ 1 , r-*'i+ 1 , r - V,+ 1 , 
cioè corrispondono a spaz'i fondamentali ad K — 1 , A'i — 1 , h't — 1 di- 
mensioni. Si faccia ora tendere con continuità p'^ verso p'i e p'i verso p': 
lo spazio ad Kt — 1 dimensioni tenderà ad immergersi nello spazio ad 
Vi— 1 dimensioni, questo nello spazio ad V — 1 dimensioni, e Tomo- 
grafia stessa tenderà a confondersi con quella data. 

Come abbiamo operato sopra D (p) operiamo sopra J)'" (p), che é re- 
lativo alT omografia di Sr-v—A,— a*, in sé, considerando successivamente 
gli altri spazi fondamentali S^-_j , S^-._j , ... , S^^) in esso contenuti. Ver- 
remo in fine ad ottenere una omografia generale che ha per limite la 
data. Osservando inoltre che, se alcuni spazi fondamentali di punti ven- 
gono a sovrapporsi, la stessa circostanza deve presentarsi pure per le 
stelle coniugate d'iperpiani (ed anche, in senso inverso, per i loro sostegni), 
perchè dipendono dalle stesse radici di D(p) = 0, si ha adunque T impor- 
tante teorema : — Ogni omografia particolare può considerarsi come caso 
limite di una omografia generale, nella quale gli spaei (e le stelle) fonda- 
mentali vengono in vario modo a sovrapporsi — . 

Uno spazio fondamentale S^(^[ di una omografia si dirà d'ora innanzi, 

col Predella ^), nnuUiplo ò semplice secondoché in esso sono o no venuti 



^) Le omografie in uno spazio ad un numero ^fUalunque di dimensioni 
(Annali di Matem.,17 (2), 1889-90). Nella nota succeasiva Sulla teoria generale 
delle omografie (Atti della B. Accad. di Torino, 27, 1891-92), Predella espone la 
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a sovrapporsi altri spazi fondamentali, cioè secondochò la moltiplicità di 
p^*^ per D (p) è = >•*^*^ anche secondochè S^(£\ sega o no il sostegno 

Sr~j^(<) della stella coniugata. Per uno spazio multiplo S^| il modo di 

sovrapposizione è caratterizzato dall'analisi esposta, la quale mostra che, 
se S^{ sega S^^fcCO in S^<^) , se S;^(^{ sega in S^\ il sostegno Sr^^O-hj^^^ 

della stella coniugata nell'omografia di S^-j^t^), ecc., sono precisamente 
gli spazi' Sji^\ , S^(^[ , S^(fj , ... quelli che sono venuti a sovrapporsi, cia- 
scuno essendo spazio subordinato del precedente o coincidendo con esso. 

16. — Intendendo appunto che uno spazio fondamentale sia sostituito 
dagli spazi fondamentali semplici che sono venuti a confondersi in esso, 
si ha che (n. 1) per una omografia qualunque (generale o particolare) la 
somma delle dimensioni, ciascuna accresciuta di una unilày degli spazi fon- 
damentali (reali, imagi/nari o sovrapposti) è eguale alla dimensione ddlo 
spajrio ambiente aumentata di una unità. 

Si estende pure la nozione di caratteristica data per una omografia 
generale (n. 9). Anzitutto chiamasi gruppo caratteristico o caratteristica di 
uno spazio fondamentale multiplo T insieme dei numeri 

(A — 1,^1 — l,.,.fhp — 1) 

(V>:A^>...> Vp) rappresentanti le dimensioni degli spazi fondamentali 
venuti successivamente ad immergersi in esso ; denominazione che si adot- 
terà anche per uno spazio semplice, nel qual caso il gruppo caratteristico 
si limita ad un solo numero, quello che ne indica la dimensione. Si dice 
poi caratteristica di una omografia V insieme delle caratteristiche dei suoi 
spazi fondamentali, cioè 

ove i>>0,g>0,-. ,s>0* 

Quando gli spazi vengono in vario modo a sovrapporsi, e soltanto allara, 
le corrispondenti radici di D (p) divenendo eguali, alcuni degli invarianti 
assoluti divengono eguali tra loro ed all'unità. Bimangono quindi i soli 



teoria delle omografie particolari senza alcuna considerazione di limite, introdu- 
cendo gli spazi multipli direttamente, col concetto esposto alla fine di questo n. . 
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invarianti assoluti dati dalle radici distinte del D (p). Il numero di quelli 
indipendenti è sempre eguale al numero dei gruppi caratteristici dimi- 
nuito di uno. 

Si dimostrerà che per le omografie particolari vale il teorema già 
dimostrato per le generali (n. 9): essere proiettivamente identiche due 
omografie aventi la stessa caratteristica e gli stessi invarianti assoluti. 
La dimostrazione (come per le omografie generali) sarà conseguenza im- 
mediata delle formule ridotte o canoniche di una omografia particolare, 
formule utili e notevoli per sé, che ora andiamo a stabilire. 

17. — Indichiamo, come sempre, con S^.^ , S^.^ ,..., S^j gli spazi fon- 
damentali distinti dell'omografia considerata e con S^.i lo spazio a cui 
essi appartengono, onde 

Supponiamo inoltre, mantenendo le denominazioni del numero precedente, 
che nello spazio Sv_i sieno venuti a sovrapporsi successivamente gli spazi 
fondamentali (semplici) Sa'-.i , Svj-i,..., Sv -i, nello spazio Sa-_i gli spazi 
^a-_i»Sa-_p— »Sj^- _ii—7 e nello spazio S^,) gli spazi S^j),S^m,..,S^Mj : 
potendo essere, ad es., p = 0, cioè S^._j semplice, ovvero i?>0, cioè 
S^,_j multiplo, ma non tutti i numeri p , q ,..., $ nulli. 
Poniamo *) : 

^ =V +h\ +... + V, 
/ =V' +r, + ... + A% 



onde (n. 16) 

(10) i/+/+...+i/"»=r+l: 

e consideriamo una omografia generale che abbia per limite V omografia 
particolare data e nella quale quindi esìstano spazi fondamentali S\_j , 



*) Risulta dal n. 15 che g\ 9\ - ^ , g^"*"^ sono le multiplicità delle radici 

p',pV..,p(«)diD(p) = 0. 
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S V, ,..M SV^_, , SV.X » SV-, -- SV^-i ,..-. S%g , S\(«i ,..., S^(«i,, fra 
di loro affatto distinti. Gli spazY S%._j , S*;^. __p.-., S*^, _j apparterranno ad 
uno spazio S*^.^^; S*^-_j, SV^^ii— iS%- _^ ad uno spazio S*^_p e così 
via; e gli spazi S*^._j , S*^-_j ,..., S*^^ saranno trasformati omograficamente 

in sé stessi ed apparterranno allo spazio ambiente Sr . Quando Tomografia 
generale tende all'omografia particolare, gli spazi S*^,__j , S*^.__j ,..., S*^|«) 

tendono a certe posizioni limiti S ._j , S ._^ , ... , S l]^ che si diranno, col 

Predella, rispettivamente speufi caratteristici degli spazi fondamentali 
multipli S^.^ , S^-_j ,..., S^^, coincidendo S(^\ con S^| se questo spazio 

fondamentale è semplice. È chiaro che, come S*^._j , S*^._j ,..., S*^<«) per 
Tomografia generale suddetta, così anche S^._j , S^-_j ,..., S^i^i sono tra- 
sformati omograficamente in sé stessi per Tomografia particolare data, 
e che in ciascuno vi é un solo spazio fondavientale: ad es., in S,..i lo 
spazio Sv-i col gruppo caratteristico (V- 1 , Vi - I ,.••, i'p - 1). Anzi si 
rileva dalla stessa considerazione al limite che lo spazio a cui apparten- 
gono Sp'.i , Sg'^i (ad es.) é trasformato in sé e contiene i due soli spazi 
fondamentali Sv-i , S^-i aventi respettivamente i gruppi caratteristici 
(A' - 1 , Vi - 1 ,..., V, - 1) , (A" - 1 , A"i - 1 ,..., h'\ - 1) : ecc. . Ne risulto die 
i detti spazi' caratteristici sono indipendenti, perché se, ad es., S^..i ta- 
gliasse lo spazio a cui appartengono gli altri, lo spazio d'intersezione sa- 
rebbe trasformato omograficamente in sé e quindi conterrebbe almeno 
un punto unito, che dovrebbe essere di Sv-i e di alcuno degli spazi 
Sv-i » ^h"^i »—» S^i - assurdo (n. 2). Segue per la (10) che gli spcuH ca- 
ratteristici S ._j , S -_j ,..., S (;*) appartengono ad Sr . 

18. — Ora negli spazi caratteristici fisseremo opportunamente coppie 

di punti corrispondenti, e questa determinazione ci condurrà al risultato 

cercato. Dapprima, considerando (ad es.) lo spazio S^'^i ed osservando 

che degli spazi S^^'-i , S^'.i ,..., S^^.i ciascuno é contenuto nel susseguente, 

p p— 1 

si prendano h' punti indipendenti in Sy^'-i , 



A« ,..., A^ -1 > A.ji' ,..., A;^'_i , A;^' ,..., A/^'_i , 
I» p p— 1 p— 1 



così che Ao ,..., A;^'_i sieno A'^ punti indipendenti di S;^'_i ; Ao ,..., A;^ _i , A;^- , 



j 
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... , A;^'_i sieno V^^i punti indipendenti di S^^'.i ; ecc. . Poi, riprendendo la 

p — 1 p— 1 

considerazione delF omografia generale che ha per limite la data, di- 
ciamo S*/^ .|-;^'-.i lo spazio cui appartengono ^*h'-^ » S V-i • Poiché lo 

spazio SV+A'-i ^ trasformato in sé coi due soli spazi fondamentali 

S*y^_i , S*^.-i , Ogni punto di S*;^'_i, per es., sarà centro di pro- 
p p-i p 

spettiva di due S^ di S*;^+/^'-i corrispondenti passanti per S*;^ _i *). 

p—ì p p-i p— 1 

Andando al limite, S*;^.|.;^..i tenderà ad un certo spazio S;^^./^'^! pure 

p p— 1 p 1^1 

trasformato omograficamente in sé stesso e contenuto in S^'^i ; ed S*;^ -i , 

^ p 

?i*k'-i tenderanno agli spazi S;^'_i , S;^_i : onde gli Vp punti indi- 
p— 1 p p— 1 

pendenti Ao ,..., A;^ ..i di S;^'_i saranno centri di prospettiva di altret- 

p p 

tante coppie di spazi ad h'^^i dimensioni, corrispondenti nella data 

omografia, contenuti in S^^'^.;^..! e passanti tutti per Sy^'.i'). Diciamo 

p p-i p-i 

Bi,B\- due punti corrispondenti generici degli spazi prospettivi ad h'p^i 

dimensioni di cui A < è il centro di prospettiva ed osserviamo che gli 

Ap + V,_i punti 

Ao .•. A;^'_i A/^' ... A/^'_i 
p p p-i 

(11) ; 

Bo ... B;^'_i 
p 



sono punti indipendenti dello spazio S;^.|.;^'_i , perchè i punti Bo,...,B;^..i 

p p—i p 

determinano h' spazK ad V,.i dimensioni nella stella di sostegno S;^'_i , 

p-i 

i quali sono indipendenti come Ao , ... , A;^'_i (perchè ad essi corrispon- 

p-i 

dono in una certa proiettività) e quindi appartengono ad S^^^^^'.i . Di 

p p— 1 



^) Precisamente i due S^' __^ sono coincidenti, cioè si ha una omologia 

generale (ultimo alinea del n. 11) : ma preferiamo qui adoperare la parola pro- 
spettività per uniformità di linguaggio. 

') Anche qui si tratta di coppie di spazY coincidenti, e però di omologie (par- 
ticolari) aventi il centro sull*asse: e analogamente in seguito in altri casi. 



tCAP.4.on.l8] __ 86 — 

più si rammenti che un punto B^ della seconda linea del sistema (11), il 
suo corrispondente 6\- nell'omografia ed il punto A{ che gli sta sopra 
sono tre punti allineati. 

Adesso ripetiamo V operazione precedente , considerando daccapo 
Tomografia generale che ha per limite la data, ed in essa lo spazio 
8*;^'+;^' + h'^i cui appartengono gli spazi S*;^ _i , S\^i , S*;^'_i , o, dò che 

V p— 1 p—% p p—l p—t 

fa lo stesso, S*^.4.^'_i , S*;^'_i , e che è trasformato in sé, avendo S%'_i , 

p p— 1 p—t p 

SV-i » ^*h'-i come spazi fondamentali. In esso il sostegno dello spazio 

p-i p-t 

coniugato ad S*/^'_i è S*;^'+^'_i : onde, passando al limite, S*;^ .4./^' + ;^'_i 

I>-2 p p— l p p— 1 p—t 

tenderà ad uno spazio S/^'+^ .|. ^'_i , che sarà trasformato in sé per 

p p— 1 p-« 

■ 

romografia data e che conterrà lo spazio S/^^./^'.! posizione limite di 

p p— i 

S*;^+^_i . Adunque gli A'p + *'p-i Punti (11) di questo spazio saranno 

p p-i 

centri di prospettiva di altrettante coppie di spazi ad h'p^z dimen- 
sioni corrispondenti nella data omografia e passanti per S^ .1 . I punti 

p— 2 

Ao , Al , ... , A;^_i sono precisamente centri di prospettiva delle coppie di 

p 

spazi ad hfp^t dimensioni ottenuti proiettando da S;ì'_i le. coppie di punti 

p-2 

Bo e B'o , Bi e B'i , ... , B;^_i e B';^_i ; quindi, se diciamo B< e B\- (i = h'^ , 

p p 

... , A'p_i - 1) due punti corrispondenti generici degli spazi prospettivi di 
cui il centro di prospettiva è A, ; e diciamo inoltre C^ e C'< (i = ,..., h'p-l) 
due punti corrispondenti generici degli spazi prospettivi di cui il centro 
di prospettiva è B^ , otteniamo il seguente quadro di punti 

Ao . . . A;^ _i A;^' . . . A^-.i . . . A;^ _i 
p p p— i p— 2 

(12) ^ Bo . .. B^'_i B^' . . . B;^'_, 

p p p-i 

Co . . . C/^'_i 

p 

nel quale ogni punto (della seconda e terza linea) è allineato con quello 

che gli è immediatamente superiore e col suo corrispondente. Inoltre gli 

A'p + A'p-.i + AV« V^^^i del quadro (12) sono, per una ragione- analoga a 

quella detta dianzi, altrettanti punti indipendenti di S;^'-|.;^' + ;^'_i . 

p p— 1 p— f 
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Cosi proseguendo, si arriva infine a stabilire un quadro 
/ Ao ... A;^'_i ... A;^'_i ... A;^'«i ... A;^'_i ... A^-i 



(13) 



Bo . . . Bji'-i • • • B^'-i . . . By^'_i . . . B;^'_i 

P p— l S 1 

Co . . . C;^'-l • • • C/^'-l • • • C;^'-l 

p 1»-1 t 



\ 



Do . . . T>%'^i 



di sf punti indipendenti dello spazio caratteristico S^ _i , tale che ogni 
ponto, a cominciare dalla seconda linea, è allineato con quello che gli è 
immediatamente superiore e col suo corrispondente, mentre i punti della 
prima linea 9ono uniti. Si dice che un punto del quadro ed il suo cor- 
rispondente (coincidente con esso, se il punto è unito) costituiscono una 
coppia caratteristica dello spazio S^.i, mentre si chiama gruppo carat- 
teristico di Sp_i rinsieme dei soli punti del quadro stesso ^). 

Si costruiscano ora in egual modo gruppi caratteristici degli altri 
spazi caratteristici. Siccome ogni tale gruppo è di punti appartenenti 
al relativo spazio caratteristico e tutti questi spazi appartengono ad Sr 
(n. 17), gli r-f-1 punti risultanti dal riunire tutti i gruppi caratteristici 
saranno r+1 punti indipendenti di Sr, e quindi potranno assumersi come 
vertici della piramide fondamentale. Ciò facendo, vediamo come si mo- 
dificano le formule, o, ciò che è lo stesso, il modulo dell'omografia 



(14) 



(liQO Ofji ... doi • • • ^r 
^0 ^11 * • • ^\i • • • ^Ir 



arii a^X ... Ar< ••• ^rr 



^) Per dare tm significato intuitivo alle coppie caratteristiche si pensi che 
Sa* _i sia caduto in Sa'-i , muovendosi ^'i suoi punti (indipendenti) in determi- 
nate direzioni, uscenti da A^,..., A^'j-.!*, e che si sieno prese su tali direzioni rispet- 
tivamente h\ coppie (generiche) di punti corrispondenti (BoB'o),...,(B;i^'_i BVi-i)j 
analogamente quando ^h't-i ^*^® ^^ ^A'i-n ®^* 



19. — Supponiamo di prendere come vertici (100 ... 0) , (010 ... 0) , 
(001 ...0),... della piramide fondamentale successivamente i punti della 
1.*,..., (l? + l)"* linea del 1.® quadro (13), che dà il gruppo caratteristico 
di Sp._i, e poi i punti della 1.*,..., (g-f 1)"** linea del 2.« quadro che dà 
il gruppo caratteristico dì Sp--.i, e così via. 

Poiché i termini aoi , au ^ ... , art della (i-f-l)"^^ colonna del modulo 
(14) sono le coordinate del punto corrispondente air(i + l)"* vertice 
della piramide fondamentale, è chiaro che, per essere uniti nella omo- 
grafia considerata i punti Ao,..., Av-i del 1.** quadro (13), saranno nulli 
tutti i termini delle prime h colonne del modulo delF omografia mede- 
sima, tranne quelli situati sulla diagonale principale. Poi al punto Bo 
di cui tutte le coordinate sono nulle tranne ^r (h'-\-ì)^* corrisponde il 
punto B'o, il quale, trovandosi sulla congiungente il l,^ coir (A' -{-1)** 
vertice della piramide fondamentale, ha tutte le coordinate nulle tranne 
la 1.* e r (V+1)"* (che, col loro rapporto, danno la coordinata di B'o 
sopra la retta AoBq) : cosicché neir (V-f-1)"^* colonna del modulo in di- 
scorso saranno nulli tutti i termini tranne il l.<^ e r(V-4-l)'^^. Similmente 
nelle colonne (A'+2)""*,..., (A'+A'i)"* mancheranno tutti i termini, tranne 
rispettivamente il 2.* e ^(A'+2)»^..., l'Vi»* e !'(*'+ A'i)»^ Ripetendo per 
i punti C ,..., D di (13) quello che abbiamo detto per i punti B si trovano 
immediatamente ed analogamente le successive colonne del modulo fino 
alla flr'»*. Osservando poi che lo spazio fondamentale S^^i {Xf,' = ...= 
rs 2:^=0) è runico spazio fondamentale (multiplo) dell'omografia subor- 
dinata di Sg'^i{Xg'=si...=Xr=0)y si trova subito che tutti i tennini della 
diagonale principale delle prime g colonne sono eguali fra loro ed a r/. 

Ripetansi le precedenti considerazioni sul 2.^ quadro contenente il 
gruppo caratteristico di S,-^i, e così di seguito. Si giunge alla seguente 
semplice regola per ottenere il cercato modulo della data omografia : 
— Si prenda ii modulo ridotto della omografia gefieraie di cui V omografia 
particolare considerata è limite^ nel quale cioè tutti gli dementi sono nulli^ 
tranne quelli della diagonale principale, di cui i primi h! sono eguali fra 
loro, i successivi h\ sono eguali fra loro, ecc. Di questi dementi i primi 
g' A facciano eguali a p\ i stuxessivi jf' eguali a p'', ecc.: poi si trasporti 
verticalmente verso Volto il 2.^ gruppo (di A\ dementi ddla diagonale) di 
K posti; U 5.® gruppo (di h'% dementi) di h\ posti , ..., il (i>+l)"* gruppo 
(di h\ dementi) di h'^^i posti, e si attribuiscano agli dementi trasportati 
valori Xi ,..., X^' ; jii ,..., ji/^» ;...; Ti ,..., t;^* arbitrari ma diversi da Mero. Si ripeta 
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la stessa cosa per i successivi g" dementi : ecc. * Tuttociò è chiaramente 
espresso dal seguente schema del modulo ^) : 




'♦• V |i" 



ff 



^c, 



•TCj, 



*) In questo schema le sole pimteggiate grosse indicano termini diversi da 
zero. Le punteggiate fine sono semplici indicazioni di allineamenti, cioè in esse 



-.(••) 
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ove deve ripetersi pei gruppi di p" , ... , ^'^^ elementi ciò che ivi è indi- 
cato per il gruppo di ^ elementi. 

20. — Come avvertimmo nel numero precedente, le —, , ... , -^ sono le 
coordinate rispettive di B'o ,.-, BVi-i sopra le rette A^Bq,..., kh\^\ Bvi— i; 
così —, ,..., ^* sono le coordinate rispettive di Co i.-, CVr-i sopra le rette 

p r^ 

BoCo,..-i Ba'^1 Ca',-i; ecc. . Queste coordinate e quindi le Xj ,..., \h\\^i i—, ^v, ; 
... si possono ritenere arbitrarie quando si ritenga arbitrario il punto unità 
sulle rette AqBq ,..., Avi-iBa_i ; BoCo ,..., Bv^-iCav-iJ — della piramide 
di riferimento. Per ciò si osservi che il punto unità sopra AoBo (ad es.) 
è il punto ove questa retta taglia TS^^i determinato dal punto unità di 
Sr e dai rimanenti vertici della piramide. Per conseguenza, dopo aver 
date genericamente le X,[i,v,..., il punto unità di Sr deve essere scelto 
in uno spazio comune a (n. 17) 

Vi+A',+ ... +h!,+h\+h\+ ... +A%+ ... +Af '+ASr^+ ... +*r = r+ 1 - g 

dati Sr_i, e però in un dato spazio Sp_i ^). 

Inoltre ciascuno dei punti Ao,..., A^'_i dipende da A', — 1 parametri, 

ciascuno dei punti A;^* , . . . , A;^_i da A'p^i — 1 , . . . , ciascuno dei punti 

kh\ , ... , Aa'-i da A' — 1 , perchè quei punti sono contenuti rispettivamente 

negli spazi* S;^ _i , S;^ _i ,..., S/^'_i : dunque in tutto essi dipendono da 

p p-i 

A',(A;-1) + (AVi-A;)(A',_i-1) + ... + (K—h\)(K-l) 

parametri. Poi ciascuno dei punti Bq , ... , B;^ ..i dipende da Kp^i para- 

p 

metri, perchè può prendersi ad arbitrio (n. 18) in un certo spazio ad 
Vp_i dimensioni (determinato una volta scelti i punti A); ciascuno dei 

punti Co , ... , Ch'-i ) ^h ' *'* ' B^'-i dipende, per una ragione analoga, da 

p p p-i 

A p«j parametri ; ... ; ciascuno dei punti Do , ... , D^^'-i , ... , C;^' , ... , C;^'«i , 

p 3 S 



e nei posti rimanenti i termini sono nulli. Notisi ancora che (ad es.) gli elementi 
X e gli elementi |i sono su parallele alla diagonale principale, diverse se h'-^h'^ 
e coincidenti se h'^=^h\, 

^) Il dubbio che i detti Sr~i abbiano a comune uno spazio di dimensione 
>^— 1, si elimina prendendo posizioni particolari dei piani stessi, per es. quelle 
passanti per Bo,...,Ba'i; Co,...,CVs; . .. onde si hanno iperpiani fondamentali, 
i quali sono indipendenti (in £r). 
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B;^'^ ,..., B^' _i dipende da V parametri: cioè in tutto questi punti dipen- 
dono da 

hph p^i -|- h p_i Ap-t -|- — H~ A 1 A 

parametri. Si può adunque dire che il quadro (13) relativo alle coppie 
caratteristiche dello spazio Sp_i può costruirsi in 

modi distinti. 

Ne segue, facendo il ragionamento per tutti gli altri quadri, tenendo 
conto dell'osservazione fatta al principio di questo n. e ricordando le 
relazioni del n. 17, che il modulo ddV omografia particolare, prendendo 
convenientemente i vertici della piramide fondamentale ed il punto unità 
può ridursi alla forma (15) (ove le X,;j.,v,..., hanno valori prefissati 

arbitrari, diversi da zero) in co -^(^—1)+»* modi differenti, essendo 

2 A(A-1) = V(V- 1)+...+A'p(A; -!) + *"(*"- l)-h...+A%(A%-l) + ...+ 

+ A""J (U^^ - 1) + ... + Kr^ (A<r^ - 1) . 

Valgono quindi per le omografie particolari considerazioni analoghe 
a quelle fatte nel n. 9 per le omografie generali, e si trova così la pro- 
prietà comune alle une ed alle altre : Due omografie qualunque aventi la 
stessa caratteristica e gli stessi invarianti assoluti, sono proiettivamente 
identiche, e reciprocamente: e di più si può passare dalVuna alV altra con 
ao 2^*(*— 1)+*' = Qo^A*— 1 trasformazioni lineari distinte, i numeri h-l essendo 
qudli che compariscono nella caratteristica, cioè le dimensioni degli spazi 
fondamentali (distinti o sovrapposti). Nel quale enunciato la proiettività 
o trasformazione lineare ha il significato di omografia, ma acquista quello 
di correlazione se in uno dei due spazi si scambiano le denominazioni 
di punti e di iperpiani. 

E qui è opportuna, anche per Tavvenìre, Tosservazione seguente. Una 
omografia fra punti e la stessa omografia fra iperpiani, considerata però 
inversamente, non solo hanno la stessa caratteristica, come risulta dal 
n. 15, ove fu appunto osservato che al sovrapporsi di certi spazi fonda- 
mentali corrisponde il sovrapporsi delle stelle fondamentali ad esse co- 
niugate, ma hanno altresì gli stessi invarianti assoluti, come appare dal 
loro significato geometrico detto nel n. 6. Sicché, per il teorema prece- 
dente, vi saranno infinite correlazioni con cui si passa da una omografia 
alla sua inversa o, come dicesi brevemente, una omografia è (in infiniti 
modi) corrdativa alla sua inversa. 
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E, dopo ciò, si può anche notare che, nel teorema superiore, la 
proiettività o trasformazione lineare può avere il significato di correla- 
zione (senza fare scambio in alcun spazio delle denominazioni di punto 
e dMperpiano) pur di sostituire ad una delle omografie la sua inversa: 
e ciò si intenda detto anche per il seguito. 

21. — Alle proprietà ultime del n. 8 valevoli per una omografia gene- 
rale, corrispondono, per una particolare, le seguenti. 

Una omografia particolare è individuata noti i suoi spazi caratteri- 
stici (che, quando gli spazi fondamentali sono semplici, divengono questi 
spazi medesimi ) ed in essi le coppie caratteristiche, cioè i punti del qua- 
dro (13) e degli analoghi, ed i loro punti corrispondenti, e noti inoltre 
gli invarianti assoluti. Ciò segue immediatamente dalFosservare che nel 
modulo (15) figurano appunto soltanto questi invarianti e le coordinate 

-' , -J , ... , ^ , ^ , !^ , ... dei punti B'o , B\ ,..., BV, , Co , Ci , ... (suUe 
P P P pi pi 

rette AoBo , AiBi ,..., A^i-i B^i-i , B© Co , Bi Ci , ...). 

Come per una omografia generale, così per una particolare si possono 
dare arbitrariamente la caratteristica [(A'-l ,..., A'^-l ) ... (A^"*^l ,..., A*r^-1)], 
le h essendo numeri interi positivi assoggettati alle scìe condieioni K-^- Vi-|- 
...+A;+... + A<-» + M"^+... + e^=r + l, A'^A'i^...>A'p; 
... •jA^'^^^Wr'^... ^^^r^ e gli invarianti assoluti. Per individuare una 
omografia generale occorre inoltre fissare gli spazi fondamentali (arbitraria- 
mente, ma appartenenti ad S^): invece per una particolare occorre inoltre 
fissare gli spajsii caratteristici (arbitrariamente, ma appartenenti ad S J ed 
in essi le r-{-l coppie caratteristiche, come si è detto innanzi. Invero, 
assunti come punti fondamentali i punti (13) e gli analoghi, e conside- 
rata Tomografia di modulo (15), è facile verificare a posteriori che questa 
soddisfa alle condizioni volute. Dapprima si noti che il D (p) relativo si 
ottiene dal modulo sostituendo p' — p,..., p^"*^ — p a p',..., p^'*^ ed allora si 
verifica subito che le sue radici sono appunto p',..., p^'^^ Indi si moltipli- 
chino rispettivamente e successivamente le linee di D(p) per Xo,Xi,...,Xr: 
sommando ed eguagliando a zero, e poscia ponendo p = p',..., p=(/'*^ 
si hanno le equazioni degli spazi' fondamentali. Così per p = p^ si vede 
subito che le equazioni si riducono a Xh=^0 ,..,,Xr = 0, cioè sì ottiene 
lo spazio fondamentale S^ .i . Per vedere che esso e gli altri sono spazi* 
fondamentali multipli, basta considerare, invece della suddetta omografia, 
Tomografia generale il cui modulo si ricava da (15) cambiando p' in p\ 
nel gruppo di h\ elementi, p in p't nel gruppo di h\ elementi ,..., p' in 
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p", nel grappo di Kj^ elementi ed analogamente per gli altri spazi fon- 
damentali. Facendo successivamente p=p',p=p'if.., p==pV si trovano 
spazi fondamentali distinti S^_i , S^^» «i , ... , S;^'«i : ad es. S;^' i è dato 

dalle equazioni (p'i — p') a;© -+- Xi 3?*.'^= , (p'i — p') Xi + \ ^jì+i = , . . . , 
(p'i— pO xk'^^^+Ik\ a?A'+*vi = » (P'i— pO a?A'i=0, (p'i— /) a?A',+i = , ..., 
(p'i - pO a:*_i = , [ti J?A'+*'i = , [1^ J?A+*',+i = ,... Ora, quando f/p tende a 

p'p-i > p'j>-i * p'p-« >— » ® pi * P» 1^ spazio S;ì'_i tende ad immergerai in S;^'_i , 

j> j>-i 

questo in S;^'_i ... e finalmente S^ -i in S;^'_i: e così per gli altri spazi' 

fondamentali. Adunque è dimostrato quanto si voleva. 

22. — Diamo adesso, come per una omografia generale (n. 10), una 
costruzione geometrica di una omografia particolare, fissati gli spazi' carat- 
teristici S^._, , S^._j ,..., S^(«^ , in essi le coppie caratteristiche e fissati inoltre 

gli invarianti assoluti. 

Dapprima si costruisca di ogni punto di uno spazio caratteristico, 
S^._^ ad es., il suo corrispondente. Dair unico spazio fondamentale di 
Sp«i » che è lo spazio S^^.^ dato dai punti Ar, , Ai ,..., kj^._^ del quadro 
(13), si proiettino i punti Bo,...,B^' «i, C3o,...,C;^' -i,...,Do,...,D;i'-i . 

Nella omografia da costruire, a questi spazi proiettanti Sa* devono cor- 
rispondere gli spaz'i S'a' proiettanti (dallo stesso Sv-i) i punti B'o,...,BVi.i, 
C'o,..., Ca'-i>'*«»D'o,-mD'v-i dati come corrispondenti ai punti prece- 

denti : anzi è chiaro che i primi devono essere prospettivi (od omologici) 
ai secondi, essendo Ao ,..., Aa'i-.i , Bo ,...i Bav-i >••• rispettivamente i centri 
di prospettiva. Ne segue che se un punto M di Sp'_i appartiene ad uno 
dei suddetti ^x' t il suo corrispondente M' è senz' altro costruito. Se non 
appartiene, conduciamo per M in S^_i un Sp^.^..!, indipendente da Sk'-i, 
che incontrerà ciascuno di quegli S^^* in un punto, e osserviamo che questi 
punti d'incontro apparterranno airSp_v^i (n. 14, Gap. 1.*). Trovando i 
corrispondenti di questi punti, avremo V S^p.^'.! corrispondente, nel quale 
deve stare il corrispondente M' di M. Ripetasi questa costruzione co 
volte e si avrà uno spazio di dimensione S^'.tuv-i contenente M', e, 

se « ^ ^-TT- , si avrà proprio M'. 

Costruite così le omografie subordinate degli spazi caratteristici 
Sg'_i . S^._j , ... , S^M , si costruisca anche V omografia subordinata dello 

spazio S^_j , al quale appartengono gli spazi fondamentali S;^,_j , S^._j , 
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. . . , S^) : omografia che è evidentemente una omografia generale con 
questi spazi fondamentali e cogli invarianti assoluti dati (n. 10). 

Dopo ciò si noti che un S^-i , che non passi per S , S^,_j , ... , S^(jn» 
e quindi neppure per S^._j ,..., S^(^^ , sega S^_j , S^._^ ,..., S^m in w+1 spazi 
che appartengono airS^-i stesso. Se giacessero infatti in un S^-s, congiunto 
questo con un altro punto di S^^i , si avrebbe un Sr_i contenente Sp_i 
e quindi S^._j ,,.., S;^] ed allora anche S^,^^ ,..., S^j«) (perchè di questi 
verrebbe a contenere nuovi punti, cioè i nuovi che viene a contenere 
di S;^._j ...., Sfi^i): assurdo. Determinando gli spazi corrispondenti ai sud- 
detti w+1 spazi d'intersezione, si trovano quindi w+1 spazi apparte- 
nenti all'S'r_i corrispondente al considerato S^-i. Di ogni punto (conside- 
rando gli S^_i per esso) si sa adunque costruire il corrispondente. 

23.— Come applicazione delle cose dette, diamo un'altra dimo- 
strazione del teorema del n. 5. Se una omografia particolare potesse 
essere ciclica di ordine n, ripetendola n volte, cioè, come dicesi, facen- 
done la potenza n«^"^», si dovrebbe trovare l'identità. Ora, partendo dal 
modulo (15), si trova essere ciò impossibile. Infatti la potenza n^"i>^* di 
questo modulo (che, come si sa, è appunto il modulo di detta potenza 
^erima)^ quaudo SÌ attribuiscauo, per semplicità, alle costanti (arbitrarie, 
come vedemmo) X , ji , ... , t ; tc , ... ; ... rispettivamente i valori p' ; p' ; ... 
prende l'aspetto 
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che non può evidentemente essere mai, qualsiasi nO>l), il modulo dei- 
Tomografia identica. 

24. — Ci proponiamo ora di mostrare che il teorema esprìmente la 
condizione necessaria e sufficiente affinchè due omografie sieno proiet- 
tivamente identiche (n. 20) è, sotto altra forma, il seguente celebre teo- 
rema di Weierstrass ^): 

La condieione necessaria e sufficiente perchè due forme hUineari 



ih il 

si trasformino in altre due 

fer una trcLsformcunone lineare delle x nelle X e per un'altra trasforma' 
siane lineare ddle i nelle 'Z^ è che i due determinanti 

supposti non identicamente nuUi^ abbiano gli stessi divisori elementari '). 
Cominciamo dair osservare che si può, senza alcuna limitazione, sup- 
porre diversi da zero tutu i determinanti ja^j^l , \l>{h\ , \o^'ik\ 9 !^^lt|• 
Infatti, se ciò non è, siccome i determinanti |a<fc — pò^^l , \a'iu — f>ft'<fc| 
non sono identicamente nulli, potremo (in infiniti modi) trovare due 
numeri a,^ tali che risulti ja^j^ — ahn, 1 4=0, \aix — ^bn, \ 4=0, ed insieme 
la'a— a6\fc| + 0, |a'u— p6^fc| + 0. Questi determinanti sono quelli delle 
forme bilineari fict^f , /■+py , f'-\-af' , /^ + p'f': ed è chiaro che le 
forme /*, f saranno trasformabili linearmente nelle f , 7^ allora ed allora 
soltanto che le forme /*+ arp ed f+?<p saranno trasformabili linearmente 
nelle f+oLfp' ed f'-¥?f\ D'altra parte i divisori elementari di 



I>i(p) = |«u — a6<* — p(a<* — P6<0 | = | (!-?)«<* — (a-pp)ft<fc 
coincidono con quelli di 

D'i(rì = |a'a-a6',,-p(a\,-p6',,)| = |(l-p)a^,-(a-pp)6\,| 
se quelli di |a<]t-p&a| coincidono con quelli di |a^4-p&^,k| , poiché 



^) Gesammelte Werke, II, pag. 19. 

^) La nozioue di dirisori elementari fu già posta nel n. 7. 
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Di (p) 6 D^i (p) si ricavano da questi determinanti con una stessa sosti- 
tuzione lineare del parametro p. 

Adunque il teorema di Weierstrass è dimostrato in generale, se si 
dimostra nella ipotesi che i determinanti \atx\ , \btu\ , \(^'ik\ » \Vih\ sieno 
tutti diversi da zero. 

25. — In questa ipotesi poniamo l'enunciato del teorema di Weier- 
strass sotto un aspetto geometrico. Consideriamo cioè Tomografia 

(16) ^a,^x, = ^h^y, («^=0,1, ... , r) . 

Moltiplicando i due membri per U e sommando, si ha identicamente, 
qualsiansi le ix (essendo x,y due punti corrispondenti dell'omografia), 

e quindi anche, effettuando le trasformazioni (a modulo non nullo) dette 
dal teorema di Weierstrass, cioè la stessa trasformazione lineare delle Xt 
nelle X^ e delle y^ nelle Y^, ed altra qualsivoglia delle ix nelle Sj^, si 
ha identicamente, qualunque sieno le S,^, 



;§a',,x.s, = ^y,,Y 






Hcioè, per i punti X,Y trasformati ài x,y, sussistono le relazioni 
(17) ;^e*'i.X, = 2*^*Yc , (A = 0,l....,r) 

che danno quindi una omografia proiettivamente identica alla (16) ^). 

Reciprocamente, se le omografie rappresentate dalle (16), (17) sono 
proiettivamente identiche, esisterà una trasformazione lineare delle Xi 
nelle X^ e la stessa delle yt nelle Y< che condurrà dall'una all'altra omo- 
grafia. Se tale trasformazione lineare conduce precisamente dalle formule 
(16) alle' (17), allora essa e la Sjk^S]^ trasformeranno le forme bilineari 
f^f nelle f\ ^\ Se invece la detta trasformazione conduce dalle (16) alle 



*) Ovvero (più geometricamente) se le ^h sono coordinate di iperpiano in un 
altro spazio S'r le I^aihXt^^^O , Z&u^Ci^^^O rappresentano due proiettività 
fra Sr ed S'r , di cui la (16) è il prodotto. Queste due proiettività si trasformano 
nelle due ^aUx Xc Ex »0 , Iò'ìkXì Ex »0 delie quali la (17) è pure il prodotto. 
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Sa«,Xi = IBi.Yi (5=0,1,...,^) equivalenti alle (17), queste si potranno 

dedurre da esse moltiplicando per opportune costanti X,^ (5 = 0,1 ,..., r) e 
sommando: cioè le (17) si potranno scrivere così: 

2 «<• ^«*^< = 2 P<' '^•*^< (t= , 1 , ... , r); 

e per passare dalle f^f alle fy^' dovrà eseguirsi inoltre la trasformazione 

Dunque le condizioni necessarie e sufficienti per la trasformabilità 
delle fy 7 nelle f, f' sono le condizioni necessarie e sufficienti per T iden- 
tità proiettiva delle omografie (16), (17). 

26. — Queste ultime condizioni abbiamo trovato (n. 20) consistere 
nell'eguaglianza degli invarianti assoluti, meglio (cfr. nota ') al n. 7) 
nell'eguaglianza delle radici dei determinanti D(p)"|a<jt-p^<]k| > D^(p)^ 
\^\h-pViK\ ^)» ed inoltre nelPavere le due omografie la stessa caratteristica 

[(*'—! , Vi— 1 ,..., V^—l) ...(*(-)— 1 , V-)~l ,..., AM_i)]. 

Adunque, se si dimostrerà che i numeri h (di ciascuna omografia) indi- 
viduano i nnmeii Ct, esponenti dei divisori elementari (del determinante 
relativo a quell'omografia), e reciprocamente, sarà dimostrato il teo^ma 
dì Weierstrass. 

Considerando ad es. la (16) ed il gruppo caratteristico (U- 1, Vi - 1 , 
... »Vp-l) dello spazio fondamentale corrispondente alla radice p' di 
D(p) = 0, vediamo quali relazioni ci sono fra i numeri h di quel gruppo 
caratteristico ed i numeri Bì dei divisori elementari relativi a quella radice p. 

Per questo, consideriamo l'omografia (16) come caso limite di una 
omografia generale. Sia Di (p) il determinante relativo ad essa ed Sa'-i 



^) Veramente le equazioni delle omografie furono per tale dimostrazione 
prese nella forma x\«2p<]ky% ,X\=»£giJtY'i, ma le radici, anzi i divisori ele- 
mentari dei determinanti D(p),D'(p), non variano per una trasformazione lineare 
delle (16),(17)(nel caso presente la (16) si trasformi colle jc\=»Ia,fcXi ,y'*«2aijty< 

e analogamente la (17) ), in virtù del n. 7. Avrertasi poi che in questo n. 7 è 
già data una dimostrazione diretta dell'essere necessaria la condizione espressa 
dal teorema di Weierstrass. 
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Sa',-1 , ... , Sa'^-1, gli spazi fondamentali distinti corrispondenti alle sue 

radici \è\p\ ,...,p'p, spazi che tendono a sovrapporsi Tuno all'altro quando 
quelle radici si facciano tendere a p'. Intanto le multiplicità delle radici 
stesse per Di(p), per i suoi minori di ordine r, per quelli di ordine 
r-1 ,... sono date dal seguente specchio: 

D// \ min. di min. dì min. di min. di min. di min. di min. di 

yP) opd. r ord.r— 1 •'• OTd.r— A'|>+2 OTd.r^A'p+1 "• ord.r— Vi-f2 ord.*wVi+l •" ord. r-A'-H 



p' 


A' 


A'-l h' -2 


...A — Ap+1 


*' -V, 


... 


h' 




K 


-h\ 


... 


1 


p'. 


h\ 


h\-l h\-2 


,..Vi- Ap+1 


h\ - h\ 


«•• 




1 







••• 





p't 

• 
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h\ 


h't-1 h't-2 


... Aj — Ay+l 


h\ - h'p 


*•• 












■ •• 
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• • 
hp^X 


A',_.-UV.-2 


... Ap_i— Ap+l 


... 
h'^i-h'p 


■ 1 

... 
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• • • 
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• 
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p'. 
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V,-l A',-2 
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• •• 












*•« 


0. 



Quando Tomografia generale tende a quella considerata, Di(p) tende al 
D(p) relativo a quest'ultima e quindi la radice p' è multipla (riprendendo 
la notazione adottata nel n. 7) secondo 

jT-ji, = V + h\ +...+ *'p per D(p) 

m =(A'-2) +(V,-2) +...+(*;- 2) , f-1 

V-K, =(*'-*',+!)+{*', -V,+l)+...+(*',_,-A'p+l)+l , r-h',+2 , 

jiA-, =(A'-A',+ 1) + 1 „ r-A',+2 . 

lift. =1 , r-A'+2 , 
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Facendo le differenze successive per trovare i numeri et, si ottiene 



^h\+i = «A'i+ 1 = . . . = ^v =1 ^)' 

si trova cioè che Vp d^ numeri et (relativi aUa radice p') sono eguali a 
|)+1 » *p-i — *'p ^Moli a i>, A'p_» — A'p.1 e^o/i a jp— 1 , ... ,h\ — Kt 
equali a 2 ed K — h\ eguali a<2 1. Ne segue immediatamente che viceversa 
dati i numeri ei sì trovano i numeri h\ h\ ,..., V,: giacché h' è il numero 
di tutti i numeri Ci , h\ è il numero di tutti i numeri Ci meno U numero 
a quelli eguali ad 1, h\ è il numero di tutti i numeri ei meno U numero 
di qudU eguali ad ì e 2 ,..., V^ è U numero di tutti i numeri et eguali a 
p+1. n numero p-\-l indica il massimo valore dei numeri et od il numero 
degli spazi fondamentali coincidenti in Sj^%.i . Se questo spazio è semplice, 
iM), cioè i divisori elementari relativi sono tutti di 1 .• grado, e viceversa. 

Il teorema di Weierstrass (n. 24) è adunque dimostrato, anzi com- 
pletato dall'osservazione (n. 20) che la trasformazione delle f,^ nelle f\ 9' 
si può fare in cx)2:A(A-l)+r ^ ^S^»-! ^^^ diversi. 

27. — Segre ') parte appunto dal detto teorema per classificare le 
omografie. Dicendo éi\ éi\..., é^ii^o i gradi dei divisori elementari del 
determinante D(f>) corrispondenti alla sua radice p^'^ (disposti come prima 
in ordine decrescente di grandezza), egli chiama caratteristica della con- 
siderata omografia T insieme di questi numeri così raggruppati: 

Le osservazioni del n. precedente mostrano come si passi immedia- 



') Notisi che resta anche dimostrato essere ciascuno degli esponenti e^ ,...,eK' 
dei divisori elementari egpiale o maggiore del successivo. 

^ Sulla teoria e sulla classificazione delle (nnografie . . . (Mem. della R. Accad. 
dei Lincei, 19 (3), 1884). Cfr. anche il libro di Muth, Theorie und Anwendung der 
EUmentarth^ler (Leipzig, Teubner, 1899), nel qaale (§ 18) la trattazione di Segre 
è riportata con alcune modificazioni. 



tamente da questa notazione a quella del Predella, da noi adottata, e 
viceversa. Ponendo nella stessa classe le omografie cogli stessi spazi 
fondamentali (distinti o sovrapposti) si hanno, ad es., nello spazio ordi- 
nario, secondo le due notazioni, i seguenti tipi di omografie: 

i.* dtusse. 

(Predella) [0000] , [(00)00] , [(00) (00)] , [(000)0] , [(0000)] 
(Segre) [1111] , [211] , [22] , [31] , [4]. 

J2.^ dasse. 

(Predella) [100] , [(10)0] , [1(00)] , [(100)] 
(Segre) [(11)11] , [(21)1] , [(11)2] , [(31)] . 

3.^ dasse. 

(PredeUa) [11] , [(11)] 

(Segre) [(11) (11)], [(22)]. 

4.* classe. 

(PredeUa) [20] , [(20)] 
(Segre) [(111)1], [(211)] ^ 

Per ciascuna notazione il numero degli invarianti assoluti è il numero 
dei gruppi caratteristici diminuiti di uno. 



^) Veggansi nella Memoria di Prbdblla, citata nella nota al n. 15, le equa- 
zioni canoniche di queste omografie scritte secondo la regola data nel n. 19. 
Cfr. anche la nota al n. 41 dell* altro lavoro, ivi pure citato, del Predella stesao. 
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Capitolo 5.« 
Correlasloiil di nno spazio S^ In sé. 



1, — Sieno 
(1) 9i'i = ^ai^x^ (i=0,l,...,r) 

le formule che danno una correlazione (che supponiamo non singolare: 
onde |a<,t| 4^0) di uno spazio in sé, cioè di uno spazio S^ in un altro S^ 
ad esso sovrapposto, dicendo Xx le coordinate di un punto di S,. e i'i 
le coordinate dell* iperpiano corrispondente di S^ (riferite alla medesima 
piramide fondamentale ed a punto e iperpiano unità armonici (cfr. n. 4, 
Gap. 2.*) ). 

La risoluzione del così detto problema d'incidenza, cioè la determi- 
nazione dei punti dello spazio che esistono nei loro iperpiani corrispon- 
denti è immediata. Invero, se un punto x sta nel corrispondente iper- 
piano i' deve essere 



'^x,i\=0 



doè, per le (1), 



j^XiXj^ = , 



(2) ^a, 

Siccome un punto od di SV è legato al corrispondente iperpiano £ dì Sr 
dalle (n. 19, Gap. 3«) 

(3) Si = y a^ a/it (i = , 1 , ... , r) , 
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si perviene alla stessa equazione (2) se si considera un punto x di S'^ 
che giace nell' iperpiano £ corrispondente di Sr- Escludendo che la (2) 
sia identicamente soddisfatta (cioè che si abbia a<]^-hAfci = 0), caso che 
si tratterà in seguito, e ricordando una denominazione già introdotta 
(n. 18, Gap. 2.*^), si conclude che ii luogo dei punti di S^ o di SV che 
giacciono negli iperpiani ad essi corrispondenti^ è la quadrica-luogo Fg 
rappresentata dcUVequoMone (2). 

Dualmente si ha la quadrica-inviluppo 4>s definita dalla 

ove kix è il complemento algebrico di a^j^ nel determinante \aix\y come 
totalità degli iperpiani di Sr o di SV che pacano pei punti ad essi cor- 
rispondenti. 

Le F2,$2 sogliono chiamarsi quadriche d^ incidenza, 

2. — Risolviamo ora il problema degli elementi involutorì'. 

I due punti corrispondenti ad un iperpiano variabile i (considerato 
sia in S^, sia in S'r) descrivono due figure omografiche, nelle quali è 
chiaro (facendo muovere questo iperpiano intorno ad un punto) che sono 
pure corrispondenti i due iperpiani che corrispondono ad un punto va- 
riabile (considerato sia in S^, sia in SV). Questa omografia, i cui elementi 
corrispondenti sono quelli che corrispondono ad un medesimo elemento 
nella correlazione considerata e nella sua inversa, omografia la quale è 
adunque il quadrato della correlazione, dicesi appartenente alla corre- 
lazione stessa. I punti e gli iperpiani uniti dell'omografia sono tutti e 
soli i punti e gli iperpiani involutori della correlazione, cioè quelli che 
hanno il medesimo corrispondente in essa e nella sua inversa. 

Analiticamente si ha dal confronto delle (1), (3), che Tomografia ap- 
partenente ad una correlazione è data dalle formule 

2«<fc^fc = '^2^*<^* (» = 0,1 ,...,r) 

(e dualmente); e quindi che le coordinate dei punti involutori' (punti 
uniti deir omografia) devono soddisfare, indicando con [j un fattore di 

proporzionalità non nullo, alle ^ a<k a:^ = p 2 ^*« ^* > ^i^^ ^1^® 

(4) 21(^<* — P«*<)^* = (i=0,l,..,r) 

(e dualmente per gli iperpiani uniti). 



ossia 
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Adunque ì punH e gli iperpiani involuton di una carrelajrione, come 
punii ed iperpiani uniti della omografia appartenente alla corrdcufione, si 
distribmscono in altrettanti spazi e stelle corrispondentemente atte radici 
p' , p" , ... , p^*^ délV equazione 

(5) ' D(p) = |a,fc— paM|=0. 

I detti spazi e stelle di elementi involutorì si diranno fondamentali 
anche per la correlazione. 

3. — Moltiplicando le (4) successivamente per Xq^Xi^..* ,Xr e som- 
mando, si ottiene 

2 «a a?fc rPi "^ P 2 ^*< ^* ^* 

(l—p)^aif,XiXì,=0. 

Dunque, se f>4=l> le coordinate di un punto in volutorio a; devono soddi- 
sfare alle laiKXiXx=0 , mentre ciò potrà non avvenire se p=l. Ne 
th 

consegue che ogni spaeio fondamentale di punti ddla corrdagione, che non 
corrisponda atta radice p- 1, è situato sulla quadrica Fs. 
Dualmente per le stelle fondamentali di iperpiani. 

4. — Prima di esaminare più da vicino le mutue relazioni degli spazi 
e deUe stelle fondamentali, fermiamoci a considerare le corrdaisioni in- 
volutorie, cioè le correlazioni nelle quali tutti gli elementi sono involutorì, 
onde Tomografia appartenente alla correlazione riducesi all'identità. 

Dovranno le (4) ridursi ad identità nelle coordinate per un valore di p 
che sia radice della (5); quindi, per tale valore di p, dovranno sussi- 
stere le (r+1)* relazioni 

a<jt — p«fc< = (i , *=0 , 1 , ... , r). 

Senno almeno, a^, degli elementi principali del determinante \aix\ è 
diverso dazerò, segue subito dalla relazione au — pa<<=0, compresa 
nelle precedenti, che deve essere p-=l. Se invece tutti gli elementi prin- 
cipali sono nulli, qualcuno degli altri elementi del determinante \ai,,\ 
deve essere diverso da zero: sia, per es., a^j^tO (i^k). Allora dalla rela- 
zione aix = paxif compresa nelle precedenti, risulta che p ed a^^^ sono 
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diversi da zero, e quindi, moltiplicando la stessa relazione per l'analoga 
ajt< = pa<fc, pure compresa in quelle, si ottiene p*=l, donde p=±l. 

Per p=l le suddette (r+1)* relazioni divengono a^^— ajK=0: per 
[j= — 1 ,»<* + «*< = 0. Si hanno adunque due casi di correlazioni invo- 
lutorie: in uno il determinante \aix\ è simmetrico, e la correlazione dicesi 
sistema pelare o polarità, nell'altro lo stesso determinante è emìsimme- 
trico, e la correlazione suol dirsi sistema ntdlo o corrdajriMe focale. 

Nelle correlazioni involutorie la distinzione dei due spazi sovrapposti 
Sr , S'r è superflua. Vi si parla solo di punto ed iperpiano corrispondenti, 
che diremo, in amendue i casi, polo ed iperpiano pelare. Dalle proprietà 
generali della correlazione segue subito il cosidetto teorema di recipro- 
cità: — Se un punto giace nelV iperpiano polare di un aUro, viceversa questo 
giace ndV iperpiano polare di quello — . I due punti (od iperpiani) si dicono 
coniugati (n. 19, Gap. 3.®). • 

Nel sistema polare le due quadriche d'incidenza F, , 4>t sono fra loro 
aderenti (cioè gli iperpiani della seconda sono tangenti alla prima), il 
che, insieme ad altre proprietà, si vedrà in seguito (Gap. 6.^). 

Qui noteremo invece qualche proprietà del sistema nullo. 

5. — Dapprima osserviamo che nel sistema nullo, la (2) essendo iden- 
ticamente soddisfatta, ogni punto giace nel suo iperpiano polare. Vice- 
versa, se in una correlazione ogni punto giace neir iperpiano corrispondente 
(di Sr di S'r), la (2) deve essere una identità e quindi la correlazione 
è un sistema nullo. 

Il determinante |a,fc| della trasformazione, che dà il sistema nullo, è 
emisimmetrico e però, se r-^-l è dispari, il determinante stesso è nullo ^), 
ed in generale di caratteristica r. Adunque, se un sistema nullo di Sr non 
è singolare, deve essere r impari. Se r è pari esso è necessariamente 
singolare ed in generale di 1.* specie. Ma si può precisare di più. Ab- 
biasi un sistema nullo singolare di specie h (cioè il determinante \aif,\ 
sia di caratteristica r— A+1): esso deve possedere (n. 24, Gap. 3,*), per 
il fatto della involutorietà, un solo spazio fondamentale Sj^^i , i cui punti 
hanno per iperpiani polari tutti gli iperpiani dello spazio, mentre nella 
stella Sa_i deve esistere un sistema nullo non singolare, nel quale un 
Sj^ abbia per iperpiano polare queir iperpiano che è polare dei punti 
deir Sfc nel considerato sistema nullo. Siccome quella stella è uno spazio 



^) Cfr.,ad es., Pascal, Deierminanti (Milano, Hoepli, 1897), § 16. 
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ad r — h dimensioni, per la proprietà precedente, risalta così che se un 
sistema nuUo di Sr è singolare di specie A, r — h deve essere impari. 

In un sistema nullo non singolare di S^ (r impari) gli iperpiani polari 
di un Sji formano un 1„ ad esso proiettivo. Se &r^i^i è il sostegno di 
Ik , segue subito dal teorema di reciprocità che ogni pimlo di uno dei 
due spatri S^ , 8^.1^.1 hail stio iperpiano polare passahie per VàUro. Questi 
spazi Sjt , Sr-jt-.i si dicono polaH coniugati nel sistema nuUo. 

Ai punti di un Sjt si facciano corrispondere gli 8,^.1 sezioni dell* 8]^ 
cogli iperpiani polari dei punti stessi (0, come può dirsi, si seghi con 
Sjt il sistema nullo) : si ottiene evidentemente in 8jt un sistema nullo, il 
quale, se i è pari, è necessariamente singolare, in generale di 1.* specie; 
onde i detti Sj^i sezione devono passare per un punto e quindi V Sr.]t-ii 
polare di Sj^, deve avere questo punto comune collo stesso Sj^. Adunque 
due spasi polari Sj^ , 8^.^-1 ^ se k è pari^ hanno un punto comune^ ed in 
generale non più, mentre, se A; è impari, non hanno in generale punto 
comune. Ciò può vedersi anche sulle equazioni del sistema nullo (segando 
per semplicità con un 8]^ fondamentale), ad es. sulle formule ridotte 
canoniche, che ora ci proponiamo di determinare. 

6. — Supponiamo dapprima che il sistema nullo di 8r non sia sin- 
golare; onde (n. 5) r=2n-|-l- Prendasi un punto qualunque Ao e sia 
«0 il suo iperpiano polare ; poi un secondo punto Ai in ao e sia ai il suo 
iperpiano polare passante per Ao , Ai ^); indi un terzo punto A», indi- 
pendente da Ao , Al , nella intersezione di oo , ai , e sia a^ il suo iperpiano 
polare passante per Ao , Ai , As ; e così di seguito , fino a prendere un 
(n-(-l)*"*"* punto Ah, indipendente da Ao, Ai ,..., An-i nella intersezione 
di oo , tti ,..., o^i e ad indicare con a„ il suo iperpiano polare passante 
per Ao, Al,..., A«. Questi punti appartengono allora ad uno spazio 8» 
che è pure spazio d* intersezione di oo , ai ,..., a« . 

Dopo ciò, considerisi lo spazio Sn+i intersezione di oo , ai , ... , a^i , 
che contiene 8» e quindi ì punti Ao , Ai ,..., An ed in esso si prenda fm 
punto A^i indipendente da questi punti, cioè estemo ad 8n e quindi 
ad a„, e sia a,^.i il suo iperpiano polare che passerà per Ao,..., A«_i, 
A^i , mentre a„ passa per Ao , . . . , A» ed oo , ai , . . . , a^^i passano per 
Ao,...,A«+i. Poi si consideri lo spazio 8n+t intersezione di ao,ai,...,a„_9 
che contiene 8^+1 e quindi i punti Ao ,..., A^i ed in esso si prenda un 



^) Qui e nel seguito del ragionamento si tenga presente il teorema di re- 
ciprocità (n. 4), oltre al fatto del trovarsi ogni polo nel proprio iperpiano polare. 
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punto Àn+8 indipendente da questi punti, cioè esterno ad S»+i e quindi 
ad «n-i > il qual punto sia inoltre della intersezione di «n > <3c^i ; il che 
si può, perchè tale intersezione taglia S^2 in un Sn che non può stare 
neir S^i , altrimenti Oo , ai ,..., a^i (passando per un medesimo SJ non 
sarebbero indipendenti come sono i loro poli : e sia a^t l' iperpiano 
polare di A«v+2, iperpiano che passerà per Ao,..., A«^2, A^, An+i , An^-z» 
mentre o^^i passerà per A© ,..., A^i , A^i , A„+2 ; a« per Ao ,..., A* , A,»+t; 
otn_i per Ao ,..., A„4.i, e o^o , ^i ,..,, a,^__2 per Ao,..., A^+j. Indi si consideri 
lo spazio S„^ intersezione di «o, «i ,—. «n-^, che contiene S^t e quindi 
i punti Ao ,..., A^s, ed in esso si prenda un punto A,,4^ indipendente da 
questi punti, cioè esterno ad S^s e quindi ad «n-s» il qual punto sia 
inoltre dqjla intersezione di a^, , «n , a»+i , an+2 ; il che si può, perchè 
questa intersezione taglia 8^4^ in un S^-i che non può stare neU* S^^, 
altrimenti 9.o,ai,...,a^2 (passando per un medesimo S«^i) non sarebbero 
indipendenti come sono i loro poli: e sia a„4^ Tiperpiano polare di A«4^, 
iperpiano che passerà per Ao ,..., A^.^ , A^-i , A^ , An+i 1 A^+s, mentre o,»^ 
passera per Ao ,..., An_8 , A^ , An+i , A,^j , A,^^; *»+! per Ao ,..•, A»_i , A,^_|_i 
An4.2 , An^ ; flf„ per Ao , ... , A^ , A,^.2 , A^^^ 5 a„_i per Ao , ... , A^^.! , A^^+s ì 
a«»-2 P^r Ao ,..., An-|.2j ed «o > «i > •••> ^^n-s per Ao ,.-> A^+a^ Così si continui. 
Si arriverà infine ad a^n+i iperpiano polare di un punto Asn+i (che si potrà 
scegliere sopra un Si), il qual iperpiano passerà per tutti i punti A escluso 
Ao , mentre a^n passerà per tutti i punti A escluso Ai ; ocs^i per tutti i punti 
A escluso As ; ecc. . 

Siamo adunque pervenuti a costruire 2 n -|- 2 punti indipendenti 
Ao , Al ,..., Ajn+i , tali che i loro iperpiani polari <yo > ^1 ,—» «jh-i ^^^^ 1® 
faccio della piramide da essi determinata e precisamente le faccio opposte 
ai punti stessi (presi in ordine inverso) A^n+i, A^n ,— 1 Ao. Segue imme- 
diatamente che, presa questa come piramide fondamentale (e soltanto per 
una così fatta piramide), le formule del sistema nullo divengono del tipo: 

p€i = +aia;jH 



(6) 






Pitn = -Oli*?! 
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In queste fonnnle per le Oo , ai , ... , a^ si possono scegliere numeri 
arbitrari (diversi da zero), vincolando la posizione degli elementi unità. 

Cosi facendo nelle (6) le sostituzioni Xt = ki x\ i €< = 77 i\ (affinchè la 

condizione d'incidenza sia sempre lafii\ = 0), al posto di Oq, ai ,...,»« 
vengono Aio^Wi^o » hkf^ai ,..., k^iKa^, che si possono porre proporzio- 
nali a quantità qualsiansi (diverse da zero). Per es., possiamo supporre 
nelle (6) tutte le Oo , ai ,..., an eguali air unità. 

Le equazioni di un sistema nullo (non singolare) si possono scrìvere 
nella forma (6), fissando a piacere le Oo , Oi ,..., a^ (cioè i loro rapporti), 

in 00^**^'^^**^ = 00 2"~ modi diversi, perchè delle 2n-hl coordinate del 
ponto unità ne restano cosi indeterminate n-f 1 ed inoltre perchè i punti 
Ao , A] ,..., An 9 A«+i ,..., Atn+i della piramide fondamentale, per la costru- 
zione esposta avanti, si possono scegliere rispettivamente in spazi a 
2n+ 1 , 2n ,..., n+ 1 , w+ 1 ,.-.f 1 dimensioni. 

I sistemi nulli non singolari di spcuH ad r dimensioni sono proietti' 
vamente identici. Ciò segue subito scrivendo per due tali sistemi le (6), 
ove si prendano per ambedue le medesime arbitrarie Oo $ (h )— i a«. Allora 
Tomografia con cui si passa dalla piramide fondamentale e dal punto 
unità di uno spazio alla piramide fondamentale ed al punto unità del- 
l'altro spazio conduce da un sistema nullo all'altro. Conforme a ciò che 

si è detto sopra, esistono e» T7~ omografie (ed altrettante correlazioni) 

con cui si può passare da un sistema nullo ad un altro. 

7. — Supponiamo ora che il sistema nullo di S^ sia singolare di specie 
A, onde si può porre (n. 5) r — A=2n+1. Se S^^i è lo spazio singolare 
del sistema nullo, nella stella che ha per sostegno questo spazio si ha 
un sistema nullo non singolare: quindi è pure non singolare il sistema 
nullo che si ottiene segando con un S^.^ indipendente dall' S^_i, cioè 
facendo corrispondere un So ed un S^-^-i dell' Sr-h, i quali, congiunti 
coli' S^-l , danno un S^ ed un S^-i corrispondenti della stella. Cosicché, 
scelti in Sr-ji i vertici A^ , Ai , ... , At,^.i della piramide fondamentale, 
giusta la costruzione del n. precedente, ed i vertici Ast^ft^ — iAr co- 
munque in Sfc_i , le formule del considerato sistema nullo in Sr devono 
assumere l'aspetto; 
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sulle quali si possono fare considerazioni analoghe a quelle del n. pre* 
cedente. In particolare si ha che i sistemi ntdli singolari deUa stessa specie 
h degli spasi ad r dimensioni sono proiettivamente identici. 

8. — Dalla considerazione dei sistemi nulli discende naturalmente quella 
dei complessi lineari di rette di Sr , dei quali faremo qui un breve cenno. 

Siene x^oif due punti coniugati in un sistema nullo qualsiasi (cfr. n. 4), 
cioè ci!(x) giaccia nelP iperpiano corrispondente ad x{a!), o, ciò che è lo 
stesso, la retta xod esista nella intersezione degli iperpiani corrispondenti 
ad x,a!. Le coordinate dei punti x,x soddisfano ad una equazione 



2 ^1* a?< a^fc = (ait,=—aKi) ; 



r(r+l) 
dalla quale segue che le — - — - coordinate (omogenee) della retta xx\ 

Pfj^z=zXiHifj, — Xkx\ (vincolate, come vedemmo nel n, 17, Gap. 2.^ da 

~^ ' — (2 r — 2) — 1 = ~ relazioni quadratiche) soddisfano 

alla 

yiaixPiK = 0. 

Viceversa, si può ritornare da questa alla precedente. Dicendo complesso 
lineare di rette la totalità od^*"^ delle rette, le cui coordinate soddisfano 
ad un' equazione lineare, si vede adunque che un tale complesso è la 
totalità delle rette congiungenti le coppie di punti coniugati in un sistema 
nullo, cioè congiungenti i punti dello spazio coi punti degli iperpiani 
ad essi rispettivamente corrispondenti nel sistema nullo. 

Un complesso lineare è, in generale, individuato da -^ — - — 1 = 

^ ^^^ ^**^ *^^^» quanti sono i rapporti indipendenti dei coef- 

fidenti a^ della sua equazione. 
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Come per un sistema nullo (cfr. n. 5), così per un complesso lineare 
generale (cioè dato da una equazione i cui coefficienti an, sieno presi 
genericamente) devono distinguersi i casi di r pari e di r impari. Se r 
è impari il sistema nullo non è singolare e quindi le rette del complesso 
uscenti da ogni punto di Sr riempiono un S^-i. 

Invece, se r è pari, il sistema nullo è singolare di 1.* specie, cioè con- 
tiene un punto fondamentale (coniugato a tutti i punti di Sr); quindi fanno 
parte del complesso tutte le rette di Sr partenti da quel punto, che dicesi 
cettlro. Tutte le rette del complesso che escono da un altro punto qua- 
lunque X sono in un Sr.i che passa per il centro, nel quale Sr-i stanno 
pure tutte le rette del complesso uscenti da ogni punto della retta con- 
giungente X col centro. Ne segue facilmente che ogni retta del complesso 
proiettata dal centro dà un Ss tutto di rette del complesso. Cosicché, 
proiettando .il complesso dal centro So sopra un S^-i, non passante per 
esso, si ottengono in questo oo*''~^ rette, costituenti un complesso lineare 
generale, perchè, come è evidente, questo nasce dal sistema nullo che si 
ottiene come sezione, mediante rSr.i, del sistema nullo non singolare che 

SÌ ha nella stella S©. Si può dire quindi che ^ ' rette di Sr (r pari) 

individuano in generale un punto, dal quale esse sono proiettate in al- 
trettante rette di un complesso lineare di Sr-i. 

Comunque sia r, pari od impari, quando r — h è impari, un sistema 
nullo può essere singolare di specie A, cioè avere un Sh^i fondamentale. 
Si ha allora un complesso, al quale appartengono tutte le rette di Sr 
che incontrano questo S^^i , che diremo ancora centro; e si trovano pro- 
prietà analoghe a quelle dette sopra per A=l e che tralasciamo di enun- 
ciare. Noteremo soltanto che, se A— l = r — 2, il complesso lineare è 
costituito da tutte e sole le rette che incontrano il centro Sr^. Cosi, per 
r=2, si ha il fascio di rette (solo caso possibile), per r=3 ed r=4, 
si hanno i complessi costituiti dalle rette incontranti un Si ed un St (soli 
casi particolari rispettivamente possibili) ^). 

Dalle equazioni ridotte di un complesso (n. 6, 7), nelle quali i coeffi- 
cienti Oo, -ai,...,=Fan si indichino con bo,hi,...yKj si trae poi che 
Tequazione di un complesso lineare si può scrivere sempre nella forma 

*OÌ>0,tw+l + blPì,tn + ... + 6nl>«.ti+l = 



^) Qfr. CiSTifiLMUOvo, Ricerche di Geometria della retta nello spazio a quat- 
tro dimensioni, (Atti deirist. ven., 2(7), 1891, pag. 856). 



avendo posto r — A=2n-f-l ed intendendo che h possa avere anche il 
valore zero, nel qual caso si ha il complesso lineare generale dello spazio 
a 2n-|-l dimensioni. 

9. — Rivolgasi ora di nuovo V attenzione alle correlazioni, non invo- 
lutorie né singolari di uno spazio in sé, per approfondirne lo studio. 

Dicasi Y una tale correlazione ed o) V omografia ad essa appartenente. 
Questa essendo il quadrato della correlazione, cioè a>=']f*, si ha che 
tóY=Y*=Y . Y*=T^ 6 quindi tma correlazione e Tomografia che le appar- 
tiene sono penmUabiii, cioè ciascuna è trasformabile in sé mediante Taltra 

(()0=Y"~*(OY , Y=<'»~W^)' 

Ora una omografia (o che sia permutabile con una correlazione y gode 
per questo solo fatto di notevoli proprietà. Dicasi y' ^^^ correlazione che 
trasformi a> nella sua inversa o»~^ (n. 20, Gap. 4.^) ; allora, poiché la cor- 
relazione Y) per r ipotesi, trasforma (o~^ (come co) in sé, é evidente che 
Tomografia y't> prodotto delle due correlazioni, trasforma a> in ci)-\ 
Dunque ogni omografia co permtdaòUe eon una corrdatdone y è omografica 
(in i/nfinìti modi) alla stia inversa (o~~^ 

Segue, dicendo Sv~i , S^.-i ,..., S^) gli spazi fondamentali ed Sr-^i 

Sr-v , ... , Sr~h(*") i sostegni delle stelle fondamentali di (o (spazi e stelle 
pure fondamentali per oo^^) , che, se a; , y sono due punti corrispondenti 
di CD e ^ , y ,..., j»*'*^ i punti d'incontro di xy con S^^.^ ,8^-*-, Sr_k<«), i 
punti a?, y , /, / ,.,., £^"*^ devono costituire (n. 6, Gap. 4.<») una forma proiet- 
tiva ai punti stessi, altrimenti disposti, ad a? , y corrispondendo rispet- 
tivamente y , a;. Si ha cioè una involuzione di cui (xy) è una coppia e 
di cui le altre coppie debbono essere formate dai punti /, /',.-. ^"^K ecce- 
zion fatta eventualmente di uno o due di questi punti che fossero uniti 
per l'involuzione stessa. Se, ad es., (//') éuna coppia di tale involuzione, 
ciò significa che nella trasformazione omografica yW di a> in ar^ la stella 
Sv-i di sostegno S^^v si è trasformata in Z^-.i di sostegno S,..^- e questa 
in quella, e parimenti che si sono scambiati S^-i, Sk--i. Onde il gruppo 
caratteristico di S^'^i (o di S^.i) dovrà essere eguale a quello di Sj^--_i 
(o di Sv-i): ed inoltre, essendo (n. 2) p',p" le radici di D(p) = corri- 
spondenti agli spazi fondamentali S^ ..i , ^^--i » cioè (Gfr. il citato n. 6, 
Gap. 4.®) p', p" le coordinate dei punti /, /' sulla congiungente i punti ar,y, 
assunti questi come 0, oo, deve essere f/f/'=l (nota seconda al n. 3, 
Gap. 3.*). Goncludiamo che per una omografia o) permutabile con una cor- 
relazione il D(p) deve essere a radici reciproche^ oUre, eventualmente^ alle 
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radici + 1 , — 1 , e che due spazi (o stelle) fondamentali corrispondenti a 
radici reciproche devono avere eguali gruppi caratteristici. 

Chiameremo associati due spazi (o stelle) fondamentali di oo, corrìspon- 

denti a radici reciproche p^*\ -^7, e U indicheremo con S^^ , S'^^(o S^^, 

^'*Ill)- ^^^ 1* correlazione y', due spazi associati S^^^ , S';^\ si mutano 
rispettivamente in £^^ , I'^^ e, per Y omografia / y» gU stessi spazi si 
mutano, secondo ciò che dicemmo innanzi, in S'^^ , S^[l\ : quindi, per la 
correlazione 7, le stelle 1^\ , ì/f<j\ si mutano ordinatamente negli spazi 
^'jii\ » ^^\ » ® viceversa. Adunque uno spajsio fondamentale Sfi^\ dM' omogra- 
fia e» (non corrispondente aUa radice +1 -ì) si trasforma, per la corrda- 
orione 7 permutabile con co, nella stdla 11'^)^ che è coniugata allo spcuno S'^)^ 
associato ad S^^)^ , ^ viceversa. E così S';^\ si trasforma nella stella £^^ 
coniugata ad S^{ , e viceversa. Avvertasi che S^\ (n. 4, Cap. 4.*) esiste 
nel sostegno S'^_^«) della stella S'^i^ (e così S'^{ in S^_^«)) . 

10. — Venendo al caso nostro di una omografia od appartenente ad 
una correlazione 7 (non involutoria, né singolare), si hanno adunque, in 
co, coppie di spasa (ed anàlogamente di stelle) fondamentali associati S^-i, 
S\'_i ; S)i-_i , S\'_i ; ... ; i due spazi di ciascuna coppia essendo di eguale 

gruppo caratteristico e corrispondenti a radici reciproche p\ —, ; p", —, ;...; 

P P 

di D(.o), oltre gli spazi fondamentali (esistenti no), Sjt_i,S|.i, corri- 
spondenti rispettivamente alle radici — 1 , -f 1 * sp^^ (^ stelle) che sono 
detti fondamentali anche per 7 (n. 2). I punti di uno spazio S,^^j\ hanno 
neUa correlazione 7 per corrispondenti (in doppio modo) gli iperpianì della 
stella l'j^) coniugata in (a ad S'^) (e viceversa), i quali iperpiani passano 
per lo stesso spazio S^\ : mentre ciò non è in generale per i due spazi 
Sjt_i , Si-i, avendosi soltanto che ogni punto di S^.i esiste neir iperpiano 
corrispondente (in doppio modo) al punto, perchè Sjt-.i sta sulla quadrica 
Ft (n. 3). Anzi, se S^^i , S|.i sono spazi semplici di co e quindi non segano 
i' sostegni delle stelle Ik^i , £|_i (loro corrispondenti in 7), è chiaro che 
si hanno in Sjt-i , Sj.i due correlazioni involutorie non singolari (ad ogni 
punto corrispondendo rispettivamente le sezioni Sk-t , S{.t coir iperpiano 
corrispondente) che sono rispettivamente un sistema nullo ed un sistema 
polare : onde segue che in quel caso k deve essere pari ^). 



^) E segue anche, quando esiste Sjt^i , che la quadrica F^ è specializzata k 
volte ed ha Sjt.i per spazio doppio (Cfir. n. 5, Cap. 6) : giacché F^ ha per equazione 
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11. — Possiamo distìnguere le correlazioni in generali e particolari 
come le omografie che ad esse appartengono. 

Di una correlazione generale a cui spettino gli spazi' Sa-i , SV~i ; 

S^-_j , S\-_, ; ... ; S^^ , S'^i ; S^^ ; S^^ corrispondenti alle radici p', -? ; 
p''i-ir; — ;f^"*\-(^); — l ; +1 del determinante D(r>), si può il modulo 

P r 

in forma ridotta o canonica scrivere così ') : 



1 >:^ ! 



1 • V** 



ff 



//' •eN* 



.<►• 



P > 



>-^-' 



1- 



VP 



,(•*): 



i(»«) 



Vf>* 



k\* 



A' : 



^ 



*^^'' 



i^' 



1 



.1 



-1 



-1 



,.<^''* 



-1 



l^v^ 



.^" 



\ 



1 



2!a<fcX<ae\t»0, ossia l{aiK-j-ahi)XiXh=0 e quindi il suo discriminante è 
|a<> + «*<l» cioè quello che diventa D(p) per p = — 1. 

*) S' intende, come altrove, che sono nulli tutti i termini non indicati con 
lettere, numeri o punteggiate grosse e quelli delle punteggiate fine, le quali ser- 
Tono solo per allineamenti. 
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Infatti Tomografia appartenente alla correlazione è nna omografia gene- 
rale coi detti spazi fondamentali (semplici) corrispondenti alle dette radici 
del D(p), perchè il suo modulo risulta coi termini tutti nulli, tranne quelli 
della diagonale principale che sono ordinatamente 

^ ^f \ Z- r? r* I- _. o<"») r<*») 1 1 111 1 

P ••• P / ••• / P •••P n ••• ir ••• P ••• P ^(m) ••• ^(m) *■ *• ••• ""^^-^A ••• * • 

P P P P P P 

Notisi che non solo deve essere k pari, ma, se r è pari, deve essere 
2:^&ed impari. Àirinfuori di queste restrizioni, i numeri (interi) h\K\...,k^l 
ed i valori (non nulli) di (/, f/',.., si possono prendere arbitrariamente. 

12. — Aggiungiamo alcune osservazioni su quelle correlazioni parti- 
colari che si possono considerare come casi limiti delle generali (coi 
medesimi spazi fondamentali). 

Uno spazio fondamentale (multiplo) di una tale correlazione partico- 
lare può nascere in due modi diversi. Può avvenire, mantenendo le in- 
dicazioni date avanti, che gli spazi* Sa_i , Sh-~i , S^-^i , ... cadano succes- 
sivamente ciascuno nel precedente (A'>A" _' A'"^ ...)> e quindi che si 

abbia r/ = o" = p'" = ... ; ma allora deve essere anche -, = -, = -^ = ... e 

però devono sovrapporsi anche gli spazi S\.__i , S\-«i , S'^. _i , ... : si trova 
quindi che, se esiste uno spazio fondamentale corrispondente ad una ra- 
dice p' diversa da ±1, avente il gruppo caratteristico 

(7) (A'-i ,r-i ,r-i,...), 

esiste anche un altro spazio fondamentale corrispondente ad -, collo 

stesso gruppo caratteristico (7), come già sappiamo dover essere per una 
correlazione qualunque. 

Oppure può darsi che uno spazio fondamentale della correlazione 
particolare nasca da ciò che lo spazio S^.i (così indichiamo indifferen- 
temente lo spazio S,_, Sfc^i), corrispondente a +1 o — 1 di una cor- 
relazione generale, cada in uno spazio S^\ ed allora con questo deve coin- 
cidere anche lo spazio associato S'^)^ (per essere p^'^ = -jfA e parimenti 

lo spazio ottenuto cada in un altro S^(j-i) col quale deve pure coincidere Tas- 
sociato S'^-^), e così di seguito; e poi che in Si^./ cadano altre coppie 

9 
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di spazi' associati : cioè insomma che il gruppo caratteristico corrispon- 
dente allo spazio fondamentale sia 

(8) (V-1 , V-l , y-l,*"-! ,..., A^'M ,A^^M , A~l , A<»+^M , A^w)_i ,...,A('-H"L-i,a('-h»i»i). 

Può darsi solo il primo fatto (f»=0), ovvero solo il secondo (Z=0) o 
nessuno dei due (2=0 , m=0) se lo spazio Sh-i è semplice per la cor- 
relazione particolare: e può anche darsi che non esista nella correlazione 
generale lo spazio S^-i, corrispondente a +1 o — 1j e che questo 
nasca dal sovrapporsi di coppie di spazi' associati (^0 , A-0 , o fi»-0 , A-0). 
Ma qui si presenta ora un^ osservazione che deriva dal seguente notevole 
teorema di Eronecher ^): — 1 divisori elementari dd determinante carat- 
teristico D (p) di una correlazione qualunque corrispondenti a radici reci- 
proche^ diverse da +1, devono essere a coppie di egual grado, quelli di 
grado impari corrispondenti alla radice -la coppie di egual grado e 
qudli di grado pari corrispondenti alla radice +1 pure a coppie di egual 
grado ■). 

La prima parte di questo teorema è soddisfatta senz'altro dal pre- 
sentarsi a coppie i gruppi caratteristici (7), mentre la seconda parte 
(quella relativa alle radici +1) stabilisce una restrizione per i numeri 
h\h'\.,. del gruppo caratteristico (8). In vero questo gruppo, scritto 
cogli esponenti dei divisori elementari (secondo la regola del n. 26, 
Gap. 4.<») è 



(222... 444 2/,2Z,... 2^+1,2^+1,... 2?+3,2i+3, 



...2Z+2III— 1 , 2Z + 2III— 1,... 2Z+2iii + l,2Z + 2iii+l,...); 

colla quale scrittura indichiamo che esistono V— W divisori elementari 
di grado = 2 , W — V di grado = 4 , ecc. Dunque, per la detta seconda 
parte del teorema di Eronecker, se il gruppo (8) corrisponde alla radice 



^) Beri. Monatsberichte, 1874, pag. 440 e seg. — Cfr. anche Sborb, Bicer- 
che sulle omografie e correlazioni,., , (Mem. deirAccad. di Torino, 37(2), 1886) 
n. 10. 

*) Per il segno dato precedentemente a p, confrontando coi citati lavori di 
Kronbckbr e Seore, bisogna scambiare -|-1 con —1. 
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— 1, devono essere numeri pari le diflferenze h — A^^+*^,...,fe^^+'""*^ — A<'+«J 
ed il numero W+~\ ossia pari tutti i numeri h , A^^+*' , . . . , A<^+"^; e, se 
corrisponde alla radice -f 1 , devono invece essere numeri pari le diffe- 
renze hf—h\...,h^'^—h. 

Si può dimostrare che viceversa ogni correlazione particolare che 
possegga soltanto spazK fondamentali di gruppi caratteristici (7), (8), colle 
restrizioni ora dette per il gruppo (8), necessarie per V esistenza della 
correlazione, è limite di una correlazione generale (avente distinti gli 
spazi fondamentali che in quella sono in vario modo sovrapposti) ^). 

Ricordiamo pure il teorema, dovuto a Kronecker, valevole per due 
correlazioni qualunque: — Condisnone necessaria e sufficietite affinchè due 
corrdcmoni sieno proiettivamente identiche è che sieno tali le omografie ri- 
spettivamente appartenenti ad esse, 

13. — Terminiamo Targomento delle correlazioni di uno spazio in sé 
colla proprietà seguente. Vedemmo (cfr. n. 9) che due punti x , y corri- 
spondenti ad un iperpiano in una correlazione y e nella sua inversa, e le 
coppie dei punti d'intersezione della loro congiungente a; y coi sostegni 
delle stelle associate formano una involuzione; correlativamente sono 
coppie di una involuzione i due iperpiani i , y] corrispondenti in 7 ad un 
punto e le coppie dMperpiani che proiettano dalla loro intei*sezione £7] gli 
spazi associati S^<^ , S'^^^^) . Queste involuzioni, possono mettersi in rela- 
zione con una certa serie di correlazioni. 

Rappresentando v colla ^ai^ afiXk = Oj onde la sua inversa sarà rap- 
presentata dalla ^auix\ Xi, = 0, la serie di correlazioni, che si vuol con- 
siderare, è quella data, al variare di p, dalla 

^aij,ixfiXK — py^aKiixfiXK=y(aiK—paKi)3!^i^k = 0t 



*) La verità di queita afférmazione e dell* esistenza di correlazioni partico- 
lari ( non soddisfacenti alle dette condizioni ) che non si possono ritenere come 
limiti di correlazioni generali (cogli stessi spazi fondamentali) è messa in luce 
nel lavoro del dott. S. Mbdioi, Sulle omografie e sitile correlazioni ..., (Giornale 
di Matematiche, 1906): nel quale si trovano pure dimostrati in forma geome- 
trica i due teoremi di Krombckbr del presente n. coir aiuto delle equazioni ca- 
noniche di una correlazione qualunque (dedotte riducendo la questione ai tipi 
cosidetti elementari). Nel lavoro stesso si troveranno inoltre varie indicazioni 
bibliografiche suU* argomento trattato. 
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e che si può chiamare opportunamente fascio di correlazioni (individuato 
da una correlazione 7 e dalla sua inversa). È subito visto (cfr. n. 1) che 
le quadriche d'incidenza di una correlazione generica del fascio sono le 
stesse Ft , 4>, di Y e che sono pure gli stessi gli spazi e le stelle fonda- 
mentali. 

Inoltre ogni correlazione del fascio (data dal valore p) ha la sua inversa 

nel fascio stesso (data dal valore reciproco - ] . Si hanno così infinite 

coppie di correlazioni, che sono le coppie di una involuzione nel fascio 
stesso ; involuzione, i cui elementi doppi corrispondono ai valori di p = + 1 . 
Tali sono le correlazioni rappresentate dalle due equazioni 

(9) y («iji— aM)a^<i»* = , y{aii, + aì,i)sfiX^ = 0; 

di cui la prima rappresenta un sistema nullo e la seconda un sistema polare 
(quello relativo ad Fj (cfr. nota del n. 10)); le quali sono correlazioni in vo- 
lutone singolari cogli spazi fondamentali Si_i , S,t-i > se questi esistono (per 
essere i determinanti | a^^ — «*< | , | «<* + a^* | valori di D (p) per p = ± 1). 
Sono poi coppie dell' involuzione le coppie di correlazioni date dai va- 
lori p^^), -|7) , correlazioni (inverse) singolari aventi per spazi fondamentali 

Cosicché, se di un punto (0 di un iperpiano) si prendono gli iperpiani 
(0 punti) corrispondenti in ogni correlazione del fascio e nella sua inversa 
si ha una involuzione di iperpiani (0 di punti), che è manifestamente 
quella indicata al principio di questo n. . 

Di un punto (ad es.) si considerino i due iperpiani corrispondenti 
in 7 e nella sua inversa ed i due iperpiani corrispondenti nelle correla- 
zioni involutorie (9); si hanno, per le cose dette, quattro iperpiani armonici. 
Dunque, presi i due iperpiani carrispondeìUi ad un punto in una correlar 
zione e nella sum inversa, V iperpiano del loro fascio che passa per il punto 
e V iperpiano coniugato armonico di questo rispetto a quei due corrispondono 
rispettivamente al ptmto stesso in un determinato sistema nuUo ed in un 
determinato sistema polare: e dualmente ^). 



*) Questo teorema è caso particolarissimo di un teorema generale (vedasi 
Bbrzolari, Sulk corrispondenze algebriche,,, , (Rendiconti dei Lincei, 4 (5), 1895) 
n. 3. 



Capitolo 6.* 



Qnadrlclie, 



1. — Vedemmo nel Gap. precedente che il sistema polare rappresen- 
tato dall'equazione 

(1) y^ai^afiX^ = 

dove aii^=ak{ ed |a{jt|4=0, ha per quadrìca dei punti incidenti quella 
data dair equazione 

(2) 2 ^<* XiX^ = 0. 

Viceversa, perchè l'equazione di una quadrìca qualunque (già definita 
nel n. 18 Gap. 2) può sempre scriversi nella forma (2), con a<fc = afc<, 
si ha che ogni quadrìca si può ritenere come quadrìca dei punti incidenti 
di un determinalo fdstema polare. 

Le (2), (1), se vi si fa a+i=... = ^r = e j;\+i= ... = a?'r = 0, 
quando non sieno identicamente soddisfatte, danno le equazioni di una 
quadrìca dello spazio fondamentale Si, = Ao Ai...A)t e del relativo sistema 
polare. Adunque uno spando lineare Sx , quando non stia sopra una quor 
drica, sega questa ed il relativo sistema polare in tma quadrìca e nel rela- 
tivo sistema polare deirSk medesimo. 

Se due quadriche, rappresentate dall' eguagliare a zero due forme 
^aixXiXn, , IbikXi Xk, sono identiche, queste forme stesse devono es- 

ik ih 



sere identiche a meno di un fattore. Quindi essendo 



rn- 



{r+l)(r+2) 



2 
^ . -f-1 il numero dei coefficienti atx che comparìscono neUa (2), 
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si dice che le quadriche dello spazio Sr sono od « , anzi, la (2) conte- 
nendo quei coefficienti linearmente, si dice di più che costituiscano un si- 

stema lineare di dimensione -^ — - . Per —^ — ~ punti generici dello spaziò 

passa una ed una sola quadrica ^). 

In seguito una quadrica di S^ si indicherà con Y^.] (perchè, come 
si dirà nel Cap. 9, è caratterizzata dall' essere una varietà algebrica ad 
r— 1 dimensioni e di 2.® ordine). 

2. — Se Xyoi sono due punti di S^ , un punto della retta che li con- 
giunge ha le coordinate \Xi'\-}}.oi i : sostituendo queste coordinate nella 

(2), si ottiene T equazione del 2.<> ordine in ^ 

(3) X«2«<*^<a;* + 2X{i. ya,fca;,a?\ + |i.» 2^<*^«^*=^» 

le cui radici sostituite nelle espressioni delle coordinate stesse, danno 
i due punti in cui la Vt-i rappresentata dalla (2) è incontrata dalla 
retta a;y. Se i due punti x ^oi sono coniugati (cfr. n. 19, Cap. 3.<*) nel 
sistema polare (1), la precedente equazione ha le radici eguali e di segno 
contrario, e reciprocamente. Onde, se due punti sono coniugati in un sin 
stema polare, essi sono separati armonicamente dai due punti ove là loro 
congiungente taglia la quadrica V^-i dei punti incidenti in quél sistema. 
Due tali punti si dicono coniugati anche rispetto a questa quadrica e 
r iperpiano polare di un punto x nel sistema polare medesimo, detto anche 
iperpiano polare di x rispetto a V|._i , viene definito come il luogo dei 
punti coniugati di x rispetto alla Vr^i , cioè dei coniugati armonici di x 
rispetto alle intersezioni di V^-i cdle trasversali uscenti dal punto x. 

Due punti coniugati rispetto ad una V'.i lo sono anche rispetto alla 
Yì.i sezione di essa con un S,t passante per quei due punti, e recipro- 
camente. 

3. — Se un punto x giace sopra V^_i ed a?' è un punto qualunque 
ad esso coniugato (cioè soddisfacente la (1)), T equazione (3) per de- 
terminare i punti ove la loro congiungente taglia la quadrica diviene 



^'i' 



i\ 



x\ af^ = : 



^) Per altre proprietà che si coUegano alla precedente vedasi U Cap. 8 sulle 
ipersuperficie in generale. 



quindi, o il punto oi non giace su Vt^i ed allora (i* = , doè le due in- 
tersezioni deUa retta xoi colla Vt^i coincidono in x^ od il punto d giace 

sulla quadrica ed allora ^ è indeterminato e quindi tutta la retta xoi 

giace sopra V*_i . Dicendo tangente una retta che incontra la quadrica 
in due punti coincidenti, risulta adunque che Yiperpiano polare di un 
punto ddla quadrica contiene U punto medesimo e tutte le rette tangenti 
alla quadrica nei punto, e contiene inoltre tutte le rette e quindi anche tutti 
gli spaili lineari situati sulla quadrica e passanti per U punto. 

Per queste proprietà V iperpiano polare di un punto della quadrica 
dicesi tangente alla quadrica in quel punto. Per il teorema di reciprocità 
(n. 4, Gap. 5) gli iperpiani tangenti e quindi le tangenti da un So od una 
quadrica hanno i loro punti di contatto neU^ iperpiano polare di quéU' So . 

Se x,af sono due punti di Y'-i , coniugati rispetto ad essa, il piano 
tangente (polare) in a; passa per ed (e reciprocamente): onde or :i/ giace 
per intero su V^^i . Dunque ogni Si congiungente due punti di una qua- 
drica, coniugati rispetto ad essa, giace sulla quadrica. Ne discende su- 
bito (notando che, se un punto è coniugato a più punti indipendenti, 
lo è a tutti i punti dello spazio da essi individuato) che, se k punti indi- 
pendenti stcmno su V^.i e sono a due a due coniugati, V S;t_i da essi deter- 
minato giace per intero sulla quadrica. 

4. — Condizione necessaria e sufficiente perchè V iperpiano i polare 
di un punto x (di equazione (1), se le Xi sono le coordinate correnti) 
passi per x è manifestamente che questo punto sia di V' _i . Ne segue 
che per le coordinate £< di un iperpiano tangente alla quadrica nel punto 
X si ha il sistema di equazioni I.ÌkXx-0, {^ii-^aixXx (i = 0, 1 ,..., ^), 

dalle quali, eliminando le Xì,, trovasi 

(4) §Au5.5. = 0, 

indicando con A<à il complemento algebrico di aix nel determinante |a<jt| 
supposto ^ 0. Ciò significa che gli iperpiani tangenti di una quadrica luogo 
costituiscono una quadrica inviluppo, la quale si dice aderente a quella : e 
correlativamente. 

Le due quadriche Ft,4>s (n. 1, Gap. 5/) di una correlazione sono 
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quindi per un sistema polare due quadriche aderenti. La reciproca non 
è vera^). 

5. — Le cose esposte nei n. 1-3 sussistono anche se |a<fc|=0. Se 
questo determinante è di caratteristica r — A-f-l» il sistema polare de- 
finito dalla (1) dicesi singolare di specie h (cfr. n. 24, Gap. 3.®) e la quadrica 
rappresentata dalla (2), che si indicherà ancora con V^-i, si dice qu€h 
drica h volte specìalieeata o cono quadrico di specie h. Il sistema polare 
(per essere involutorio) ha un solo spazio singolare S^^i dato dalle equa- 
zioni (riducibili ad r — A+1 indipendenti) 

(5) 2«<*^» = (i = 0,l,...,r), 

i cui primi membri sono (soppresso il fattore 2) le derivate parziali ri- 
spetto alle coordinate del primo membro dell'equazione (2) della quadrica. 

Ogni punto di S^^i ha per iperpiano polare un iperpiano qualunque 
di Sr, mentre ogni altro punto di Sr Aa un iperpiano pelare determinato^ 
passante per Sjk_i, che non varia quando il punto varia in un S^ passante 
pure per V S^^i . Inoltre questo spazio singolare non solo giace suUa V*_i 
ma gode della proprietà che ogni retta uscente da un suo punto od ha ivi 
un incontro hipunto cdla V*_i o giace per intero su di essa. Ciò risulta 
subito dalla (3) che, per le (5), si riduce a (i.' = se a/ non appartiene 
alla quadrica, e diviene indeterminata se vi appartiene. 

Perciò ogni punto di S^i-i si dice punto doppio della quadrica e lo 
spazio Sfc-i si dice spaim doppio della quadrica medesima. Condizione 
necessaria e sufficiente perchè un punto sia doppio per una quadrica è 
che r iperpiano polare del punto sia indeterminato, ovvero che il punto 
abbia per coniugati tutti i punti dello spazio. 

Da ciò che si è detto sopra segue che ogni S^ congiungente S,^i con 
un punto della quadrica Vt-i giace su essa ; e di più, ricordando che tutti 
i punti di queir S^ hanno lo stesso iperpiano polare, si ha, per il n. 8, 
che tutti i punti di un S* passante per Sa_i e giacente sulla quadrica Vt-i 
hanno lo stesso iperpiano ta/ngente (contenente Sj^. 



^) Ad es.,ìn 83 il prodotto della polarità rispetto ad una quadrica e di una 
omografia (biassiale) che abbia per rette fondamentali due rette dello stesso 
sistema della quadrica è una correlazione non involutoria (se tale non è Tomo- 
grafia) avente per punti e piani d^incidenza i punti ed i piani tangenti della qua- 
drica stessa. 
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Perchè una quadrica si specializzi h volte, a quante condizioni devono 
essere assoggettati i coefficienti a^jt della sua equazione (2)? Siccome la 
caratteristica del determinante \aix\ deve essere r — A-j-l, occorre e 
basta che si annullino tutti i suoi minori di ordine r — A-j-2, che sono 
intomo ad un minore principale (ad es.) di ordine r—h'\-l ^). Per essere 

I o<k I simmetrico , queste condizioni sono h -\ — = J" . Tale è 

adunque il numero richiesto. 

6. — Per il già citato n. 24, Gap. 3.*, la corrispondenza involutoria che 
si ha neUa stella di sostegno S/^i è un sistema polare non singolare. 
Segando con un Sr-^ indipendente dall' Sk-i si ha un sistema polare non 
singolare, la cui quadrica è quindi una WI^k^i non specializzata, ed in questo 
sistema polare ad ogni punto corrisponde F 8^-^.1 sezione, mediante S^-j^, 
tieir iperpiano polare del punto stesso nel sistema polare singolare dato. 
Per conseguenza la Vr.)k~i è sezione della V r^i , o questa proiezione di 
quella. Adunque una quadrica con un ^k~-\ doppio può ottenersi proiettando 
da esso una quadrica non specialia0ata di un Sr.K> 

Ovvero si possono considerare gli S^ costituenti la quadrica Yr-i, nella 
geometria della stella che ha per sostegno S^^i, come gli elementi di 
una quadrica non specializzata, la quale fu chiamata da Segre ') quadrica 
nucleo. Cosi una quadrica specializzata r - 1 volte, cioè con un Sr.t doppio, 
che evidentemente è costituita dai punti di due Sr-i passanti per queir S^-t» 
ha per quadrica nucleo il sistema di questi due iperpiani (quadrica non 
specializzata di un £i).. 

Correlativamente, gli S^.i passanti per gli S^-^ tangenti ad una qua- 
drica non specializzata di uno spazio Sr^^+i , subordinato ad S^ , costi- 
tuiscono una quadrica inviluppo di Sr (di cui quella è quadrica nucleo) 
specializzata h volte, cioè con un X^.i doppio avente per sostegno lo 
spazio S^^jt^.!. 

Se poi si tien conto di ciò che ogni S^^i per un punto doppio di una 
quadrica luogo si può considerare come iperpiano tangente, è chiaro che 
una quadrica luogo specializzata una volta, cioè con un solo punto doppio, 
ha, nello spazio ambiente Sr , per quadrica inviluppo questo punto (come 
sostegno di un £^-1) contato due volte, quadrica specializzata come invi- 



^) Cfr. nota al n. 11, cap. 2.o. 

^ Studio 9iUle quadrtche.,. ^ (Memorie deU'Acc. di Torino, 36 (2), 1884). 
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luppo r volto ; e che inoltre una quadrica luogo specializzata più di una 
volta, ha per quadrica inviluppo in S^ una quadrica indeterminata. Ciò 
si accorda con semplici considerazioni algebriche ^). Si tralascia di enun- 
ciare le osservazioni correlative. 

7. — Rispetto ad una quadrica V^«i si dice (r+l)'*»^» polare ogni 
sistema di r-f-1 punti indipendenti, tale che ciascun punto abbia per 
iperpiano polare quello determinato dagli r punti rimanenti. Per costruire 
una (r+ 1)*p^* polare rispetto ad una quadrica non specializzata si può 
prendere comunque un primo punto V°^ in Sr, poi un secondo punto a^* 
neir iperpiano polare di af^\ un terzo oP nell'intersezione degli iperpiani 
polari di ixP\ (à^\ e così di seguito, fino ad jc^'*^ che è il punto d' interse- 
zione degli iperpiani polari di oiì'^^txf^^ ... , a::^'"""*^ È facile vedere che gli 
r -{- 1 punti così costruiti sono indipendenti, se sono presi successivamente 
fuori di Vt_i (cioè é^^ fuori di V^_i , é^^ fuori di Vt_.2 sezione di V^i 
coir iperpiano polare di 2^^\ ecc.). Dalla costruzione stessa risulta che le 

(r+l)'*p^« polari (di una quadrica non specializzata) sono oo * . 

Se la quadrica è h volte specializzata, si procederà come prima, pren- 
dendo di un punto qualunque (xP di Sr V iperpiano polare, poi in questo 
un punto qualunque aP^ e così via, fino a che, arrivati al punto aJ^*'"*\ 
r intersezione degli iperpiani polari dei punti considerati sarà appunto 
rSfc_i doppio della quadrica. Allora i rimanenti punti a;^*'~''+*\ ... , a^'^^ 
dell' (r+l)*pi* saranno h punti indipendenti arbitrari' di questo spazio 

S,i_i . In questo caso le (r -f 1) *pi« polari sono adnnque od * * . 

8. — Assumendo i punti di una (r+ 1)»»^ polare come vertici della 

piramide di riferimento, le equazioni (ridotte o canoniche) della polarità 

assumono l'aspetto 

p5< = a<a?< (i=0,l,...,r) 

ove h delle a^ sono nulle se la polarità è singolare di specie h. 



^) Infatti la (4) è identicamente soddisfatta se la quadrica è specializzata più 
di una volta. Si riduce invece al quadrato dell*equazione del punto doppio della 
quadrica se questa è specializzata una volta, giacché, se ^i sono le coordinate 
di quel punto, dalle (5) si ricava 

y^iVi'. ... lyr =Aii : A«: ... : Air (<«0,1 , ... ,r), 
donde 

essendo p un fattore di proporzionalità. 
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Quindi la relazione fra due punti coniugati x^(x! diventa 

«0 iCo a?'o "j" ^1 ^1 ^1 "f" • • • ~f" ^r XrOlfr^=^0 

e l'equazione della quadrica prende la forma (ridcUa o canmica) 

aoa:5-f-airCi-j-...+araJÌ = 0, 

ricordando sempre che h delle a^ sono nulle, se la quadrica è specializzata 
h volte (ad es. a^^^+i ==... = a^ = se V S^^i doppio della quadrica è 
^ -^r-h+i ... Ar). Variando gli elementi unità, le a,- (non nulle) possono 
anche supporsi tutte eguali ad uno. 

L' infinità dei modi nei quali si possono ottenere tali equazioni ridotte 
canoniche è quella indicata nel n. 7. Dalle equazioni stesse discende 
l'importante risultato : — Tutte le quadriche non epecicUizaate sono praieù- 
tìvamente identiche^ e tali seno pure tutte le quadriche speddliegate lo stesso 
numero di volte — . Invero, se due quadriche hanno le equazioni canoniche 
ao^ + aiaa + ... = , 6o^ + 6i^ + ... = 0, si passa dall'una all'altra 



•=vi 



colla sostituzione 2;^= \/ — y< (i = 0,l,.,.,r) se nessuno dei coefficienti 



ai ,hi è nullo; ovvero colla sostituzione Xi = \/ ~y* (i-0 , 1 ,,.., r-A), 

Xi^yi(%^r-h+l ,...jr) se soltanto ao,«..|Or~* 1 6o>— 1 ^r-* (ad es.) sono 
diversi da zero (intendendo di prendere in amendue i casi valori deter- 
minati pei radicali). L'infinità delle proiettività colle quali si può passare 
da una quadrica ad un'altra è nuovamente quella calcolata nel n. 7. 

9. — Dimostriamo una notevole ed elegante proposizione sulle qua- 
driche reali (cioè date da equazioni a coefficienti reali) relativa alla loro 
classificazione dal punto di vista delle coUineazioni reali (cioè date pure 
da formule a coefficienti reali). 

Scriviamo (come sempre si può, variando, se occorre, le indicazioni 
deUe coordinate) le equazioni canoniche (n. 8) di una quadrica reale, rife- 
rita a due (r+l)*pi« reali, nella forma: 

a^X(i -f- ... -\- aìf,x\ — ^K^iXh-^i .•• «r ^ = , 

hi/l + ... + Kì/x' — Pif+i»l'+i — .-• — Pr y* = , 

ove le a, ò, a, 3 sono tutte positive, non nulle (intendendo che si ponga 
r — h al posto di r se la quadrica è specializzata h volte). Si ha la pro- 
prietà che i due numeri k^r — k devono essere eguali ai due numeri 
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V ,r — V: precisamente se, per le formule di trasformazione con cui si 
passa dairuna all'altra (r-|-l)^p^*, si passa dall'uno all'altro dei primi 
membri delle dette equazioni (a meno anche di un fattore positivo), ossia 
si ha l'identità 

a^o^ +...+ ax(A- «fc+ia^fc+i - ... - a^a^=6o^o+...-l- 6vyl' - Pv+ijl+i - ... - Pr !^ , 

deve essere 1c=lc\ r — i=r — k'. Si ha cioè il teorema o legge cTinereia di 
Sylwester: — U numero dei coefficierUi positivi e qudlo dei coefficienti ne- 
gativi nell'equazione di una quadrica reale, riferita ad una (r-\-l)^^^* po- 
lare reale, sono due numeri costanti al variare di questa (r+l)^P^ — . 
Infatti la precedente identità può scriversi 

Ora se fosse k<iV, nel primo membro di questa identità vi sarebbero 
A;+l+r — V<r termini e però esisterebbe un punto (almeno), di cui 
le coordinate annullerebbero questi termini, cioè renderebbero 

aso = ...== a?fc = y^'-i-i ^ - • . = yr = . 

Le stesse coordinate dovrebbero allora annullare anche il 2.<^ membro 
della stessa identità, cioè (i termini di esso essendo tutti positivi) do- 
vrebbero rendere yo=... = yj^»=a:fc+i = ... = a:^ = 0: sicché si avrebbe 
l'assurdo che tutte le x (o le y) del punto considerato dovrebbero essere 
nulle. Dunque non può essere h<Jc\ analogamente non può essere k'<Jc: 
onde k=k\ come si è affermato. 

Supponiamo k-\-l<r — k e la quadrica reale che si considera non 
specializzata. Dalla sua equazione 

a^a^-j- ... + a^xl — a^+iai+i — ... — a^a;* =0 

segue che le rette Ao kx^i , Ai Aj^+t ,..., Ak At^+i della piramide fondamen- 
tale segano la quadrica in coppie di punti Uo , Vo ; Ui , Vi ;...; U» ,7^, di 

cui le coordinate non nulle sono date rispettivamente dalle -^ = ± \/ "^ 5 

^^=±V— ì--^^' = ±V— ""'• Q^iJ^di quei punti sono reali e 

Xi V »i ^* V «fc 

/e -l'I di essi, ottenuti prendendo un punto da ciascuna coppia, ad es., 
Uo , Ui , . . . , U]t • sono indipendenti e a due a due coniugati rispetto 



Alla quadrica. Dunque (d. 3) questi Ar-f-l puuti determinano un Sk gia- 
cente sulla quadrica stessa: né può su questa esistere spazio reale di 
dimensione >A:, perchè un tale spazio segherebbe in un punto (almeno) 
ogni Sr-it~i, in particolare rS^-k-i fondamentale = A^+i A^+j ... A^, 
mentre questo non può contenere punti reali della quadrica considerata, 
perchè la sega nella quadrica di equazione o^x^i ai^i -f- ••• + «r ^ == , 
priva dì punti reali. 

Adunque proprietà caratteristica di una quadrica reale non specializzata, 
la quale, nella equazione canonica relativa ad una (r+1)*^'^* polare reale, 
ha *+l termini di un segno ed r-t del segno opposto, ove t+l < r-i, 
è che gli spaeì reali di massima dimensione in essa contenuti sono degli S% ^). 
Segue subito, per proiezione, che di una quadrica reale specializzata h 
volte, gli 8pazl[ reali massimi sono degli Sx^h , se A;+ 1 è il minor numero 
di termini collo stesso segno della sua equazione canonica. 

Nella detta proprietà caratteristira si ha una ragione geometrica della 
legge d'inerzia. Inoltre le quadriche reali (non specializzate od egual- 
mente specializzate), si possono classificare, relativamente alle proiet- 
tività reali, secondo il numero che dà la dimensione degli spazi reali 
massimi esistenti in esse. 

10. — Ritornando ad una quadrica qualunque (reale o no) intenderemo 
in seguito, se non si avverta il contrario, che la quadrica sia non specia- 
lizzata, giacché dalle proprietà di questa si passa immediatamente per 
proiezione a quelle dì una quadrica specializzata. 

Dalla considerazione del sistema polare si ricava subito che gli iper- 
piani polari dei punti di un Sk rispetto ad una quadrica V^.i , eostitui90ono 
un Ijt riferito proiettivamente alV^x\ e> detto ^r^K^i il sostegno di Sj^, si 
ha (come nel n. 5, Gap. 5, per un sistema nullo) che i due spazi S^, 
Sr^jk^i sono in questa relazione che ogni punto di uno è coniugato ad 
ogni punto ddV olirò .ed ogni iperpiano per uno ad ogni iperpiano per 
Tataro. Due tali spazi si dicono polari o coniugati rispetto alla quadrica. 

Manifestamente ogni Si appoggiato a due spazi' polari sega la quadrica 
in due punti coniugati armonici rispetto ai due punti di appoggio: quindi 
(n. 13, Gap. 4.*) una V'.i si trasforma in se per V omografia invólutoria 
di Sr che ha per spasH fondamentali due suoi spaei polari. 



^) Cfr. nota seconda a pag. 439 della Memoria di Sbqrb, Etude des différenies 
surfaces du 4' ardre à conique doublé... y (Math. Ann., 24, 1884). 
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Per essere gli iperpiani polari dei punti di una quadrica V^-i suoi 
iperpiani tangenti, si ha che di due spassi polari uno Sjt (od S^^jt-i) taglia 
V^_i in una VI», (o V^-jt-j) tale che gli iperpiani tangenti nei suoi punti 
« VJ«i passano tutti per VaUro^ Sr-Jt-i (o S*). 

Si noti anche (cfr. n. 7, Gap. 2.^) che, se uno spazio S. contiene uno 
spazio Sb, lo spazio S^^a-i polare di quello è contenuto nello spazio 
8r-b-i polare di questo. 

11. — Due spazi polari Sj^ , ^r^-h-i si taglino in uno spazio Sa . Allora 
ogni punto di S» non solo è coniugato a sé stesso, onde S^ giace in 
Yr-i , ma è anche coniugato ad ogni punto di S^^ (o di Sr.]t.i ) rispetto 
alla Vt.1 e quindi rispetto alla sua sezione VÌ_i (o V^_fc_j) colFS* (o Sr-k_i). 
Segue che Sa è doppio per VS^i (o V^^^^»). Viceversa, se uno spazio Sa 
è doppio per la Vt_i , sezione di V^_i con uno spazio S* , ogni punto di 
Sa è coniugato ad ogni punto di S^ rispetto a Vi-i e quindi rispetto a 
V5-.1, e però S« giace nello spazio%S^_fc_i polare di S^. 

Quando uno spazio Sjt seghi V^..i in una VUi con spazio doppio ed 
Sa sia questo spazio doppio o uno spazio in esso contenuto ; ovvero, ciò 
che si è mostrato essere lo stesso, quando lo spazio S^ abbia comune 
con lo spazio polare S^^j^i lo spazio Sa (questo spazio essendo o no 
intersezione di S^ ed Sr-k-i), diremo che S^ è tangente o tocca la quadrica 
\Vi in Sa. Naturalmente deve essere a<^k , a<^r — k — 1 : quindi un 
Sr-.i , per es., non può toccare una V^.i che in un So ; un S^-t non può 
toccarla che in un So o in un Si; ecc. . Lo spatrio Sr-a-i polare (tangente) 
di uno spojrio Sa di V'.i contiene tutti gli spazi lineare di questa pas- 
santi per Sa , ciò essendo per gli iperpiani polari (tangenti) di tutti i punti 
dell' Sa. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè uno spazio Sjt sia tangente 
in uno spazio Sa di V^_i è che Sj^ passi per Sa e sia contenuto ndlo spa- 
zio Sr-a-i polare (tangente) di Sa : perchè, se Sjt passa per Sa e giace in 
Sr_«-i, il suo spazio polare S^-k-i giace in Sr-a-i e passa per Sa', e, se 
Sik , Sr.)t~i passano per Sa , gli spazi rispettivamente polari Sr^x-i , Sk, 
giacciono in Sr-a-i- 

Notisi ancora che, se lo spazio Sb giace nello spazio Sa di Yr-i , lo 
spazio Sr^b-i polare (tangente) di S^, passa per lo spazio S^.a-i polare 
(tangente) di Sa ; e viceversa, se uno spazio S,.. b-i passa per lo spazio 
Sr^a-^i polare (tangente) di S», tocca in un St di S», perchè lo spazio S^ 
polare di Sr-b.i giace in S» e quindi in Sr.b-i- 1 due spazi S,..5^i ed S» 
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80B0 spaz'j corrispondenti nella proiettività fra la stella di sostegno S..a-i 
e lo spazio S» (n. 10). 

12. — Fissiamo analiticamente le condizioni cui deve soddisfare uno 
spazio Sm di Sr dato dalle equazioni: 

X, = Xoa^> + ... + K ^r (i=0 , 1 ,..., r) 

perchè tocchi in un Sa (e non in uno spazio superiore) la quadrìca V^^i 
rappresentata dalla equazione: 

Per questo basterà esprìmere che la quadrica y^_i secondo cui S^ taglia 
V^.i si specializza a+1 volte. Tale quadrìca, essendo le >oi*->Xm coordi- 
nate omogenee di punto in S^, vi è rappresentata dalla equazione 

cioè da 

2^ a^,>vX,=:0 , 



rt 



avendo posto 

Dunque le dette condizioni sono quelle per le quali è «n — a la caratteri- 
stica del determinante |a^, |; e quindi sono (n. 5) - — ^ condizioni. 

13. — Ad una forma importante si arriva estendendo il procedimento 
del n. 4, cioè esprimendo analiticamente la condizione a cui deve sod- 
disfare un S^ perchè tocchi V'.i in un punto, quando si consideri S^ 
come sostegno di un Ir-^-i . Allora esso sarà rappresentato da equazioni 
del tipo 

ii = Xo«f? + ... + x..^i ff;^-'> (i = , 1 ...., r) , 

e, se toccherà la quadrica in un punto, dovrà essere contenuto neir iper- 
piano polare del punto stesso: cioè esisteranno valori delle X per le quali 
i primi membri delle precedenti equazioni saranno le coordinate di questo 
iperpiano. Sicché, dicendo Xi, le coordinate del punto di contatto di S^ 
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(polo dell' iperpìano) si avranno le 



^ aiK x^ = \^f + ... + K^^i ìT^-'^ (i = , 1 ,..., r) , 
le quali dovranno coesistere con le altre 



ft^-^^^ Xo + ... + $;-^''^ a:, = , 



che esprimono la condizione necessaria e sufficiente perchè il punto x 
sia contenuto nello spazio S^ considerato. Eliminando le o^b > — > ^r > >^ , 
•..,X^_«^i si ha la condizione richiesta 
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equazione che, svolgendo opportunamente il primo membro, si vede essere 
una equazione quadratica nelle coordinate déU'S^ (cfr. n. 16, cap. 2.®), i 
cui coefficienti sono i minori di ordine m-{-l del discriminante \ a^ \ della 



^) L'equazione . 
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signiflca che i due Sm determinati rispettivamente dagli iperpianì ?^,..., g*— *»-i); 
TjW , . . . , Yj(r-m-i) godono della proprietà che un punto deiruno ha 11 suo iperpiano 
polare passante per Taltro. Ciò si dimostra in modo identico a quello usato sopra. 
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guadrica. Con trasformazioni analitiche è pur facile v^ficare che la (6) 
non differisce dalla equazione data nel n. 12 (fattovi a^=0) ^). 

L'equazione (6) essendo la condizione necessaria e sufficiente perchè 
un S» tocchi una quadrica V^_i, abbiamo così trovata, oltre la (4), la 
equazione di V^_i in coordinate di S^_, tangenti (m = r— 2) , ... , in coor- 
dinate di Si tangenti (n»=l). Per m=0 si ha di nuovo Tequazione di 

Di più si avverta che, se VJ^i è specializzata r — m+1 volte, ogni 
Sn. di Sr la tocca almeno in un punto (nel punto ove Sn, incontra lo 
spazio doppio Sr^ ; quindi, in tal caso la (6) deve essere identicamente 
soddisfatta. Ciò segue direttamente dall'osservazione fatta che i coeffi- 
cienti della (6) sono i minori d'ordine m-j-1 del discriminante la^^l, 
minori che sono nulli se questo è di caratteristica m. Siamo adunque in 
grado di esprimere la proprietà proiettiva dell'essere una quadrica spe- 
cializzata un dato numero di volte mediante la condizione dell'annullarsi 
identico di un controvariante (il primo membro della (6)). 

14. — Passiamo alla determinazione degli spazi lineari contenuti in una 
quadrica V^_i . Poiché ogni spazio S» situato sopra V^^i è contenuto nel 

suo spazio polare Sr-a-i, deve essere a<r — a — 1 e quindi a^ —^ 

r — 1 
o a < —^ , secondochè r è pari o impari. Ora mostriamo che questi 

limiti superiori sono in ambedue i casi effettivamente raggiunti. 

Per questo prendiamo un punto qualunque af^^ situato sopra Y'-i e 
sia S?Li il suo iperpiano polare, passante per x^^^ e secante Y^.i in una 
Yl^t con punto doppio in ixf^l Se a^^^ è un punto di Vt-i , distinto da Qif^\ 
VSi=a^'^afi^ giace su V'-i (n. 3) ed è doppio per la quadrica Vt-s sezione 
di VÌ-.1 coir Sr-t polare (tangente) di queir Si . Su questa V' .3 si prenda un 
nuovo punto a^ indipendente da oà^^sd^^ (cioè esterno all' Si) : l' S, = aP^a^^^a^^ 
giace pure su V^.i (n. 3) ed è doppio per la V*^4 sezione di V*_i collo 
spazio Sr^z polare (tangente) di Ss, e cosi si continui successivamente. 

Supposto r=2{, un tal processo si può spingere fino ad un punto 
af^^^^K Si ha cioè uno spazio S^^i = a;*^' ic*'' ... o;^''"*^ di Vt-i, il cui spazio 
polare S, sega Y^.i in una quadrica avente il detto S^.i doppio e quindi 



*) Cfr. D' Ovidio, Le funzioni metriche,..^ (Memorie deirAccad. dei Lincei, 
1 (3), 1877). 

9 
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in una quadrica formata da questo Sq_.i contato due volte. Allora il pro- 
cesso si arresta, perchè non si può più prendere in tale V|_i un nuovo 
punto indipendente da é^'^ , é^"^ , ... , cd'^'^K 

Supposto invece r=2q'\-\ e spinta T operazione fino ad un punto 
a^'~^^ si trova che lo spazio S,_i = a;^^^ aj*^', ... , a/'~^^ di V*_i ha per 
spazio polare un S^+i che taglia V^_i in una quadrica avente il detto 
S4-1 doppio e quindi spezzantesi in due S^ passanti per S^.i. In essa, 
e precisamente io uno qualunque di questi S,, si può prendere ancora 
un punto x^''^ indipendente da cò^\ ofi\ ... , a^^~^\ il quale dà con questi 
punti il detto S,, situato sopra V^-.i: dopo di che T operazione natu- 
ralmente finisce. 

15. — Per altre questioni sugli spazi lineari di una quadrica y^.i (non 
specializzata), giova premetterne la cosidetta proiesAone stereografica^ che 
si ha proiettando V^.i da un suo punto P sopra un iperpiano tu (non pas- 
sante per P). 

Se T è r iperpiano tangente in P a Vt_i e a T S^^, intersezione degli 
iperpiani t.tc, è evidente che un punto di V^-i ha per proiezione o 
imagine un punto di ^ , e reciprocamente, eccezion fatta del punto P e 
dei punti della V*. 3 intersezione di e con V* «1 . Infatti il punto P corri- 
sponde a tutto lo spazio a, meglio i punti successivi a P, dati dalle 
tangenti in P a V^_i, si proiettano biunivocamente nei punti di a, 
questi punti corrispondendo prospettivamente a quelle tangenti: mentre 
ogni punto di Vr-3 è imagine di tutti i punti dell' Si che lo congiunge 
a P, questi Si costituendo la quadrici Vt_8 intersezione di t e Vr_i, spe- 
cializzata una volta, con punto doppio in P. Il punto P è il punto fonda- 
mentale di y^_i e la V^^ (non specializzata) è la quadrica fondamentale. 
deir iperpiano rappresentativo tt. 

16. — Possiamo subito fame un'applicazione a determinare T infinità 
degli spazi lineari di data dimensione m esistenti sulla quadrica. Un S^ di 
V^_i taglia T in un S,n-i di Vt_2 e questo S^-i è proiettato da P in un S'„^-.i 
di V^_3, per il quale passa manifestamente T imagine S'«» di S«. Viceversa 
un S w di 7c passante per un S m-i di Vt_8 dà, proiettato da P, un S«+i , 
che, contenendo V S,» proiettante ^'m-u sega V'.i in una quadrica che 
si spezza in questo S^ e in un residuo S^ che ha per imagine il con- 
siderato S'm di Tt. Adunque condizione necessaria e sufficiente perchè un 
S'„» di % sia imagine di un S« t?i VÌ_i è che tale S'm pa^si per un S'm^i 
di V^-8. Gli S',„ di 7c passanti per un S'^-i sono od*""**'*: quindi, indi- 



_ 131 -^ [Gap. 6.« n. IS-IS] 

cando con N^.r-i Tordine dUnfinità degli S^ di una quadrica ad r — 1 
dimensioni, si ha, per ciò che si è ora dimostrato, la formula ricorrente 

N«.r-i = N^-j.r-^ + r—m — l . 

Da essa si ricava successivamente 



No,r-2m-i = r - w — (w+ 1) , 

di cui r ultima è evidente esprimendo l'infinità dei punti di una quadrica. 
Sommando membro a membro, si ricava 

_ (m + l)(2r-3m^2) 

che risolve il problema proposto. 

17. — Se ne traggono alcune conseguenze. Abbiasi una quadrica Vt.i 
specializzata h volte cioè con un ^ti-\ doppio e la si consideri (n. 6) come 
proiezione, dall' S^^i, di una quadrica non specializzata Vr-A-i di un S^. a . 
Gli Sm di V'-i passanti per il suo spazio doppio S;^..! si ottengono eviden- 
temente per proiezione, da questo spazio, degli Sn».^ di V*_a_i ; e quindi 

dovrà essere intanto m — A< — - — , ossia m< — - — . Inoltre il 

numero d'infinità dei detti Sm si otterrà dalla (7), ponendovi m-A al 
pósto dì m ed r- A al posto di r, cioè sarà 

... (m-A-fl)(2r-3m + A - 2) 

(8) 2 • 

Se ne ricava che gli S^ di una quadrica non specìcdieeaia passanti per 

(iw— fcXgr— 3m— »~8) 

un S]k {k<im) della quadrica stessa sono co ^ . Infatti lo spazio 

Sr-jt-i polare di S* taglia V^_i in una V^-it-» specializzata A; + 1 volte, 
col detto Sjt doppio, alla quale devono appartenere gli S» passanti per 
S^ (n. 11). Ponendo nella (8) i+l al posto di h ed r — i — 1 al pAto 
di r si ottiene il numero indicato. 

18. — Per una V^^i (non specializzata) gli spazi lineari di dimensione 
massima che sono (n. 14) a q — 1 dimensioni ser = 29,ea9 dimensioni 

q(q+i) 

86 r = 2g+l, sono, per la (7), in amendue i casi, oo * . CoU'aiuto della 
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proiezione stereografica (n. 15) vediamo il diverso comportamento di 
questi spazi lineari di dimensione massima nei due casi. 

Basta riprendere il processo di riduzione del n. 16, cioè osservare 
che gli spazi massimi della Y^_i hanno per imagini in z spazi di egual 
dimensione passanti per gli spazi massimi della quadrica (fondamentale) 
V^_3, che questi nello stesso modo provengono dagli spaz'i massimi della 
quadrica V^.^ (fondamentale per la proiezione stereografica di V^-a) e 
così di seguito. Si arriverà infine, se r = 2g, ad una Vf (conica) i cui 
spaz'i massi mi (punti) formano una sola successione continua, proprietà 
che chiaramente rimane ritornando a VJ^i. Se r=2g+l, si giungerà 
invece ad una Vo (coppia di punti), dalla quale si ha la V| (quadrica 
di Ss) con due sistemi di spazi massimi (rette) affatto distinti, il che 
pure rimane risalendo a V^_i . Dunque per una quadrica V|,_i gli spasi 

lineari S,_i di dimensione massima costituiscono un scio sistema oo » 
(così che da un S,_i si può passare con continuità ad un altro qualunque 
attraverso ad S,_i del sistema stesso), mentre per una quadrica Vi, gli 
spasmi lineari S, di dimensione m^issima si distribuiscono in due cotàli ^- 

stemi affatto distintij ciascuno od ^ . 

19. — Per una quadrica a dimensione pari Vf, (di Sj,+i) vi è ancora 
a fare una distinzione fra q pari e q impari rispetto al modo di com- 
portarsi dei due sistemi di spazi di dimensione massima. 

Occorre a tal fine premettere il seguente lemma relativo alla proie- 
zione stereografica (n. 15) di una quadrica qualunque V^i: — Condii 
/rione necessaria e sufficiente affinchè due S'»» dell' iperpiano rappresentativo 
K secantisi in un S ^-i della quadrica fondamentale Yt-s ed esterni a questa 
quadrica sietM imagini di due S,» di Vt_i pure secantisi in un S«^i, è 
che quei due S',n esistano in un S\.^^i passante per V S'r.,«-_2 polo,re (tan^ 
gente) di S'^-i rispetto a V^_3 — . 

Infatti un S,n di Vt-i sega t in un Sn,_i: Timagine S'« di quello passa per 
rimagine S'«_i di questo, essendo S'^-i la sezione con :t dell' S*„ = PS«_i . 
Ma lo spazio S^-m polare (tangente) di Sn»_i rispetto a VJ^i passa per 
Sm ed S*m (spazi lineari di V*_i passanti per S^_i (cfr. n. 11)) ed è ta- 
gliato dall' iperpiano T (polare di P) in un S*r-m-ii ^he sarà spazio polare 
di S*« rispetto a V*_i e quindi anche rispetto a V^-j. Segando con :t, 
si trova che lo spazio S',n esiste in un S'r_«„_i passante per TS', 
polare di S'^_i rispetto a V^^g. 
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Viceversa, se ciò avviene, proiettando da P si ha un S^-^ passante 
per un S*r-m-i, il quale è polare di un S*« rispetto a V^^i e quindi anche 
rispetto a V*_i . Lo spazio Sr-m dovrà adunque per il n. 1 1 (ultima pro- 
prietà) toccare V^_i in un S««i di S*,», cioè segare V^_i in una quadrica 
collo spazio doppio S«,_i e contenente S*«,. L'Sn^i = PS',H esiste ia 
Sr.^ e passa per S*^ : per conseguenza taglia la quadrica ora detta in 
questo S*^ e in un altro Sn» (quello che ha per imagine S'^) passante 
per rS«,_i, che è uno spazio perfettamente individuato. Due Sm, pei 
quali si facciano le suddette ipotesi, passano adunque per lo stesso S,^^! . 

Le due od--^^^ degli S^ per rS«„, di V*,_i e degli S',h per rS'„^i 
dell' S%_«_i sono riferite biunivocamente e sono pure riferite biunivo- 
camente, anzi proiettivamente, le due od"» di S„^i nell'S*,H e di S'r-^i 
passanti per rS'r_«n>i e giacenti in tc. 

20 — Ciò premesso, si ha il teorema : — In una quadrica V|, ( di 
Siq+i) due Sq dello stesso sistema, se q è petti, o di diverso sistema, se q è 
impari, non possono segarsi che in uno spaiHo di dimensione pari (So, Ss, S4 ,... 
fino ad Sq S,_i secondochè q è pari impari); e due S, di diverso at- 
stema, se qè pari, ddlo stesso sistema, se q è impari, non possono inter- 
secarsi che in uno spaeio di dimensione impari (S_i , Si , Ss , ... , fino ad 
S,_i Sq secondochè q è pari impari) — . Il primo caso del teorema è 
quello che si verifica in generale: cioè due S,, presi genericamente, s'inr 
centrano (in un punto) nofi s' incontrano secondochè sono ddlo stesso 
diverso sistema, quando q è pari; e contrariamente, quando q è impari. 

Procederemo per induzione, mostrando che, se ha luogo il teorema 
per un valore di q, ha luogo pure per il valore successivo ?+l e ricor- 
dando che il teorema è vero per q=^l (nel qual caso due Si dello stesso 
sistema non hanno punti comuni ovvero coincidono). La quadrica da 
considerare è una V^q^i e la quadrica fondamentale, del suo iperpiano 
rappresentativo tc = S^q^t > è una Vt<2 , per la quale adunque si ammette 
il teorema. Nel discutere ciò che accade per due 8,4.1 di Vs^+s possiamo 
ritenere senza alcuna limitazione (essendo arbitrario il centro P di proie- 
zione) che essi sieno esterni air iperpiano 7 = 8(^4.1 tangente in P e quindi 
seghino r in due S,; cosicché le loro imagini sieno due S\^i seganti a, 
che è ora un Stq^i, in due S'q. 

Se questi due S', di Vg, sono dello stesso sistema, quando q è pari, 
ovvero di diverso sistema, quando q è impari, nel caso più generale hanno 
un solo punto S'o comune ; e quindi ciascuno di essi determina coli' S^g^.^ 
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che passa per l'altro un S'i^+i . I due S'^^+i così determinati hanno comune 
lo spazio S\g, tangente in S'oaV|,, al quale appartengono i due S', , 
e possono essere distinti o coincidenti. Se i due 82,4.1 sono distinti, i 
due spazi obiettivi S^+i (dello stesso sistema se g -}- 1 è impari di di- 
verso sistema se g+1 è pari) non hanno punti comuni, perchè agli S'i 
di un S'2g+i partenti da S'o corrispondono gli Si partenti da un certo 
punto So della retta PS'o, mentre a quelli dell'altro S'g,+i partenti dallo 
stesso punto S'o corrispondono gli Si partenti da un altro punto S'^'o di 
quella retta (n. 19): sicché i due spazi S^+i incontrano in punti SojS^'o 
diversi la retta medesima e non possono quindi aver alcun punto comune, 
neppure fuori di t, per essere i due S',,^.i distinti. Ma, se questi due S',,+i 
coincidono, non solo So cade in S%, ma i due S'^^.! imagini, giacendo in 
un S^s^+i, hanno un S'i comune e questo soltanto (estemo a e pas- 
sante per S'o) se, come continuiamo a supporre, i due Sg non hanno che 
il punto S'o comune. Allora adunque i due S^^+i obiettivi si tagliano in 
un Si. 

Che se i due considerati S'^ di Vs^ hanno più di un punto comune, 
debbono per ipotesi avere (almeno) un S'g comune. In tal caso nuova- 
mente i due spazi determinati da ciascun S\ e dalF S'^+i che passa per 
l'altro, che sono adesso S'2<,_i , passano per lo spazio S'2q-.« , tangente in 
S'2 a Ytq , al quale appartengono i due spazi S', , e possono essere di- 
stìnti coincidenti. Ne risulterà, se sono distinti, che i due spazi obiettivi 
S,+i segheranno rS3=PS'2 in due S2 differenti (da cui partono, per il 
n. 19, gli S3 aventi per imagini rispettivamente gli S'3 uscenti da S'2 dei 
due S'2<i_i) e quindi si segheranno soltanto nell'Si comune a questi St. 
Invece, se i due S'g^.i sono coincidenti, non solo i due S^+i passano per 
lo stesso S2 del suddetto S3 , ma si segano in un S3 avente per imagine 
rS's (estemo a 0) secondo cui si tagliano adesso i due S'^^.!, restajido 
fermo che i due S', hanno comune soltanto un S'2. 

Quando i due S', abbiano più che un S'2 comune, debbono avere per 
ipotesi (almeno) un S\ comune : e allora si hanno, come dianzi, due S'tg^ 
che passano per V S'2,^ tangente in S'4 a V2, . Se i due S'2,-3 non coin- 
cidono, i due S94.1 obiettivi si tagliano in un S3 (intei*sezione di due S4 
dello spazio S5 = PS'4): mentre se coincidono, i due S,+i si tagliano in 
un S5. Ecc.. 

Il ragionamento non varia sostanzialmente se ì due S', di Ytq , da 
. cui siamo partiti, sono di diverso sistema, quando q è pari, dello stesso 
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sistema, quando q è impari. Nel caso generale due tali S'g non hanno, 
per ipotesi, punti comuni : per conseguenza i due S',+i che passano per 
essi, esistendo in i:, hanno un punto comune esterno a a e lo stesso 
avviene quindi degli spazi' obbiettivi (di sistema diverso quando q'{-l 
è impari o dello stesso sistema quando q-j-l è pari). Che se i due S', 
si segano in un S^, si considerino di nuovo i due spazi, per ciascuno 
S', e per rS'^+i che contiene l'altro, che sono S'«, passanti per VStq^i 
tangente in Si a Vs,. Questi due S'29 essendo distinti, si trova (per il 
n. 19) che i due S^^^i obbiettivi hanno soltanto un punto comune (inte- 
sezione di due Si neirS8 = PS'i), mentre, se coincidono, i due S,+i si 
tagliano in un St , ecc. . 

Il teorema dimostrato si può anche enunciare così: Su una quadrica 
\lqy qucUsiasi q, pari impariy gli S, che si segano in un S,_m sono dd 
medesimo sistema^ mentre quelli che si segano in un S4_t<i-i sono di diverso 

sistema (d=0 ,1,2 ,... fino a ~ ^-r— seeondochè q è pari impari). 

21. — Un Sq+i qualsiasi per un S, di VI, sega questa quadrica in 
un altro S', distinto da esso (perchè S^+i può toccare al più in un S^.i). 
Segue che S^ , S", si segano in un S^.i e quindi (n. 20), sono in ogni 
caso di sistema diverso. Facendo ora muovere S^+i intomo ad S^ e poi 
altri S94.1 intomo ai nuovi S'<, che se ne ottengono e così di seguito, 
dico che si ottengono tutti gli S^ (dei due sistemi) di VI,. 

Infatti, per passare da un S^ ad un altro ^*^ , questi due spazi se- 
gandosi in un S| (0 non segandosi, cioè essendo ^ = — 1, nel qual caso 
il ragionamento corre lo stesso, anzi con semplificazioni), basta prendere 
in S, un S,_i comprendente S, e rS,+i polare (tangente) di Sq_i. Questo 
S,+i segherà V|q in S, ed in un S', passante per Sg_i .e quindi per Sj. 
Ma, se S^ , S*, sono di medesimo diverso sistema, per Tosservazione 
superiore, S', , S"", sono di diverso medesimo sistema; e quindi, quelli 
segandosi in un S^, questi (che già hanno comune questo spazio) devono 
segarsi in un St+i almeno (n. 20). Similmente si potrà passare ad un S\ 
che seghi S*, almeno in un S(^, e così di seguito, fino ad uno che seghi 
S*, in un Sq_i: onde ecc.. 

22. — Come applicazione delle proprietà esposte faremo un breve 
cenno della geometria della retta in S*3, la quale (n. 18, Gap. 2) coincide 
colla geometria, di una quadrica Vf di S5, quadrica non specializzata. 
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come risulta dalla sua equazione 

(a discriminante non nullo). 

Gli Si di Vi sono, per la (7), oo'^ e danno i fasci di r^tte di S*,. 
Invero, posto per brevità 

(PPl = Pl2P'u + Pl3l> « + Pw/a + p\iPu+ P'izPn + P'u PfS , 

onde la (9) diventa (jpp) = 0, se p,p' sono due punti di un Si appar- 
tenente a questa quadrica deve aversi, qualsiasi X, (p + X/)', p-}-^pO = 0, 
oltre a (jpjp)=0,(py)=0, e quindi deve aversi anche {pp)=0. Quest'ul- 
tima relazione mostra che le due rette di S% di coordinate PiK,p\h s'in- 
contrano *), e si vede allora facilmente che la retta di coordinate Pi\-\-y-p'iìL 
appartiene al fascio determinato da esse '). 



^) Cosi scrìviamo (come ò d' as(^, cambiando denominazioni, la 



del citato n. 18: cioè prendiamo le Pih^^Xiy\ — Xkyi (t,fc = l, 2, 3, 4) come 
coordinate di una retta in 8*3 , essendo Xi ^yi le coordinate di due punti di essa. 
Prendendo invece, correlativamente, due piani per la retta di coordinate S< ,72^, 
si hanno le g<j. = £<r]fc — £fcY]< proporzionali alle pix (cfr. n. 15, cap. 2.®); preci- 
samente, essendo p un fattore di proporzionalità ed introdotta la notazione che 

segue nel testo, si ha ^qix= ^ . 

*) Ciò risulta dall'essere 

•l'I SCa «Z^Q '^A 



(PP') 



Vi Vt y» y* 

/»»' M»' rw*' /»»' 

•C 1 •*' o vf^ S *'' 4 

y\y\y\y'A 



a& X ,y sono due punti di una retta e x\y' duo punti dell'altra. 

^) In virtù delle relazioni (necessarie e sufficienti perchè una retta p esista 
in un piano ^) 

ZiPit + SaPis + £4^14 = 

5iP«i +^Pì3 + ^Pu = ^ 

SiPsi + itPn + + ^Pu = ^ 

iiPii + ^P4t + ^P4i =^0 

e correlative; le quali sono verificate per p*fc + Xp\jt, se lo sono per jp^jt ,p'<fc. 
Del resto si potrebbe costruire, appunto sulla VJ di 85, tutta la geometria della 
retta di 8%, nulla presupponendo nell' 8*3 medesimo. Cfr. Sbgrb, Sulla geometria 
della retta e delle sue serie quadratiche (Mem. Accad. Torino, 3€ (2), 1884). 
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Similmente si vede che i due sistemi ao' dì S^ esistenti in V} (n. 18) 
danno i sistemi piani rigati e le stelle rigate di Ss ; e la proprietà del 
n. 20 si traduce nel fatto che due stelle (o due piani) hanno una retta 
comune o coincìdono, mentre una stella ed un piano hanno nessuna retta 
od un fascio di rette comune. 

L'equazione aaPu + aisP42+ai4Pti + (hiPit + a4iPiz + anPi4=0 cioè, 
secondo T indicazione superiore, 

(10) {ap) = 

definisce un S^ di Ss, e la sua intersezione"con Yl è una VI, che in S*b 
dicesi eamplesso lineare di rette (cfr. n. 8, Gap. 5). Siccome (10) è la re- 
lazione esistente fra due punti a^p coniugati rispetto a VJ, i coefficienti 
Gik, acquistano in S5 il significato di coordinate del polo di S4 rispetto 
a 74. Se S4 contiene il suo polo, cioè (aa) = 0, il complesso lineare dicesi 
speciale, e la retta a (a cui sono appoggiate tutte le rette del complesso) 
dicesi il suo asse (0 cerUro, secondo la denominazione del citato n. 8). 
Dunque 2e 00 ^ Y| (semplicemente speciàligjsate) interseeumi di V* coi sìmì 
iperpiani tangenti danno in S*z i complessi lineari speciali, 

23. — Un S3 sega V^ in una VI, che dà in S*8 quella che dicesi 
amgruenea lineare, sostegno di un fascio di complessi (dati dagli S4 per 
r Ss). Le due direttrici della congruenza, cioè le due rette a cui si ap- 
poggiano tutte le rette della congruenza, sono date dai punti d' interse- 
zione con Vi deir Si polare di S3 (gli Si che congiungono questi due 
punti ai punti di V| esistendo tutti (n. 3) in V'). Se Ss tocca in un punto 
(soltanto) V4 , cioè sega questa in una Vi avente ivi punto doppio (cono 
quadrico di Ss)^ si ha in S% una congruenza lineare speciale composta 
di infiniti fasci di rette (generatrici del cono) aventi tutti una retta co- 
mune, detta direttrice (vertice del cono), cosi che il piano ed il centro di 
ciascun fascio (i due St di VI passanti per ciascuna generatrice del cono) 
sono corrispondenti in una proiettività. Se Ss tocca V' in un Si , VI si 
scinde in due St che si segano in questo Si e però si ha in S'*'3 una stella 
ed un piano rigati con un fascio comune. 

Un Ss sega VJ in una V' (conica) che è, in S*3 > una serie rigata di 
una quadrica, serie rigata base di una rete di complessi lineari (dati 
dagli od' S4 passanti per TSg). L'altra serie rigata di questa quadrica 
è r altra Vf sezione di \\ coir Ss polare dell' Ss considerato. Se questo 
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Sf tocca in un punto (soltanto) VI, si hanno in 8*3 due fasci con una 
retta comune: se tocca in un Si, si ha in S% un fascio doppio. 

24. — Due complessi lineari (ap) = 0,(a'p) = si dicono coniugati 
(od in involimone secondo Klein) quando {aa') = 0. Questa significa, per 
essere a , a' i poli degli S4 le cui sezioni con VJ danno i detti due com- 
plessi, che questi due S4 sono coniugati rispetto a VJ, e reciprocamente. 

Preso in S5 un qualsiasi spazio lineare Srn ed il suo spazio polare 84.^ 
rispetto a Y', tutti gli iperpiani per 8»» sono coniugati a tutti gli iper- 
piani per 84-^: quelli danno qo*~^ complessi lineari costituenti un si- 
stema che dicesi lineare, e questi, 00 '^ complessi lineari di un altro sistema 
lineare. Dunque ad ogni sistema lineare oo"^ di complessi lineari è coniu- 
ge^ un sistema lineare oo ^'"^ di complessi lineari, tale cioè che ogni com- 
plesso di questo è coniugato ad ogni complesso di qudlo. Aggiungasi che, 
se di due complessi coniugati uno è speciale, Taltro contiene Tasse di 
questo e viceversa ; quindi gli assi dei complessi lineari speciaii esistenti 
in un sistema lineare co"" di complessi lineari giacciono in tutti i complessi 
dd sistema lineare coniugalo 00 ^■^. 

25. — Si deve a Klein la seguente osservazione generale. 
Consideriamo una proietti vita qualunque dello spazio 85 in sé stesso, 

che muti la quadrica VI in sé medesima. Essa cambierà gli Ss di un si- 
stema di V4 negli 82 dello stesso dell'altro sistema : in amendue i casi 
due 82 (di diverso sistema) che si segano in un So si trasformano in due 
altri con eguale proprietà. In 8*3 si hanno adunque due specie di tra- 
sformazioni biunivoche (algebriche), nelle quali a punti e piani corrispon- 
dono rispettivamente punti e piani, ovvero piani e punti, così che, se i 
primi sono incidenti, anche i secondi lo sono. Si conclude che ogni tra- 
sformaeione proiettiva di 85 in se, che trasformi pure in sé la VJ , è in S\ 
una omografia una correlaMone, e viceversa. 

Come si rappresentano in 85 le quattro proiettività involutorie di S'^'s 
(cfr. n. 13, Cap. 4.*» e n. 4, Cap. 5.°)? Per ciò che ora si é detto, si rap- 
presentano in omografie involutorie di 85 che mutano in sé la VJ . Queste 
omografie hanno due spazi fondamentali indipendenti S„^ , 84..»» > i quali 
evidentemente non possono essere che spazi polari V uno dell' altro, ov- 
vero autopolari (cioè di ¥4). Nel secondo caso sono necessariamente due 
8t di V4, di sistema diverso, e quindi si ha in 8*3 V omologia armonica. 
Nel primo caso m può avere i valori 0, 1, 2. 

Se m =i si ha in 8$ una omologia armonica avente per centro ed asse 
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un pnnto So ed il suo iperpiano polare S4. Un S^ di VJ incontra S^in 
un Su per il quale deve passare TSs corrispondente, onde questi due S| 
sono di sistema diverso. Quindi si ha in S*^ un sistema ntdlo: è quello 
relativo al complesso lineare dato dalla V* sezione di Yl per S4. Può 
notarsi che due punti A , A' di V' allineati con So si corrispondono nella 
data omologia, e quindi danno in S*8 due rette corrispondenti nel si- 
stema nullo, dette reUe polari rispetto al complesso. 

Se m= 1 , cioè se sono Si , S3 i due spazi' polari, si osservi che due St 
di VJ, corrispondenti nella trasformazione involutoria, hanno un solo 
punto comune (sopra S3) e quindi sono del medesimo sistema: sicché si 
ha in S*3 una omografia involutoria. Di questa sono rette unite { quelle 
date dai punti della V| intersezione di V4 con Ss, cioè) tutte le rette 
appoggiate a due rette (date dai punti d'intersezione di Si con Vs). 
Dunque si ha in S% una invdueione gotha. 

In fine, se n»=2 , cioè se si prendono due S, polari, la trasformazione 
involutoria cangia un Ss di Vi in un altro che non ha in generale con 
esso alcun punto comune. Quindi si ha in ?1*^ un sistema póla/re, perchè 
inoltre sono rette unite le generatrici e le direttrici di una quadrica 
(date dalle \\ sezioni dei suddetti due St polari con V!). 

26. — Prendasi in S5 una sestupla polare di V'. Si avrà un gruppo 
di 32 trasformazioni involutorie di S5 (n. 14, Gap. 4.®), le quali sono in 
S*3 (n. precedente), oltre l'identità, 6 sistemi nulli, 10 sistemi polari e 
15 involuzioni gobbe. I sei complessi lineari relativi ai sei sistemi nulli 
sono a due a due coniugati (0 in involuzione) : e viceversa, dati sei com- 
plessi in tale relazione, si ha il gruppo suddetto. Ne segue una notevole 
configurazione oggetto di un elegante studio di Klein ^). 

Rispetto ad una sestupla polare V equazione di V\ può scriversi così 

(11) (^,'\-(^,+A+o(^^-^,+oi=o 

Indichiamo con 

x, = (é'^p) (i = 0,l,...,5) 

la trasformazione lineare con cui si passa dalla (pp) = alla (11). Le 
equazioni (é^^p) = sono in S5 le faccio di detta sestupla e quindi in S'*'3 



^) ZuT Theorie der Liniencomplexe des ersten und ssweiten Grades. (Math. 
Ann., 2, 1870). 
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le equazioni di sei complessi a due a due coniugati. Rispetto a sei tali 
complessi si ha adunque un nuovo sistema dì coordinate per le rette dello 
spazio ordinario 8*3, nel quale le coordinate Xi di una retta devono 
soddisfare ad una equazione del tipo (11). Le Xi sono dette coordinate di 
Klein. 

27. — Torniamo a considerare una quadrìca Vi, di un Sj^+i, e su di 
essa una varietà algebrica V^ di dimensione g e di ordine n ^). 

Un S54.1 che passi per un S, di V|, ne contiene un secondo S', di 
sistema diverso da quello (n. 21): quindi degli n punti che queir 8,^.1 
ha comune con V^ un certo numero l cadranno sopra 8,, altri m ca- 
dranno sopra 8', , e sarà Z + m = n . Anzi, siccome ad ogni 8, di V|, si 
può arrivare, come vedemmo (n. 21), mediante tali 8,4.1, è chiaro che, 
rispetto alla Y^, i due sistemi di 8, di V|, si comportano così che tutti 
gli 8, di un sistema hanno con essa l punti comuni e tutti gli 8, del- 
l'altro sistema hanno con essa m punti comuni. Per ciò in appresso la 
V;j sarà opportunamente indicata con Yq'^K 

Ora sieno sopra una Vi, due tali varietà Vg*"* , V^^^*^^ i numeri l 
ed Zi, m ed mi corrispondendo rispettivamente allo stesso sistema di 8, 
di VI,: cerchiamo il numero dei punti che esse hanno comuni. Proiet- 
tando stereograficamente V|, da un suo punto P sopra un 8«,, le V^,*'"^ 

Vj,^*^ si proiettano in due varietà Vg"^ , V^^^ di 8„, di ordini Z+m, 
Zi+Wi rispettivamente, le quali hanno in tutto (Z+m) (Zi+Wi) punti comuni: 
ma di questi soltanto quelli che sono fuori della quadrica fondamentale della 

rappresentazione, V',.», corrispondono a punti comuni a Wq^^Yq'^^K 
Ora queste varietà segano r8i,+i tangente in P a VI, in due varietà 

V^ , Y^fìT" le cui imagini, sopra V|,_„ sono due varietà V|^^l , V^^^^ 
perchè un 8,_i di V2,-.t ha con queste tanti punti comuni quanti 

r8, = P8,_i ha colle V^^T , V^lfS cioè colle Vj/"*^ , VJ/^'^^ 

Dunque, indicando con X, , X,_i ... i numeri di punti comuni a due 

yiltn) ^ yi^^mi) ^j g^^ ^ ^ ^^^ y(Zm^ ^ ^ihtn,) ^ g^^_^ ^ ^ ^ g. ^^ j^ formula ri- 

corrente 

X, = (Z+w)(^i+Wi)-X,_i. 



^) In questo n. facciamo uso di alcune nozioni (semplici e naturali esten- 
sioni del resto di cose dello spazio ordinario), che saranno svolte nel Gap. 9.®. 



Di qui si ricava 
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X,_i = (l+m) (/i+ma) — X,., 



ed in particolare 



X, = (Z+w)(Zx+ma) — Xo. 



Per conseguenza X, = X,.2 : cioè X, = Xi se g è impari e X, = Xo se 
q è pari. Ma Xo è il numero relativo ad una Vo, cioè ad una coppia di 

punti, nell'uno dei quali stanno l punti di Vo'**^ ed h punti di Y^J^^^ 
e neir altro rispettivamente m ed nh punti, e perciò Xo, numero dei 
punti comuni a queste Y^i^\ yihnh) y^ considerato eguale a Ih-^mmi. 
Ne risulta, dall'ultima relazione, Xi eguale ad li m -fatiti (teorema di 
Chasles) numero calcolabile subito anche direttamente applicando il ra- 
gionamento fatto sopra alla rappresentazione stereografica di una qua- 
drica di S,; ed in generale 

X, = ZiW + ?Wi , se } è impari; 
X, = Hi -{-mtni , se g è pari. 

Facciasi q = 2. Una Vl'"*^ di VJ di Ss rappresenta una doppia infi- 
nità di rette dello spazio ordinario S'*'8, tale che fra esse ve ne sono 
(ad es.) ì per un punto ed m in un piano (cfr. n. 22): o, come dicesi, 
una congrtéenaa {Im) ^). 

Dal teorema precedente si ricava adunque che il numero détte rette 
comuni a due congruenee (Zm) , (Zi mi) ddlo spcmo ordinario è III -^m mi: 
numero che è stato assegnato per la prima volta da Halphen >). 



^) Oltre ai numeri l^ m, detti ordine e clcisse della congruenza, giova con- 
siderare per essa anche il rango, cioè il numero delle coppie di rette della con- 
gruenza formanti fascio con una retta generica (numero delle coppie di punti 

di V/"*^ allineati con un punto generico di V' sopra Si di V! stessa). Per questo 
ed in generale per lo studio delle congruenze col metodo accennato vedasi: Fano, 
Studio di alcuni sistemi di rette . . . ( Annali dì Matematiche, 21 (2), 1893) , ove 
si troveranno altresì molte indicazioni bibliografiche. 

') Questo numero si ottiene anche come caso particolare di una formula di 
Schubert, contenuta a sua volta in una formula più generale data dal Sbvbei 
nella Nota: Le coincidenase di una serie algebrica,,, , (Rendiconti dei Lincei, 9(5), 
1900), n. 2. 
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28. — Accenneremo in fine alla generazione delle quadriche per stelle 
reciproche. 

Due stelle aventi la stessa dimensione, di sostegni S^-jt-i » S'r.]t^ , 
Siene riferite proiettivamente così che agli S^^jt dell' una corrispondano 
gli Sr-i dell'altra: e consideriamo il luogo dell' Sr_fc_i comune ad un S^-* 
della prima stella e all'S^.i corrispondente della seconda. Se gli iper- 
piani delle due stelle sono dati rispettivamente dalle equazioni 



(12) 
(13) 






al variare dei parametri Xo i ^u »— > ^h ; p-o »•*.) H rispettivamente, queste 
si possono prendere come le coordinate degli iperpiani stessi nelle due 
stelle ; e la detta reciprocità è quindi data da una relazione bilineare 

(14) y a^j X, p-i = 

ove le aij (ij=0 jl ,...,*) sono costanti. Si pongano nelle (12), (13) 
le coordinate di un punto x del luogo: il qual punto congiunto con 
Sr_fc-i dà un Sr-k , a cui corrisponde nell'altra stella un Sr_i ( passante 
per lo stesso punto). Quindi, se \)^ , |i.i ,..., (ijt sono le coordinate di questo 
Sr~i» le Xo , X] ,..., Xjt che soddisfano alla (12) sono le coordinate degli 
Sr~i che passano per queir S^-a, onde soddisfano anche alla (14), e reci- 
procamente: il che significa dover essere le (12), (14) identiche rispetto 
alle X. Adunque si ha 



(15) 



pUi 



=ya<^ 



V-j C; = 0,l,...,fc); 



dalle quali e daUa (13), eliminando p e le |i, si ricava 

* 
t?o ... Vfc 



Uo Ooo 



«0* 



Wfc UxQ • . • a^jt 



= 0, 



anche {Aix complemento algebrico di at^ nel determinante \aix\), 



(16) 



2 A.ÌJ UiVj = 0. 



Viceversa, se un punto x soddisfa colle sue coordinate a questa equa- 
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zione, coesìstono le (13) e (15), e quindi il punto x sta sopra Tiper- 
piano (13) e su tutti gli iperpiani (12) che ad esso corrìspondono in virtù 
della (14). Si vede adunque che U luogo cercato è una quadrica, la quale 
(per la simmetria della equazione (16) nelle u,v) è anche il luogo degli 
Sr-k-i sezioni degli S^-jt della seconda stella cogli S^-i corrispondenti 
della prima. 

Annullando le derivate parziali della (16) rispetto alle coordinate si 
ottengono r-fl equazioni lineari omogenee nelle 2A;-f-2 espressioni u,v, 
che sono in generale ( cioè scegliendo i coefficienti delle u , v gene- 
ricamente) r-f 1 equazioni di iperpiani non aventi punto comune se 
2fc-J-2^r+l; onde in questo caso (cfr. n. 5) la quadrica (16) non è 
in generale specializzata. Invece Io è necessariamente r — 2k — 1 volte 
(e non più in generale) se 2A: + 2<Cr+l, giacché allora le stesse equa- 
zioni sono soddisfatte dalle coordinate dei punti di un Sr-t^-t che è lo 
spazio intersezione dei sostegni Sr-it-i, S^^j^i delle due stelle. 

r — 1 
La condizione 2A+2>r+l, cioè r — k — 1 ^ — r— affinchè la 

quadrica (16) non sia specializzata è del resto ben naturale, per il fatto 
evidente che i detti sostegni Sr-^-i » S'^-^.i stanno su di essa e per la 
proprietà del n. 14. 

Che viceversa qwdunqm quadrica sia generabile per nieesto di due 
stélle reciproche segue immediatamente dal n. 8, per il quale, se una qua- 
drica specializzata h volte (o non specializzata) è generabile in tal modo, 
lo sono pure tutte quelle specializzate lo stesso numero h di volte (o non 
specializzate) ^). 



*) Si può aggiungere inoltre che t sostegni delle due stelle e la loro reciprth 
cita possono variare in infiniti modi. Ciò è dimostrato nella Nota di Da Porto, 
Sulla generassione per stelle reciproche ... (Giornale di Matematiche, 6 (2), 1899). 



Capitolo 7.<> 
Fasci di quadrlclie. 



1. — Nello spazio Sr abbiansi due quadriche /*, <p rappresentate dalle 
due equazioni 

(1) ^(^ihXiiX!K = ,Ya'ij,XiXj, = 0: 

e si consideri la varietà ad r — 2 dimensioni costituita dalF insieme dei 
punti che esse hanno comuni, cioè la varietà che dicesi loro intersejrìane. 
Questa gode della proprietà di avere sopra un S| generico di S^ quattro 
punti (quelli in cui si tagliano le due coniche sezioni dell' S| colle due 
quadriche) e si dirà perciò che è del i.*- ordine. È chiaro che la detta 
varietà è comune, oltre che ad /* , ^ , anche a tutte le quadriche che si 
ottengano dall'equazione 

(2) ^(aiK + ^^a\^)XiXj, = 

al variare di X e che si dicono costituire un fascio. La stessa varietà è 
detta ba$e di questo fascio e, nel presente Capitolo, si chiamerà quatiica 
e s'indicherà con Yt-s. Si avverta bene che essa è caratterizzata dall'es- 
sere intersezione di due quadriche (o base dì un fascio di quadriche), non 
dall'ordine 4 che compete anche ad altre varietà ad r — 2 dimensioni. 
Si noti inoltre che, ad individuare un fascio, si possono prendere due 
quadriche qualunque di esso, come si vede facendo nella (2) una trasfor- 
mazione lineare del parametro X. 

2. — Un teorema di Weierstrass ^) assegna come condizione necessaria 



^) Nei Monatsberichte di Berlino, 1868, (Gesammelte Werke, I). Cfr. anche 
il § 9 del libro di Mutu citato nella nota ^) al n. 27, Cap. 4.o. 



e sufficiente perchè una coppia di forme quadratiche laixXiXi^yla'ixXiX^ 
possa trasformarsi in un^altra coppia di forme quadratiche ^bij^XiXK^ 
^b\\XiXn, con una sostituzione lineare a modulo diverso da zero, l'egua- 
glianza dei divisori elementari dei due determinanti {atx — pa^j^l, 
l^ià — f'&'ijk h quindi tale è la condizione perchè le due coppie di quadriche, 
date dalle due coppie di forme uguagliate a zero e le relative quartiche 
possano trasformarsi proiettivamente le une nelle altre ^). D'altra parte 
Teguaglianza dei divisori elementari di quei determinanti esprime anche 
(Gap. 4.®) la condizione necessaria e sufficiente perchè Tomografia (la(ì^XK= 
= Ia\)k^fc) prodotto delle polarità rispetto alle due prime quadriche sia 
proiettivamente identica alla omografia (lbij,Xk = yib'ii,aft,) prodotto delle 
polarità rispetto alle altre due quadriche. Quindi condtzione necessaria e 
sufficiente perchè due quadriche f , f possano trasformarsi proiettivamente 
in due altre f ^f' è cheV omografia prodotto delle polarità rispetto a qudle 
sia proiettivamente identica aU^ omografia prodotto delle polarità rispetto a 
queste *). 

3. — Adunque le particolarità proiettive del sistema di due quadriche 
(1) sono quelle stesse dell'omografia 

(3) ^a,xXx = ^dix7;x (i = 0,l,...,r), 

che è il prodotto delle loro polarità, e quindi consistono nella caratteristica 
e negli invarianti assoluti di questa, che si diranno caratteristica ed inva- 
rianti assoluti del sistema delle due quadriche, o del loro fascio, o della 
quartica base. 

Siccome il determinante caratteristico D(p) = ja^jt ~ pa'i^l dell'omogra- 
fia (3) è (posto p = ' X) il discriminante della quadrica (2) del detto fascio,* 
le radici p',p",..., p'**' di D(p) danno le quadriche specializzate del fascio, 
stesso ; ed anzi gli spaei fondamentali deW omografia (3) sono gli spazi 
doppi di queste quadriche. Segue intanto che i suddetti invarianti assoluti 



*) n Weierstrass esclude il caso che i detti due determinanti sieno identi- 
camente nulli. Quindi, neirapplicazione che facciamo del suo teorema, va escluso 
il caso dei fasci di quadriche tutte specializzate, che considereremo a parte. Noi 
supponiamo anzi che le /^,cp non sieno specializzate (il che per il teorema dì 
Weierstrass non è essenziale limitazione per una considerazione analoga a queUa 
del n. 24, Gap. 4.<'): onde Tomografia data dalle (3) non è singolare. 

*) Sarebbe utile trovare di questo teorema una dimostrazione geometrica 
diretta. 

10 
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sono i rapporti anarmonici che si ottengono (nel fascio (2)) doiUe m qua- 
driche spedcHizeoite e dalle due quadriche /*, 7 : e sono m - 1 indipendenti. 
Invece, se si tratta della trasformazione proiettiva di un fascio in un 
altro colla sola condizione che una quadrica f di quello si trasformi in 
una determinata quadrica f di questo, cioè della trasformazione proiet- 
tiva di /* e di una Vt_2 su essa in f e in un'altra Vt_.2 su questa, gli 
invarianti assoluti indipendenti si riducono evidentemente ad m — 2; (0 
a zero, se m <'_ 2), mentre si riducono ad m — 3 (0 a zero se w < 3) se 
si tratta della trasformazione proiettiva di un fascio in un fascio di 
una quartica in una quartica (sempre invariata restando la caratteri- 
stica). 

4. — Per il sistema di due quadriche-inviluppo valgono considerazioni 
correlative alle precedenti, dicendosi schiera l'ente correlativo al fascio. 
Poiché (n. 20, Cap. 4.®) ogni omografia è correlativa alla sua inversa, si 
ha che la caratteristica e gli invarianti assòluti di due quadriche-luogo 
sono quelli stessi delle due quadriche-inviluppo ad esse aderenti (scambiando 
le quadriche) ; e che le quadriche specializzate rispettivamente come luogo 
e come inviluppo del loro fascio e della loro schiera (relative agli stessi 
gruppi caratteristici) si corrispondono in una proietti vita (correlazione) 
che fa pure corrispondere le due qfiadriche (l'una a quella aderente al- 
l'altra). 

5. — L'equazione dell' iperpiano polare di un punto rispetto alla 
quadrica (2) 

mostra che gli iperpiani polari di un punto rispetto alle quadriche di un 
fascio qualsiasi formano (quando non coincidono) un altro fascio proiet- 
tivo al fascio stèsso. L'S,._2 sostegno del fascio di iperpiani suole dirsi 
polare del punto* rispetto al fascio di quadriche od alla quartica base. Al 
variare del punto si hanno così infiniti fasci d' iperpiani proiettivi tra 
loro. Correlativamente rispetto ad una schiera di quadriche. 

In particolare gli iperpiani polari di un punto rispetto a due quadriche 
e quelli che dalla loro intersezione proiettano gli m spazi doppi delle 
quadriche del loro fascio costituiscono un fascio di m-\-2 iperpiani proiet- 
tivo a sé stesso al variare del punto ed i rapporti anarmonici formati cogli m+2 
iperpiani sono gli invarianti assoluti. Correlativamente, considerando le 
quadriche aderenti alle due date, si hanno punteggiate proiettive di m+2 
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punti che pnre danno (n. 4) gli invarianti assoluti : onde queste punteg- 
giate sono proiettive a quei fasci, il che del resto segue senz'altro dal 
n. 6, Gap. 4.<>. 

I punti e gli iperpiani uniti della omografia prodotto delle polarità 
rispetto a due quadriche, cioè (n. 3) i punti doppi delle quadriche del 
loro fascio e gli iperpiani doppi delle quadriche della loro schiera, sono 
tuUi e sóli i ptmùi ed iperpiamy ciascuno dei quali ha rispettivamente lo 
stesso iperpiano polare rispetto aUe quadriche dd fascio e lo stesso polo ri- 
spetto aUe quadriche ddla schiera. La proprietà è evidente, notando sol- 
tanto che un iperpiano che è polare di un punto if rispetto a due qua- 

driche f,rD di un fascio (onde sono proporzionali le ^—=^^aixe^ alle 
— i- = la<fc0k) è tale rispetto a tutte le quadriche del fascio, e correla- 

tivamente. 

D'ora innanzi ometteremo di accennare alle proprietà correlative. 

6. — Diciamo che il sistema di due quadriche o il loro fascio 4> o 
la quartica base Vt- < è dd IJ* tipo o dd 2.^ tipo secondochè Tomografìa 
Q prodotto delle polarità rispetto alle due quadriche è generale o par- 
ticolare. Se Q è particolare può riguardarsi (n. 15, Gap. 4.®) come caso 
limite di una omografia generale Q' (cogli stessi spazi' fondamentali). 
Scrivendo le equazioni di quest'ultima nella forma canonica a;< = a<yi 
(i=0 , 1 , ... , r), si rende manifesto che essa può in infiniti modi consi- 
derarsi come prodotto di due polarità (non singolari) date dalle formule 
^i -^i^i Ai- 'U Vi ) bastando di imporre le condizioni «< = |i.< v< : ad es., 
se supponiamo di fissare una delle polarità, pongasi la prima, l'altra pola- 
rità ne è linearmente determinata. Riferiamoci adesso ad una piramide fon- 
damentale generica (onde, nel supposto ora fatto, i coefficienti della seconda 
pol^ità dipendono sempre linearmente da quelli dell'omografia Q!) e fac- 
ciamo convergere Q! verso Q : il sistema delle due polarità (variando la 
seconda con QO convergerà verso un sistema, che, per il n. 2, sarà tra- 
sformabile proiettivamente nel sistema delle due polarità date, se non 
sia questo medesimo sistema. Dunque un sistema di due quadriche dd 2J^ 
tipo può sempre considerarsi (a meno eventualmente di una proiettività) 
come caso limite di un sistema del 1.^ tipo. Gli spazi doppi delle quadriche 
di un fascio saranno spazi doppi semplici ovvero spazi doppi di sovrap- 
posizione, denominando così quelli che provengono dal cadere uno nel- 



(Cap.7.«il»-7] — 148 — 

r altro due o più spazi* doppi semplici. Un fascio del l.^ tipo ha tutti 
spazi' doppi semplici : uno del 2.^ tipo ha almeno uno spazio doppio di 
sovrapposizione. La caratteristica di un fascio ha ora un chiaro signifi- 
cato rispetto al fascio stesso. 

La dimostrazione ora fatta prova anche quest'altra proprietà: — 
Qtialsiasi omografia y generale o particolare, si può pensare (in infiniti modi) 
come omografia prodotto delle polarità rispetto a due quadriche. — Per con- 
seguenza del sistema di due quadriche o del loro fascio 4> o della quartica 
base Vt^t ai possono assegnare arbitrariamente la caratteristica e gli inva- 
rianti assoluti. 

7. — Quando il fascio 4> è del !.• tipo e sieno Sa'-i , Sv-i , ... , S.(m) 

gli spazi fondamentali di fi e X^.^i , S*-_i , ... , 1^) le loro stelle coniu- 
gate, è chiaro che gli iperpiani polari dei punti di S^^.^i (ad es.) rispetto 
alle quadriche di *, devono passare per Sfc-_i ,..., S^), per essere questi 

spazi doppi per talune di esse, e quindi sono precisamente gli iperpiani 
di Iv~i . La proprietà rimane, come caso limite, per le omografie particolari. 
Adunque uno spcusio Sj^\ (spcmo doppio per una quadrica di <P) ed il so- 
stegno Sr-A^') della sua stella coniugata in fi (contenente gli aUri spasfi 
doppi) sono spagi polari rispetto ad ogni quadrica del fascio. 

Di un fascio ^ del 1.® tipo esistono (r+l)*?^® polari, comuni cioè 
a tutte le sue quadriche. Per trovarle si prendono V punti a due a due co- 
niugati in Sa'..i , il che si fa scegliendovi comunque un primo punto, poi 
un secondo neir intersezione Sj^.g dell' iperpiano polare del primo con 
Sv.i, indi un terzo nelP intersezione Sj^'_3 dell' iperpiano polare del se- 
condo con Sj^ .t, e cosi via : poi si prendono ìf punti a due a due coniu- 
gati in Sk-^2 »... » e così U'^'^ punti a due a due coniugati in S^) . Questi 
sono r -f l punti indipendenti ed inoltre, per V ultima proprietà, tutti co- 
niugati a due a due. Che così si ottengano tutte le dette (r-f 1)^^^ polari 
risulta senz'altro dall' osservare che i vertici di una tale, avendo rispetto 
a tutte le quadriche di <I> lo stesso iperpiano polare, devono essere punti 
degli spazi ^^j\- Se tutte le quadriche specializzate di 4> lo sono una 
volta sola, esiste una sola (r-fl)"'^* polare. 

Si può quindi sempre porre l'equazione di un fascio <& del 1.* tipo 
sotto forma di una somma dì quadrati delle coordinate (equaeume cono- 
nica ridotta). Inoltre ogni (r+1)*^^* polare fornisce un gruppo di 2'' 
trasformazioni in sé del fascio 4> o della sua quartica base Yt-z (n. 14, 
Gap. 4.«). 
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8. — PufUo doppio di una Vt-t è un punto tale che un S, generico 
per esso incontra ivi la quartica in due punti coincidenti ^). Limitandoci 
dapprima alla Vt-2 del 1.^ tipo, osserviamo che un So doppio di una qua- 
drica di 4>, specializzata una volta, è estemo al suo Sr-i polare e quindi 
non giace su Yt-t , che è il luogo dei punti coniugati a sé stessi rispetto 
(a due e però) a tutte le quadriche di 4>. Invece un S^.i doppio (A'>>1) 
di una quadrica specializzata h' volte è segato dagli iperpiani polari dei 
punti di esso, che sono gli iperpiani della stella £,^'_i (coniugata in Q 
dell^SA'.i (n. 7)), in Sa^s, i quali corrispondono ai punti stessi in una pola- 
rità (n. 1, Gap. 6.<>) non singolare, in quanto il sostegno Sr-^' della detta 
stella non incontra V S^.i e quindi quegli Sk ..£ non passano per alcuno 
spazio. La quadrica Yi-t degli elementi incidenti di questa polarità è 
adunque non specializzata ed, essendo costituita di punti coniugati a so 
stessi rispetto a tutte le quadriche di 4>, giace sopra Yt-tt anzi è tutta di 
punti doppi di questa quartica. In vero un Si per un punto di Yv.f taglia 
in due rette concorrenti in questo punto la quadrica specializzata h' volte 
e taglia un'altra quadrica del fascio in una conica per il punto stesso, onde 
questo assorbe due intersezioni. Viceversa, se Vt-2 possiede un punto 
doppio P, proiettandola da questo punto si ha una Y^^i la quale da un 
Si generico di S^ è incontrata in due punti, perchè rSt = PSi contiene, 
per r ipotesi, due soli raggi proiettanti ; onde tale V,..i è una quadrica 
del fascio <I> , avente punto doppio in P '). Dunque i punti doppi di una 
Vt_e del i.^ tipo sono i punti delle \)ii\ (non specializeate) - intersezioni 

degli 'Sfi^\ doppi {A^'^>1) ddle quadriche specialiejstxte del fascio 4> colle 

aUre del fascio stesso. Siccome due punti appartenenti rispettivamente a 
due tali V^, che diremo doppie per Vt^j, sono coniugati fra loro ri- 
spetto a tutte le quadriche di 4> e giacciono sulle quadriche stesse, si 
ha (n. 3, Gap. 6.<^) che gli Si che congiungono i punti di una y)il{ doppia 

a queili di uvC altra V*(<) doppia stanno sopra Vt-i. 

Un S| tangente alla quartica Vt-t in un suo punto è un Si che con- 



*) Cfr. n. 3, Gap. 9.«. 

*) Qui ci si vale della proprietà del n. 11, Gap. 9.<> e dell'altra che ogni qua- 
drica Q per V|_2 è del fascio <I> , la quale proprietà segue da ciò che la quadrica 

del faacio per un punto di Q (esterno a V^^) deve coincidere con Q (cfr. n. 3, 
Gap. 8.0). 
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giunge questo punto ad un suo punto successivo sulla quartica stessa, ed è 
quindi tangente comune a tutte le quadriche di 4>. Segue che in un punto 
semplice di Vt_2 il luogo delle sue tangenti è V Sr-t comuni agli S^-i po- 
lari (tangenti) del punto, cioè (n. 5) TS^-i polare (tangente) del punto 
rispetto alle quadriche del fascio <I> . Invece le tangenti di Vt_2 in un suo 
punto doppio P devono essere nell'S._i tangente in P a tutte le quadriche 
del fascio 4> e nella quadrica specializzata di questo, della quale P è un 
punto doppio, e viceversa : e però costituiscono una quadrica V^_t (spe- 
cializzata una più volte, con P doppio) intersezione della quadrica spe- 
cializzata e deirs,._, ^). 

Notiamo ancora che, se una quadrica specializzata di $ ha un Sr-^ 
doppio, si spezza in due S^-i , e quindi la Vt-s si spezza nelle due qua- 
driche sezioni di questi S^-i con un'altra quadrica del fascio: e, se ha 
un Sr-i doppio, la quadrica è questo S^-i contato due volte, e però Vt-.2 
è costituita di due quadriche successive. 

9. — Passiamo al caso di una quartica Vt_i o di un fascio $ del 
2.^ tipo, per il quale si presentano (n. 6) spazi doppi di sovrapposizione 
(uno almeno). La caratteristica del fascio o della quartica del 1.® tipo, 
di cui quello è caso limite sia 

[h — 1 , Al — 1 , h% — 1 ,.*., hp — 1 , A" — 1 , h'\ — 1 ,...] 

e suppongasi dapprima che Sh\-i cada in Sk'^i. Ciò significa che S,.^*, 
spazio polare di S^'.i rispetto a tutte le quadriche di <I> (sostegno della 
stella coniugata di Sfc._i nella omografia Q), sega Sx--i neirSv^-i; e però 
Sr-h' ed Sv_i sono tangenti in Sa'j_i alle quadriche stesse (n. 11, Cap. 6.®). 
Se A' = h\ , lo spazio S^ _i non solo appartiene a Vt_2 ma è tutto di punti 
doppi di essa (per lo stesso ragionamento del n. 8), cioè (se h'^l) la 
VJ._2 del caso generale diviene indeterminata. Al contrario, se h'^h\^ 
questa Vi_8 diviene specializzata coll'S/^.^^i doppio. 

Per giudicare dell'effetto di ulteriori sovrapposizioni, osserviamo ciò 
che accade ora neirS^^i,'. Ma prima facciamo una osservazione generale 
da invocarsi anche in seguito. Quando Sh\-i cade in Sh_i le due qua- 
driche specializzate del nostro fascio 4> con quegli spazi doppi debbono 
coincidere in una quadrica Q (e però la prima, se h\<Ch\ deve spe- 



*) La proprietà è vera in generale e si estende (cfr. n. 12, Cap. 9.°). 
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cìalìzzarsi ulteriormente) ; altrimenti il fascio sarebbe tutto di quadriche 
specializzate, contro T ipotesi. Ciò posto, TS^^v segherà il fascio 4> in 
un fascio di quadriche tutte specializzate coir S^'^.i doppio, fra le quali 
yi sono quadriche specializzate h\ -\- h\ , h\ + A'» ,..., h\ -\- h\ , h\ + V,..., 
volte, perchè, ad es., la quadrica di 4> coll'S^^v-i doppio è toccata dall' Sr~v 
nell'Si^'i-i indipendente da quello spazio doppio (e quindi in tutto rSik',+A'r-i 
che lo congiunge ad esso); e vi è anche la quadrica V*_v.i coirS^^'^^i doppio 
sezione di S^.i,' colla suddetta quadrica di coincidenza Q. Se si fa della 
geometria nella stella di sostegno ^h\^i dello spazio 8^.^' (o meglio, per 
maggior chiarezza, si sega con un Sr^A'-^', di Sr-A' indipendente da 
Sa'i-i), la V^.ji_i è non specudùsBota e le altre sono spedaliestaie rispetti-^ 
vamente h\ , h'^ , ... , h'^ , h'' , ... vólie: e di più, poiché gli spazi doppi di 
queste ultime sono tutti semplici (per essere Vf 4-*'8+...+ Ap+ *"+..• 
...= r — h'—h' i"\-l (Cfr. n. 2, Cap. i.^)) si ha che il fascio considerato 
nella detta stélla è un fascio dd 1.^ tipo, 

* 

Ora se S^v-i <^&de in S^'^-i la quadrica di 4> che ha quello spazio 
doppio cade nella quadrica Q (per la stessa ragione detta sopra): e quindi 
la sezione, specializzata h'i+h'x volte, di quella quadrica con S^^v tende 
alla V^-fc'_i: onde, nel fascio della stella S^-^i di S^-v, la V^-k«i si 
speeialùs^a h\ vòlte, U fascio stesso rimanendo dd 1.^ tipo ^). 

Se inoltre S^v-i <^d® ùi Sa'^-i» nuovamente la quadrica di 4> con 

m 

quello spazio doppio cade in Q, e per conseguenza la sezione, specia- 
lizzata Vi+A'a volte, di quella quadrica con Sr_v cade in V*_fc_i: cioè 
il fascio detto (nella stdla) diviene del 2,^ tipo^ coincidendo ndla Vr-fc.i 
le due quadriche di esso specializzate rispettivamente h't , h'z volte. In altre 
parole, la caratterisca di ^ essendo ora 

[(V- 1 , A',- 1 , ìi^'l , A'a- 1) , A'4- 1 ,..., A'p- 1 , A"- 1 , *r- 1 ,...] , 
la caratteristica del considerato fascio (o della sua sezione con un 

Sr-V~*'i) è 

(4) [(A',-1 , V3-I) , V,-l ,..., V,-l ,A"-1 ,^1-1...]. 



*) Se r—h'—l == ^1—1, il fascio si riduce airSA'i— 1 contato due volte. Inoltre 
(per essere (n. 2, Cap. 4.'') r— A'+l =» ^'i+l) neH' Sr— A' vi sarà un solo punto 
doppio; cosicché la quadrica che ha qtiesto punto doppio passerà per tutto rSr-h' * 
Quando Sa's— 1 = Sq cade in Sa'i— 1 , l* Sr-k' viene quindi a giacere in Q. 
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Dopo ciò , siamo in grado di giudicare che cosa avverrà per nuove 
sovrapposizioni: giacché, se nel fascio <^ lo spazio doppio Sv^-i cade 
in Sav-1) basterà applicare al fascio di caratteristica (4) ciò che si è 
detto per 4> quando Sa',-i è caduto in S;ì',_i ^): e così di seguito, fino 
ad esaurire tutti i p-\-l spazi* coincidenti in S^-i, e ripetere poi la 
stessa cosa per gli altri spazi multipli. ^ 

10. — Ad esempio, accenniamo tutti i casi possibili in S3 di un fascio 
^ di quadriche della sua Yt base. 

I fasci 4> del ì.^ tipo hanno le caratteristiche (n. 27, Cap. 4.*) [0000], 
[100], [11], [20] ^) e godono di proprietà che si rilevano subito dal n. 8. 
Nel 1.^ caso esistono quattro coni quadrici i cui vertici sono esterni a 
Yt, la quale ha un invariante assoluto (unico caso in cui si presenta): 
nel 2.^ caso si ha una quadrica Q di <t> composta di due piani e però Yt 
si spezza in due coniche, che si tagliano in due punti, e per le quali passano 
due coni quadrici: nel 3.^ caso si hanno due quadriche di <I> spezzantesi 
in piani, e quindi la Yt ha quattro punti doppi e sì compone di quattro 
rette: nel 4.<> caso la Yt, è una conica contata due volte, cioè le quadriche 
di 4> si toccano lungo questa conica. 

Pei fasci 4> del 2.*» tipo basta applicare le cose del n. 9. Quelli pro- 
venienti dal l.<* caso del 1.^ tipo sono quattro. Il caso [(00)00] dà una 
quartica con punto doppio a tangenti distinte, intersezioni del piano 
tangente in esso (alle quadriche del fascio) col cono avente il vertice 
nel punto stesso ; quartica, per la quale passano due altri coni quadrici. 
D caso [(00) (00)] è quello di una Yt con due punti doppi distinti, la cui 
congiungente è di Yt , è però questa si spezza nella congiungente stessa 
e in una cubica passante per quei due punti. Il caso [ (000) 0] dà una 
quartica con punto doppio, ma colla proprietà ulteriore che la quadrica 
d'intersezione del piano tangente in esso col cono del fascio che ha 
il vertice nel punto stesso è specializzata, cioè le tangenti nel punto 
doppio coincidono: onde Yt ha in questo punto ciò che dicesi cuspide 



*) Già Tessere {h'^ — 1 , h\—-l) il primo grappo caratteristico di (4) esprime, 
per ciò che si è detto al principio del presente n., che, se h\=^h\y il fascio di 
Sr-H' contiene un Sa',+;ìv-1 di punti doppi della sua base e quindi di punti di 
Vr-_t 1 mentre, se h\ > h'^ , in Sr-v si ha soltanto una yX'r^-h'r-i della Vj_j . 

^) Nella notazione di Segre: 

[UH] ,[(11) 11], [(11) (11)] , [(111)1]. 
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regresso: e per essa passa un altro solo cono quadrìco. Nel caso [(0000)] 
si ha una Vt , caso particolare del precedente, caratterizzato da ciò che 
la tangente nel punto cuspidale appartiene a Vt (cfr. nota seconda del 
n. 9), la quale perciò si spezza in questa retta ed in una cubica che la 
tocca in quel punto ^). 

Dal 2.* caso del l.« tipo provengono [(10)0] , [1 (00)] , [(100)]: di cui 
il primo dà una Vt composta di due coniche tangenti per le quali passa 
un altro solo cono ; e il terzo, una Vt composta di una conica e di due 
rette appoggiate ad essa in un punto, perchè V Si polare dell* Si doppio 
della quadrica Q deve (al limite) giacere su questa (cfr. nota prima del 
n. 9), cioè su uno dei due piani che la formano, il quale contenendo due 
rette polari incontrantisi, è piano tangente comune (nel punto d' incontro) 
a tutte le quadrìche di 4>. La caratteristica [1 (00)] dà una Vt composta 
di una conica e di un paio di rette appoggiate alla conica e incontrantisi 
fra loro fuori di essa '). 

Dal 3.<^ caso del 1.^ tipo proviene soltanto [(11)], nel quale Vt contiene 
una retta contata due volte, cioè le quadriche di 4> si raccordano lungo 
questa (ossia hanno in tutti punti di essai medesimi piani tangenti) e 
quindi si segano inoltre secondo due rette dell' altro sistema che com- 
pletano la Vt. 

Infine dal 4.<> caso del l.^ tipo si ha [(20)]. Per questo la sezione 
deir Ss doppio colle quadriche di 4> deve comporsi di due rette di diverso 
sistema, lungo le quali le quadriche sono .raccordate, e che contate due 
volte costituiscono la Vt '). 

IL — Quante quadriche di un fascio <P di Sr toccano propriametUe 
(cioè in punti semplici delle quadriche stesse) un S^ generico? 

Il fascio 4> si supponga anzitutto del l.^ tipo e di caratteristica 

[A?i 1 ,A^ 1 ,..., fc^ 1 , . . . J 



^) Nella notazione di Segre i quattro casi sono: 

[211] , [22] , [81] , [4]. 

*) Nella notazione di Segre i tre casi sono: 

[(21)1], [(11) 2], [(31)]. 

^ Gli ultimi due casi, nella notazione di Segre, sono : 

[(22)1 , [(211)] . 
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ove, essendo t>0, si suppone che i^^r — m + 1 (i = l,2, ... ,r), e 
che ogni altro numero sia <;^ — m + 1. Lo spazio S», segherà <I> in un 
fascio pure del l.<^ tipo, perchè S^ taglia gli spazi doppi S;^.^ di 4> in 

Sjt-ri+m-r ® ^^ Quadricho V^_, (di punti doppi di Vt-i), né indeterminate 

né specializzate di quegli spazi (n. 8), in quadriche parimenti né inde- 
terminate né specializzate, essendo S^ generico (onde, per il n. 9, gli 
^A^i+m-r ^^^ possono essere spazi doppi di sovrapposizione del fascio 

sezione); e perchè, per questa stessa ragione, S^ tocca quadriche del 
fascio in punti non giacenti su Yt.s. Per il detto fascio sezione la carat- 
teristica è quindi 

X 

\ki — 1 + »» — r , Ut — l-\-m — r ,..., k^ — 1 + m — r ,0,0 ,..., ] 

indicando con x il numero incognito delle quadriche tangenti ad S». Si 
ha adunque (n. 2, Gap. 4.^) 

yjCi — x(r — f»)+^ = w + l , 
cioè 

•e 

a;=f» + l + T(r— f») — ^ki . 

La stessa formola (riferendosi a spazi doppi semplici o sovrapposti) 
vale anche se il fascio è del 2.<* tipo; giacché, venendo a questo, come 
caso limite, da un fascio del 1.^ tipo, avviene soltanto che in <f>, e quindi 
nel fascio sezione di S^, gli spazi doppi si sovrappongano in vario modo, 
cioè i numeri delle caratteristiche soprascrìtte, restando i medesimi, si 
distribuiscano in vari gruppi caratteristici, ma T applicazione del teorema 
del n. 16, Gap. 4.^ dà sempre lo stesso risultato. 

Gosì in Ss, preso ad es. per m il valore 2, si trova che per i fasci 
di caratteristica [0000] si ha a;=3, per quelli di caratteristica [100] si 
ha a?=2 e per quelli di caratteristica [11] e [20] si ha a; = l : e questi 
valori di x restano invariati per i fasci rispettivamente limiti di essi. 

Il metodo precedente può servire a risolvere il problema anche per 
particolari posizioni dì S^. 

12. — Veniamo ora a considerare gli oo^ Sr_m-i polari di un S«. rispetto 



- 156 — 



[Gap. 7.» n. laj 



alle quadriche di un fascio 



/■+Xy = 0: 



essi costituiscono una varietà Yr^m ad r — m dimensioni, della quale vo- 
gliamo cercare le equazioni e T ordine. 

Se af^\ jP^\..,, af^^ sono m + 1 punti indipendenti di S^, i loro iperpiani 
polari rispetto ad una quadrica generica del fascio si segano appunto 
neirSr-m-i polare di S.,. Sicché, eliminando X dalle loro equazioni 



Imt ^ 



«l^? 






si ottengono le equazioni desiderate di V 
matrice: 



date dall' annullarsi della 



(5) 






= 0. 



Queste equazioni pongono in evidenza un altro modo di generazione 
della Vr_m« Si osservi che le 



dXi 



dXi 



AO) V ^(0) ^1 I Am) y Um) .??. _ A 



od anche 



2(p^^'a^? + ... + r^ro||; = o 

rappresentano, al variare dei parametri [>, due stelle dMperpiani che 
hanno per sostegno V S'r_„,_i polare di S„, rispetto ad /* e T S"r-«-.i 
polare di S^ rispetto a 7 ; le quali sono riferite proiettivamente quando 
si fanno corrispondere due iperpiani dati dalle stesse p, cioè due iper- 
piani polari di uno stesso punto di S^.. Allora, in forza delle (5), è chiaro 
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che tutti gli iperpiani di una stella passanti per un punto di Yr-m hanno 
per corrispondenti gli iperpiani dell'altra stella passanti per il medesimo 
punto, cioè due Sr_« delle due stelle passanti per un punto di V^-m 
sono corrispondenti , e viceversa. Dunque V^-^ può anche definirsi come 
il luogo delle intersezioni degli Sr~m (incontrantisi) che si corrispondono 
nelle stelle proiettive S^_„^i , S'V_«_i . 

Tagliando queste stelle con uno spazio S^ generico, la proiettività 
delle due stelle si traduce in una omografia di S^ in sé stesso, che in 
generale ha soltanto m-\-l punti uniti. Dunque *) la varietà Vr-m è, in 
generale, delV ordine m + 1, e può indicarsi con Vrii- 

Sia Sr-8 polare di un punto oò^^ di S,n rispetto alla quartica base Vt^t 
(n. 5) ; e sia Vr-m+i la varietà corrispondente allo spazio S^_i determinato 
da cà^\ ... , é'*'\ in modo analogo a quello in cui V^ii corrisponde allo 
spazio Sm . La V^«^_i secondo cui V S^.» taglia V?_n»+i ^) è contenuta 
tutta, come è chiaro, in V^ ; dunque gli Sr-g polari dei punti di S« 
rispetto alla quartica Vt_2 sono spojsl secanti ') ddla varietà V^ii. 

Se S,n = Si, la V^„\ è una VJ._i contenente due sistemi di S^-j (onde 
V*__i è specializzata r — 4 volte), polari di Si rispetto alle quadriche del 
fascio e polari dei punti di Si rispetto al fascio. 

Se S« = Sr_i, la V;^ è una Vr (curva razionale normale, come si 
vedrà in seguito) incontrata in r — 1 punti dagli Sr-.^ polari dei punti 
dell' S,-i . 

13. — Ammettiamo il teorema, che si dimostrerà più tardi (n. 6, 
Gap. 9.*>), che una varietà algebrica irriducibile VJ (di dimensione j e di 
ordine h) appartiene al più ad uno spazio Sp+fc_i : e cerchiamo, col suo 
aiuto, di caratterizzare le varietà quadratiche situate sopra una quar- 
tica Vt_2. 

Se Vt_2 contiene una Vi>_i , questa appartiene, per quel teorema, ad 
un Sm« La quadrìca del fascio, di cui Vt^s è quartica base, passante per 
un punto di S^, fuori di Vi_i, contiene per intero questo spazio S,»; 
e viceversa un S^ che stia sopra una quadrica del fascio taglia un' altra 
quadrica di esso in una YiL-i situata su Vt.8* Dunque tutte e sóle le 



*) Cfr. n. 3, Gap. 9.o. 

') Uno spazio lineare si dice secante per una varietà qualunque quando la 
taglia in una varietà di dimensione superiore a quella secondo cui essa è tagliata 
da uno spazio lineare generico della stessa dimensione. 
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varietà quadratiche della quartica Vt-s sano fomite dagli spcuri lineari 
ddle quadriche del fascio. 

Le Yarietà quadratiche provenienti da una stessa quadrica del fascio 
si dicono corrispondenti ad una generazione della quartica, sicché questa 
ha 00^ generazioni corrispondenti alle oo' quadriche del fascio. In partico- 
lare essa ha delle generazioni specialia/eatey cioè quelle date dalle quadriche 
specializzate del fascio stesso. 

Ad ogni generazione non specializzata corrispondono, ser = 2(];, ov- 

vero r = 2q-\-Ì , co « varietà quadratiche a g — 2 ovvero a g — 1 di- 
mensioni, che sono quelle a numero massimo di dimensioni : e, se r-22+1, 
esse formano due sistemi (n. 18, Gap. 6.<*). 

14. — Insieme alle varietà quadratiche determiniamo anche gli spazi 
lineari contenuti nella quartica Vt^t. 

Perchè uno spazio lineare S„» stia su Yt-t occorre e basta che sia 
comune a due quadriche del fascio. Ora, perchè un S«» giaccia sopra una 

V^-_i , devono essere soddisfatte + 1 condizioni, le quali espri- 

mano che Yt-i contiene altrettanti punti generici di S», (cfr. n. 1, Gap. 6.^). 
D' altra parte gli Sm di Sr sono oo <'-»»)(»h-i) . dunque, supposto 

(r— m)(m+l) — in(w + 3) — 2 = (m + l)(r— 2f» — 2)^0, 

si ha che Vt-t contiene oo (»»»+i)('— «t»^») spa/n lineari ad m dimensioni. 

Se r2^4 esistono quindi sempre degli Si. Preso uno di questi, si 
proietti da esso la Vt«2 sopra un S^-i ; la proiezione è biunivoca. In vero 
un Ss per il detto Si sega ciascuna di due quadriche del fascio ulterior- 
mente in un Si , e però la quartica ulteriormente in un punto, che ha 
per imagine quello in cui Y S^ incontra V S^-j *). 

15. — Nel caso r=4, il numero delle rette esistenti su una VJ di S4 
è finito. Vogliamo determinare tale numero nel caso più generale, quello 
cioè in cui la caratteristica di Vi , del fascio 4> di cui essa è base, è 
[00000], ossia nel caso che per VJ passino cinque coni quadrici (di 1.* 
specie) distinti. ^ 

Sia l una retta di V^ . Questa retta giacerà anche su uno qualunque 
f dei cinque coni quadrici ed anzi, proiettata dal vertice di questo cono, 



*) Cfir. Rosati, Rappresentazione della quartica base di un fascio ... (Annali 
di Matematica, 1 (8) 1899). 
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darà un piano (generatore) del cono stesso; il qual piano, contenendo 
una retta l di Vi (e quindi di ogni quadrica per essa) dovrà contenerne 
un' altra l\ e per conseguenza essere piano tangente nel punto It a tutte 
le quadriche di <l>. Si seghi ora coir »S3 polare del vertice di f; si otterrà 
in Ss un fascio di quadriche di cui farà parte la quadrica (non specia- 
lizzata) fi , sezione di Ss con /*, e si avrà che una retta di fi ( intersezione 
di Ss e del piano It) sarà tangente alla quartica base del fascio stesso nel 
punto ll\ Viceversa, se in un punto di tale quartica una retta di fi è 
tangente ad essa quartica, poiché anche la retta che congiunge quel punto 
al vertice dì f k tangente a tutte le quadriche di 4> (cfr. n. 3, Cap. 6.®), 
risulta che nel detto punto è tangente a tutte queste quadriche il piano 
che proietta la retta di f dal vertice di f: e però in questo piano si 
avranno due rette di Y\ incrociate nel punto stesso. 

La questione è quindi ridotta a determinare le rette di una quadrica fi 
(non specializzata) di Ss, tangenti ad un'altra quadrica o anche ad un 
cono quadrico (sezione di Ss con uno degli altri quattro coni quadrici 
passanti per Vi). Proiettando dal vertice di questo cono le rette di fu 
la questione stessa è ridotta in fine alla determinazione dei piani tan- 
genti comuni a due coni collo stesso vertice. Ciascuno dei quattro piani 
tangenti comuni a questi due coni contie)ie due rette (di sistema diverso) 
di fi e quindi due dei sunnominati punti di contatto, da ognuno dei quali 
partono due delle rette cercate. Adunque Vi possiede 16 rette *). 

Può notarsi che rispetto ad uno qualunque dei cinque coni di ^, 
queste 16 rette si distribuiscono in 8 coppie, ciascuna coppia componen- 
dosi di due rette appartenenti ad un piano generatore di questo cono, e 
precisamente quattro coppie a quattro piani generatori di un sistema e le 
altre quattro a quattro piani generatori dell' altro sistema. Inoltre cia- 
scuna delle 16 rette ne incontra altre cinque (per ognuno dei cinque coni 
avendosi una retta li incontrante /). 

16. — Una applicazione notevole della teoria della quartica base di 
un fascio di quadriche si ha nella geometria della retta di Ss (cfr. n. 22 
e seg., Gap. 6.®) ; giacché un complesso quadratico, definito da una equa- 



^) Nella Nota di Rosati, Sugli spazi Ivieari di dimensione massima ... (Rend. 
Iflt. lomb., 32 (2), 1899) si trova il risultato generale: essere 2*H-« U numero degli 

Sj) esistenti in una qtiaHica Vìp base di un fascio di quadriche (di un Ssp+s) 
avente la caratteristica [0 , ,.*m ^]- 
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zìone quadratica in coordinate di rette è appunto una Va di Ss . Ci limi- 
teremo ad un brevissimo cenno, rimandando il lettore al lavoro già citato 
di Segre ^). 

Un complesso quadratico si dirà del 1.® tipo se tale è la Vi che lo 
rappresenta. Dal n. 7 si ha immediatamente che VequoBìone di un com- 
plesso quadratico dd J.^ tipo si può sempre mettere sotto la forma 

1 

prendendo le coordinate Xi di retta rispetto ad una sestupla di complessi 
lineari due a due coniugati. Il gruppo di 32 trasformazioni lineari rela- 
tìvo a tale sestupla dà 32 trasformazioni che mutano il complesso qua- 
dratico in sé stesso. 

Dal teorema del n. 1 3 si ricava che ogni complesso quadratico contiene 
00 ^ rigate quadriche distribuite in oo ^ genercudoni diverse dd complesso : 
ciascuna genercusione essendo formate di co ^ rigate quadriche appartenenti 
a due sistemi distinti. In particolare la generazione che corrisponde alla 
quadrica imagine delP Sa rigato dà le coniche e i coni del complesso. 

Dal teorema del n. 14 si ha che un complesso quadratico contiene oo' 
fasci di raggi '). Si ha altresì che un complesso quadratico è rappresen- 
tabile biunivocamente nello spazio ordinario '). 

17. — Ci rimane a trattare il caso di un fascio di quadriche tutte 
specializzate. 

Sia*<p un tal fascio, del quale la quadrica generica sia specializzata 
A volte. Se gli spazi doppi di (due e però di) tutte le quadriche di 7 
hanno uno spazio d'intersezione S;t-i 1 segando con uno spazio Sr-^, indi- 
pendente da Sfc.i , si ottiene un fascio di quadriche, nel quale la quadrica 
generica è specializzata h — k volte (0 non specializzata seh=k) e due 
spazi doppi di due quadriche del fascio non hanno punti comuni. Basta 
quindi esaminare questo caso, giacché ogni altro nasce da esso per proie- 
zione. 



*) Cfr. nota ') al n. 22, Gap. 6.0. 

^) I loro centri e i loro piani sono i punti e i piani tangenti di una superficie 
(singolare per il complesso), che è la cosidetta superficie di Eùmmbr (cfir. n. 30, 
Gap. 8.0). 

^) Gfr. Caporali, Sui complessi e sulle congruenze di 2.^ grado (Memorie 
deirAccad. dei Uncei, 2 (3), 1878). 
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Abbiasi adunque un fascio f di quadriche, cosi che una quadrìca ge- 
nerica abbia un Sh-i doppio e due tali S^-i non s'incontrino: e dicasi 
Vfc la varietà (ad h dimensioni) luogo degli spazi* doppi delle quadriche 
del fascio ed S^ lo spazio a cui V^ appartiene. L'iperpiano polare di 
un punto di V^ è il medesimo rispetto a tutte le quadriche del fascio f 
(perchè è indeterminato rispetto a quella che ha ivi punto doppio) e 
passa inoltre per tutti gli spazi' doppi, cioè contiene V^ e, per conse- 
guenza, anche Sm, potendosi prendere su Vfc t»-fl punti indipendenti *). 
Anzi, se di tali m+ 1 punti si prendono gli iperpiani polari, si vede, per 
il ragionamento fatto, che Sm ha Io stesso spazio polare rispetto a tutte 
le quadriche di 'f e che questo spazio polare passa per S^, onde esso 
tocca in Sm le quadriche medesime. 

Ora lo spazio tangente ad una quadrìca h volte specializzata in un 
S^ passante pel suo S^^i doppio è un Sr4.h_,»»i , come si riconosce subito 
direttamente o tagliando con un 8^.^ indipendente dair S/i_i e conside- 
rando la quadrica sezione (non specializzata). Sicché si può concludere 
che la candijsione affinchè due quadriche con S^.i doppi (mdipendenti) 
determinino un fascio composto di tali quadriche è che abbiano comune uno 
spastio Sm (pacante per i due S^^i doppi) ed in esso abbiano il medesimo 
Sr+jt~m~i tangente. La quale condizione necessaria, come dimostrammo, 
è anche sufficiente, perchè una quadrica che ha in un suo S^ un Sr+h-m~i 
tangente deve essere specializzata, come subito si vede, (almeno) h volte. 

18. — Quante sono le quadriche di un fascio ^ che sono specializzate 
più di h volte? Mantenute le notazioni precedenti, tagliamo il fascio ^ 
coirSr+fcJm-i tangente in S« a tutte le quadriche di esso: otterremo in 
S^+jt-m-i un fascio z' di quadriche m-\-l volte specializzate collo stesso 
spazio doppio S,n. Tagliando questo fascio con un Sr+^-gm-^ (di Sr+^-m-i) 
indipendente da S^, si ottiene un fascio rp" di quadriche non specializ- 
zate. Una quadrica di f'\ specializzata t volte, proiettata da S^ dà una 
quadrica di ^' specializzata m-{-t-\-l volte; onde risulta la corrispon- 
dente quadrica di 'f (cioè quella di cui essa è sezione) specializzata h-\-t 
volte, perchè è toccata dall' S^+fc-m-i in un S«+, . Adunque le quadriche 
di 7 specializzate più di h volte sono tante quante le quadriche specia- 

» 

lizzate di f (o specializzate più di w+1 volte di y'). Così, se il fascio 
9^' è del l."" tipo e di più le sue quadriche specializzate lo sono una 



*) Cfr. n. 6', Cap. 9.». 



volta sola, si trovano r+A — 2m — 1 quadrìche di 'f , A+1 volte specia- 
lizzate. 

Se m^r-^-h — m — 2, il fascio 'f si riduce ad S«, contato due volte 
e allora la quadrica di rp per un punto generico di Sr+fc-»»-! =^ S^+i 
contiene questo spazio e però è specializzata h-^ì volte. Essa è V unica 
soluzione del problema. 

Dalla considerazione fatta segue che particolarità proiettive del fascio 
tp sono le particolarità proiettive del fascio 9", cioè la caratteristica e 
gli invarianti assoluti di questo fascio. 

19. — Ma vi è un'altra particolarità proiettiva del fascio rp prove- 
niente dalla varietà Vi, luogo degli S/i^i doppi delle quadrìche del fascio 
stesso ^). 

Troviamo anzitutto T ordine a; di V^^, cioè il numero dei punti che 
Yh ha comuni con uno spazio generico S^-^ di S^ , anche, poiché S^-^ 
sega S. in un 8,^^ > il numero dei punti che S^^h ha comuni con V ^ . 
Siccome in ogni punto di Yj^ le quadrìche del fascio hanno lo stesso 
iperpiano tangente, è chiaro che S^.^ taglia il fascio dato in un fascio 
di quadrìche, non specializzate, tutte passanti per Sm.;i ed aventi in cia- 
scuno di quegli x punti lo stesso Sr-h-i tangente. Questi x punti appar- 
tengono ad S«_fc perchè V^ appartiene ad S, ed è irriducibile come il 
fascio 'f , e perchè S^^h è generico in S,*). Inoltre i medesimi x punti sono 
indipendenti, per essere punti uniti dell' omografia che si ha in S^-^ come 
prodotto delle polarìtà rispetto a due quadrìche (non specializzate) del. 
detto fascio sezione. Dunque deve essere 2; = m - A+ 1 *) e la V^ in discorso 
si può indicare con Vr**'*'^ 

In seguito si vedrà (Gap. 12, 13) che le V?~^+\ luogo di Sfc_i, se 
A=l, sono tutte proiettivamente identiche, mentre, se A!>1, si distin- 



^) Oli S;i4.t_i(<>l) delle quadrìche del fascio h-\-t volte specializzate sono 
in generale esterni ad Sm: soltanto tagliano questo spazio in S^^i giacenti 
sopra Yh . 

*) Cfr. n. 6, Gap. 9.o. 

^ Ciaseono di questi punti uniti, essendo di contatto per le due quadrìche, 
vale (in generale) per due dei punti uniti dell' omografia: sicché i rimanenti 
pnnti uniti di essa, cioè i punti d'incontro dell' Sr-fc cogli S^ doppi delle qua- 
drìche di f (nel supposto che questo fascio non contenga quadrìche specializ- 
zate pi* di A+1 volte) sono r— A+1 — 2(w-— A+l)=»r+A — 2w— 1, in accordo 
col n. 18. 

11 
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guono proiettivamente per certi numeri che sono gli ordini di particolari 
curve (direttrici minime) esistenti in esse. 

Non vi sono altre particolarità proiettive per i fasci 9 oltre quella 
ora detta e T altra indicata nel n. precedente: il che risulta nel modo 
più chiaro dalle equazioni (di Eronecker) dei fasci stessi^). 

20. — Mostriamo infine che il numero h, che indica la specie delle 
quadriche del fascio <p, non può superare un certo limite. 

Siccome S. deve essere uno spazio lineare di una quadrica specializ- 

zata h volte, si ha dapprima (n. 17, Gap. 6.^) m^ — - — , cioè m ha 

' come valore massimo quello dei due numeri — - — , — - — che è 
intero: onde può osservarsi che il volare massimo délV ordine m — h-\-\ 
ddla varietà V^ è quéHo dei due numeri — ^—— , —r— che è intero. 

Poi, gli S;^.i doppi' di due quadriche del fascio essendo indipendenti 
in S,n, si ha pure w>>2(A-l). Quindi, se — - — è intero, si ha 

— r — >'2(A-1), cioè h<^——-\ ma deve escludersi A = — — , che al- 

trimenti non sarebbe — ~ — intero. Se invece è intero — - — , si ha 

— - — >>2(A-1) e però *<C— ^ . Si trova adunque in ogni caso 

quest'ultima diseguaglianza e per conseguenza si ha che la specie h 
delle qmdriche di un fascio, non ottenìbile proiettando da un punto 
da uno spazio fasci di quadriche a minor numero di dimensioni^ non può 

f — 1 f r-\-l 
superare quello- fra i tre numeri — — , ~ , — - che è intero. 

000 

È poi facile vedere, mediante la proposizione del n. 17, che esistono 
effettivamente fasci di coni (non ottenibili con proiezione) di specie data 
non superiore al detto limite. 

21. — Applichiamo le cose dette ai primi valori di r. 

Per r = 2, 3, 4, la limitazione precedente mostra che si hanno soltanto 
fasci di cono di 1.* specie. Per r=2, si compongono di una retta fissa 



*) Cfir. Sbgrb, Ricercìie sui fasci di coni quadrici (Atti della B. Accad. dì 
Torino, 19, 1884). 
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e di una retta variabile in un fascio (avente il centro estemo a quella). 
Per r = 3, si ha pure un solo caso, cioè di coni aventi una retta co- 
mune (luogo dei loro vertici) e toccantisi lungo di essa, i quali coni 
si tagliano ancora secondo una conica, il cui piano col piano tangente 
comune dà Tunica quadrica del fascio specializzata due volte (n. 18). 
Per r ^ 4 , il luogo dei vertici dei coni può essere una retta o una conica : 
nel primo caso i coni hanno comune quella sola retta e lungo essa il 
medesimo Ss tangente, nel secondo caso hanno comune il piano della 
conica e null^ altro (per determinarli bastando dare due coni con un 
S2 comune). 

Per r=5, può essere A=l,2. SeA = l,si hanno fasci di coni con 
una retta comune e lungo essa un S4 tangente, ovvero fasci di coni con 
un Ss comune, contenente una conica luogo dei vertici, e lungo TSt un 
medesimo S3 tangente. Se A = 2 , si hanno fasci di coni aventi comune un 
S3, in cui giace una rigata quadrica luogo delle rette doppie: un tale fascio 
essendo appunto determinato da due quadriche, con rette doppie sghembe, 
aventi comune FSs a cui queste appartengono. 

Per avere tutti i casi possibili occorre aggiungere successivamente i 
fasci che nascono per proiezione dai precedenti da fasci di quadriche 
non specializzate. Così, per r=2, oltre il caso considerato del fascio 
costituito di una retta fissa e di una variabile in un fascio, vi è un altro 
caso, cioè del fascio dato dalle coppie di una involuzione quadratica in 
un fascio di rette, la quale è proiezione di una involuzione quadratica 
di punti di una retta (fascio di quadriche non specializzate sulla retta). 

Osservisi poi che, per r = l, non esiste propriamente fascio di quadri- 
che tutte specializzate, 0, se si vuole, che un tal fascio è costituito dalle 
coppie di punti coincidenti in un punto doppio. 



Capitolo 8/ 



Ipersnperflcie, 



1. — Si consideri la totalità oo '— * dei punti dello spazio che colle loro 
coordinate soddisfano ad una equazione razionale intera omogenea dì 
ordine n nelle coordinate correnti Xq , ... , Xr 

ove la somma si estende a tutte le combinazioni iits... i» degli r-fl 
numeri , 1 , ... , r ad n ad n con ripetizione e si conviene che sieno 
eguali i coefficienti a che portano le permutazioni degli stessi n indici. 
Questa totalità si dice una ipersuperficie (algebrica) di ordine n, od anche 
forma di ordine n, attribuendo alla detta totalità la denominazione che 
r Algebra assegna alla funzione f, e si indica con V;^_i . 

La forma ^ contiene linearmente ed omogeBeamente( ^ + ^ +«- 1 ) = 

(r ~4~ M \ ir "4" m \ 
j = ( j coefficienti indipendenti. Quindi, posto N (n) = 

= f j — 1 , tutte le ipersuperficie di ordine n di S^ formato ciò che 

si chiama un sistema lineare oo ^^""^ *). Per determinare una superficie oc- 
corrono N(n) condizioni (indipendenti): se queste sono lineari (cioè si 
traducono in equazioni di primo grado nei coefficienti), si ottiene una 
sola ipersuperficie. Ad es., per N(n) punii generici di S^ passa una ed 
una soia ipersuperficie di ordine n. 



*) Cfr. n. 1, Gap. 10.«, 
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Una ipersaperficie (1) si dice riducìbile o irriducibUe, secondochè la 
forma f(xo...Xr) si spezza o no nel prodotto di due o più forme. Una 
ipersuperficie riducibile è composta di ipersaperficie irriducibili. 

2. — L'ordine n di una V^-i ha un semplice significato geometrico : 
è il numero dei punti nei quali un Si generico di S^ incontra la V;_i 
medesima. Infatti la (1) ed r — 1 equazioni d'iperpiani generici hanno n 
soluzioni comuni che corrispondono alle radici di una equazione di grado 
n in una coordinata (ad es.), equazione ottenuta colFeliminare dalle dette 
r equazioni le altre r coordinate. Un Si che abbia n -f 1 punti comuni con 
una Yl^-i esiste per intero su essa, Tequazione ora nominata riducendosi, 
per avere n-\-l radici, ad una identità. 

In generale, uno spazio qualunque So che si può pensare essere lo 
spazio fondamentale Ao Ài ... A{ , taglia V^^.i in una YTzi , che è una iper- 
superficie di Si in quanto la sua equazione nasce dalla (1) col farvi 
Xi^i=... = Xr=^0, Se un S< ha comune con V;_i una V7-i ed inoltre un 
punto, queir S< giace per intero su V?.i (come è chiaro facendo variare 
un Si di S{ per il punto). 

3. — La totalità dei punti comuni a due o più ipersuperficie è ciò 
che dicesi loro intersejrione. Per un noto teorema algebrico ^) r ipersu- 
perficie V^i , VjiLi , ... , V?Ii hanno, in generale, ni n, ... n,. punti d'inter- 
sezione e, se hanno ni th ... n^ -f 1 punti comuni, ne hanno necessaria- 
mente infiniti costituenti una varietà od anche più varietà di dimensioni 
differenti. 

Segue che i ipersuperficie VJJLi , VJ!Li , ... , Wrli , essendo i<,r, hanno 
con r — i iperpiani generici, in generale, ni fh...ni punti d' intersezione, 
cioè quelle i ipersuperficie s' intersecano, in generale, in una totalità di 
punti, che ha nin2... n^ punti comuni con un S| generico di S^. Questa 
totalità si dice perciò una varietà ddVordvne ni n* ... n^ e della dimensione 

r—i, e si indica con A^'!?"**» ^. Ma se le v;*Li , Vlii , ... . V^ii hanno 

comune una vJ5!^"''*^ ed un punto, ciascun S< generico (dato da r — i S^-i 
generici) per il punto avrà colla intersezione di quelle ipersuperficie 
ni ns ... ni -f- 1 punti comuni e quindi infiniti; onde un Si^i generico (che 



*) Cfi*. Capblu, libro citato, pag. 581. 

') Il caso precedente (i = r) si raccoglie sotto questa indicazione, scrivendo 

' 
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può essere congiunto al punto stesso con un S^) avrà colla detta inter- 
sezione punti comuni (in numero finito od infinito). Questa intersezione 
sarà adunque una varietà di dimensione >r — i e potrà anche essere for- 
mata di varietà di varie dimensioni (di cui una di dimensione >r — i) ^). 

4. — Se si considerano i + 1 ipersuperficie dello stesso ordine n (li- 
nearmente indipendenti) ed il sistema lineare qo* da esse determinato'), 
tutte le ipersuperficie del sistema hanno comuni i punti della varietà 
(se esiste) intersezione delle i + 1 ipersuperficie considerate. Questa va- 
rietà si dice varietà base del sistema lineare e, se i+l£^^> ^ssa esiste 
certamente ed è, in generale, per ciò che si è detto nel n. precedente, 

una V;«i«i . 

Con facile dimostrazione si trova che le ipersuperficie di ordine n che 
passano per N(n) — i punti generici di Sr costituiscono un sistema lineare 

00 ', e, se i^r — 1, hanno comune una varietà Vr--<-i (se i = r — 1 ,♦»•" 
punti), determinata cosi da quegli N (n) — i puntL Basta infatti nelP equa- 
zione generica di una ipersuperficie di ordine n porre le coordinate degli 
N (n) — i punti dati e dalle N (n) — i equazioni che ne risultano ricavare 
i valori di altrettanti coefficienti espressi (linearmente ed omogeneamente) 
per gli i-\-l rimanenti e questi valori sostituire poi nella suddetta 
equazione. 

5. — Un punto si dice s"^^^^ per una V;!_i quando, preso un Si generico 
uscente dal punto e costruita (n. 2) una equazione di grado n che dia 
gli n punti in cui l' Si interseca V;^_i , la radice di tale equazione corri- 
spondente a quel punto è s"»^* *), o, come si dice brevemente, quando il 
detto Si ha s intersezioni raccolte nel punto, od anche ha ivi un incontro 
^punto colla V?_i . È chiaro che un punto s"p^° per una V;j_i è «^J»^* (almeno) 
anche per tutte le sue sezioni ottenute con spazi' lineari passanti per quel 
punto. 



^) Per qnest' ultima dimostrazione e per la nozione di varietÀ qui adoperata 
cfr. i n. 1, 2, 3 del Gap. 9.^. Aggiungasi che la dimensione di ciascuna varietà 
comune ad tir ipersuperficie è sempre >r — t (cfr. n. 31, ultimo alinea, dello 
stesso Gap. 9.^). 

«) Gfr. n. 1, Gap. lO.o. 

3) E facile vedere che tale definizione è indipendente da una trasformazione 
di coordinate (Gfr. Nobter, Hationale Ausfilhrung der Operationen .„ (Math. 
Ann., 23, 1884)). 
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Una V*_, con un S, di punti n^p" (0<,t<^r — l)è costituita di 8,4.1 
passanti per TS, , come è evidente (n. 2) considerando gli Si congiungenti 
i punti di y^-i ai punti deirS, . Una tal superficie si dice cono ed S, suo 
vertice. Se ^ = r — 2, si ha un fascio di n iperpiani; se ^ = r — 1, si ha 
un iperpiano contato n volte. Una V;_i con un punto (« — 1)*p^^ si dice 
monoide. 

6. — Se y ^e sono due punti qualunque di S^ , le coordinate degli n 

punti d'intersezione della retta yz colla VP-i, rappresentata dalla (1), 

sono 

^Vi + ^'i (i = 0,l,...,r), 

quando per - vi si sostituiscano le radici dell' equazione di grado n in - 

r* r* 



(2) 



>^Yv-h(i)>^"->A,/,+Qx--VAi/;+...=o. 



Questa equazione infatti proviene dalla (1), sostituendo > y< -hl^^< ^d ^o 
se si pone /'y=/'(yoyi...yr) e 

con convenzione notissima. 

L'operazione Al si dice pdaritfzaisione rispetto al polo £r, e si verificano 
subito per essa le proprietà espresse dalle identità 

aia:^,=a:+Yv 

zi:a:./;=aìai/;. 

L'equazione Al/'a. = Aj~Y» = rappresenta una ipersuperficie di or- 
dine n — 8 che si dice la polare s"** di ordine n — s di e rispetto a 
Vj-i: in particolare la polare (n-1)"» dicesi anche iperpiano polare e 
r(n-2)"», quadrica pdare ^). Quindi le identità precedenti forniscono 
subito i teoremi fondamentali: 



<) Ad es., r iperpiano polare di y rispetto alla ipersuperficie 

Xq ìX/1 SCa • • . 9>r ^^^ V 

(costituita dalle faccie della piramide fondamentale) è 

Se y è il punto unità, il suo iperpiano polare è T iperpiano unità (Cfr. n. 4, 
Gap. 2.0). 
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Se la polare s"» di rispetto a V*_i po^sa per y, la polare (n — «)■• 
di y i»assa p^r (teorema di reciprocità). 

La polo/re s^*' di z rispetto alla polare t^^ dello stesso punto rispetto 
a VJ_i è la polare (s 4- ^)"* di rispetto a V;_i . 

Se si costruisce la pelare 5™* di un punto rispetto a Wr^i , poi la 
polare t^*^ di un altro punto / rispetto a quella polare, e co^ di seguito, 
si giunge ad una ipersuperficie (detta pelare mista), che è indipendente 
d(dV ordine delle polari00a0ioni. 

1, — La rda0ione di una ipersuperficie alle sue ipersuperficie polari 
è una relazione proiettiva : cioè una trasformazione lineare delle y^ nelle 
Y, (e la stessa delle Zi nelle Z,), che cambia fy in ^ V) cambia pure /^Ify in 
Ai'f Y *). In fatti le Xy<+|j^, si trasformeranno linearmente nelle XY<+iiZj , 
qualsiansi X , (i. , colla stessa trasformazione lineare suddetta : sicché si 
avrà, in forza delle formolo di trasformazione, 

qualsiansi X,|i.; e per conseguenza (ricordando lo sviluppo (2)), sempre 
in forza di quelle formolo, 

che è quanto volevasi dimostrare. 

8. — Poniamo per un momento il punto z nel punto fondamentale 
Ao (cioè di coordinate 1 , ,..., 0) e tagliamo V ipersuperficie V;_i , data 
dalla (1), coiriperpiano fondamentale .Xis=0, che passa per quel punto. 
La sezione sarà una ipersuperficie di x^ = 0, la quale in questo iperpiano 
avrà per equazione 

di cui il primo membro indica il risultato della sostituzione di Xi = 
in f: e la prima polare di z rispetto a questa ipersuperficie sarà 

3*0 
Ora, poiché 



= 0. 






K 

dXa 



aJi— 



^) Ciò SÌ esprime algebricamente dicendo che le forme polari sono covarianti, 
a due (0 più) serie di variabili cogredienti, della forma fondamentale. 
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la dettai prima polare è anche V intersezione dì o^i = colla prima polare 
di £ rispetto a V^.i . La proprietà si estende subito alla seconda polare 
dì js rispetto a V;_.i , perchè essa è la prima polare della prima polare 
(n. 6), e così via. Dunque un S^-i per un punto b taglia una y;_i e la 
polare 5°* di e rispetto a V*_i in una V;_t e nella polare «*• di rispetto 
a y;^_, (ipersuperficie di Sr-i). In generale uno spaeio lineare qualunque 
Si, che passa per un punto z, taglia una V"_i e la polare «■» di rispetto 
a V;_i in una V<_i e ndla polare «»• di rispetto a V?_i (ipersuperficie 
di S<), come si riconosce con facilità applicando il teorema precedente 
alla sezione di V!^-.i con un iperpiano per S^ poi alla sezione di. questa 
sezione con un secondo iperpiano per S^ 6cc.. 

9. — Ora supponiamo che y sia un punto di V^.i, e cerchiamo il luogo 
dei punti a tali che la retta yz abbia in y un incontro bipunto con Vr^i. 
Neir ipotesi fatta la (2) manca del primo termine, e, perchè e goda della 
detta proprietà, occorre e basta che manchi anche del 2.^ termine, cioè 
che sia 

Questa equazione, interpretate le come coordinate correnti, rappresenta 
un iperpiano (passante per y) ; quindi, detta tangente a V'^i una retta 
che abbia con essa un incontro bipunto, si ha che le tangenti a V?..! , in 
un suo punto generico sono contenute in un iperpiano, detto iperpiano tan- 
gente in quel punto alla y;t^i. Questo iperpiano è T iperpiano polare di 
y rispetto a V;_i : e viceversa, se un punto giace nel proprio iperpiano 
polare, si trova (per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee) che 
il punto è di V;^-i , e quindi V iperpiano polare è V iperpiano tangente. 
Poiché r iperpiano polare di un punto rispetto a V^-i è tale rispetto a 
qualsiasi sua polare (n. 6) , segue che le ipersuperficie polari di un punto 
generico di V;_i , rispetto ad essa, non sólo passano per il punto, ma ivi 
toccano la Vj-i ( cioè hanno Un U medesimo iperpiano tangente di V;_i). 
10. — Quando accada che T iperpiano polare di un punto y sia inde- 
terminato, cioè si abbia identicamente À,/'y-=0, ossia quando sono nulle 

df 
tutte le derivate parziali ~ (i = 0, 1 ,...,r) e quindi (per il ricordato 

teorema di Eulero) anche fy, non solo y giace sulla ipersuperficie, ma 
è punto doppio di essa, giacché si riconosce, ricorrendo alla (2), che una 
retta generica per y ha ivi un incontro bipunto colla superficie: e viceversa. 
Adunque condizione necessaria e sufficiente perchè un punto y sia doppio 
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'per una Vr_i è che sia indeterminaio V iperpiano polare di y. Ne discende 
(n. 6) che un punto y doppio per V?_i è tale per tutte le sue ipersuperficie 
polari (d^ ordine'^!) rispetto al punto stesso. 
In particolare si ha la quadrica polare di y 

specializzata almeno una volta, la quale, mediante la solita equazione (2), 
si vede essere il luogo dei punti b tali che la retta ey abbia in y un con- 
tatto tripunto con VJ_i. Questa quadrica si dice cono tangente in y a V*-!. 
Essa è (n. 6) quadrica polare di y rispetto a tutte le ipersuperficie polari 
di y (d'ordine ^-2), e però queste hanno nel punto doppio y lo stesso cono 
tangente ddla VJ^i. 

Un punto doppio di V^^i si dice biplanare, se il cono tangente è 
composto di due iperpiani, ed uniplanare, se è un iperpiano doppio. 

11. — La quadrica polare di un punto y qualunque di Sr rispetto a 
Yr-i ha l'equazione (xt coordinate correnti) 

Se questa quadrica è un cono, cioè ha un punto e doppio, devono coesi- 
stere le 



(3) 



^J^'>i = (k = 0,l,...,r), 



.-,3/L 



r 3y< 3y* 

le quali esprimono anche che la prima polare di js, data dalla Y ^ ^< = , 

ha un punto doppio in y. Dunque se la quadrica polare di y ha un 
punto doppio in 0, la prima polare dì b ha un punto doppio in y, e vice- 
versa. 

Inoltre la condizione di coesistenza delle (3) è 

Ify ^fy, ... J!/v. 

3yo 3yo?yi ?yo?y* 



a*/-, y/-, y/-. 



3y,.ayo aj/r3yi "" ^r 



= 0; 



e quindi il luogo dei pdi delle guadriche polari con punto doppio ovvero 
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dei punti doppi delle prime polari è una ipersuperficie Vfi?^*'*"*^ di ordine 
(r+l)(«-2), detta hessiana di V;_i. 

Se n = 3 si ha che, se la quadrica polare di jj ha un punto doppio 
in y, anche la quadrica polare di y ha un punto doppio in £r; e allora 
r hessiana è il luogo dei poli delle quadriche polari con punto doppio 
e anche di questi punti doppi (e si ha una corrispondenza biunivoca 
involutorìa dell' hessiana in sé). Se n>>d, il luogo dei punti doppi cielle 
quadriche polari o dei poli delle prime polari con punto doppio è in 
generale distinto dall' hessiana e dicesi steineriana. 

V hessiana e la steineriana di una V;^_i , per la proprietà del n. 7 
e per la loro definizione, hanno colla Vr.i relazione proiettiva, cioè, 
come dicesi, sono sue ipersuperficie covarianti. 

12. — I punti della varietà intersezione di V?-i con la sua hessiana 
(varietà che evidentemente contiene i punti doppi di V^^i quando esi- 
stono) godono di una proprietà che è utile osservare. 

Sia y un tal punto (non doppio per V?_i ): la sua quadrica polare VJ^i 
ha un punto doppio diverso da y (altrimenti il suo iperpiano polare sa- 
rebbe indeterminato e quindi y doppio) e tocca V;!.i in y; per conse- 
guenza r intersezione di V*_i coli' iperpiano tangente a V;_i in y è una 
Vr-» con un Si doppio: e reciprocamente. D'altra parte, come subito si 
vede, per il solito sviluppo (2), questa V^_2 è costituita dalle rette che 
in y hanno un contatto tripunto con la Vr-i- Dunque, tnentre per un 
punto generico di una ipersuperficie V*_i le rette che hanno ivi un incontro 
tripunto con essa riempiono una V'^, con un sólo punto doppio (in y), le 
rette medesime riempiono una VJ_8 con un Si doppio per i punti y che 
ffiacciofio svila varietà intersezione di V^-i cdla sua hessiana^ punti detti 
parabolici per V*«i. 

Se V;»! non possiede oo''-* punti doppi, la varietà dei punti para- 
boUci è una V?V^<'-+^ 

13. — Con ragionamenti analoghi a quelli fatti pei punti doppi delle 
ipersuperficie (n. 10) si arriva al teorema generale: — Se un punto y è 
gvvio p^ V;_i, sono indeterminate le ipersuperficie polari di y degli ordini 
1,2,..., s — 1 . La polare di y di ordine s è un cono cól vertice in y 
(cono tangente) costituito da tutte le rette che hanno in y un incontro 
{s-\- \)v^^^. Le polari di y di ordine superiore ad s hanno in y pure un 
punto s^^^^ e lo stesso cono tangente della VJ^i. 

Il cono tangente in un punto s"^^^^ può spezzarsi in vario modo: se 
si spezza in s iperpiani il punto si dice s- planare. 
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Se y è un punto s""^^^ di V;_i data dalia f=0, in y si annullano 

tutte le derivate parziali di l.«> , 2.o ,..., (s — !).<> ordine di f, ma non tutte 

le derivate parziali di ordine s. Di più, come l'annullarsi di tutte le 

derivate di (s — l).^ ordine trae con sé, per il teorema di Eulero, 

l'annullarsi delle derivate di (5— 2).« , (s — 3).<^ ,..., 2.^ , l.« ordine e 

della f stessa, così si riconosce subito che porre ad una V;_i la condi- 

Éfiane di avere un punto 5°'^® in un punto assegnato equivale ad imporle 

/r+l+s-l-l\ /r+5-l\ /r-f5-l\ ,. . . ,. . i.,. . ^ 
I _ )'^\«i)^^l ) ^^^«^-stonj lineari. Eliminando 

da queste le coordinate del punto s^^^^, si ha invece che porre ad una 
yp.] la condizione di avere un punto s^^^^ non assegnato, equivale ad im- 
porle ( j — r condizioni non lineari: donde segue, per essere questo 

numero >>0, che una V;_i generale (cioè avente una equazione a coef- 
ficienti generici) non ha alcun punto multiplo. 

14. — Per il rigore delle conclusioni precedenti è necessario notare 

che le 1 j condizioni lineari che devono essere soddisfatte perchè una 

V;^.i abbia un punto 5°p^^ in un dato punto y sono linearmente if^i- 
pendenti. 

Ciò si vede nel modo più semplice, riferendo la V;.i ad una piramide 
fondamentale avente in y (ad es.) il vertice Ad (di coordinate 1 , ,..., 0); 
il che giova anche per altre questioni. Sia l'equazione di V^L-i ordinata 
rispetto ad x^: 

Ilo a? + Ui a:? -' + . . . + Un = , 

ove le Ui indichino forme di ordine i delle variabili 5Ci ,ir, ,...,aJ^. Per- 
chè Ao sia 5^p^<> (anche s= 1) è necessario e sufficiente che siano iden- 
ticamente nulle Uo , ^\ ,—» t4g_i, cioè che l'equazione si riduca alla forma 



Per convincersene si può applicare il teorema generale del n. 1 3 : ovvero 
osservare che sostituendo nell'equazione dell'ipersuperficie le coordinate 

\:^Zi: }f.zt : ... : ^z^ di un punto variabile (al variare di -| sopra una 

retta uscente da Ao, deve aversi una equazione in - con una radice 0» 
multipla secondo s , e però nell' equazione stessa devono mancare i ter- 
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mini contenenti Xo a grado superiore ad n-s. Similmente si trova che 
r equazione u,^0 rappresenta il cono tangente a Y^^i in Ao . 

L'esistenza del punto s*^*® richiedendo l'annullarsi degli 1 "^ j 

coefficienti delle tio , Ui , ... , u^^i , Y affermazione superiore è manifesta- 
mente dimostrata. 

15. — Una V;«.i abbia in y un punto s^^K La polare V;_i di y, di 
ordine 5, è un cono col vertice in y e la polare VJl}, d'ordine «+ 1, è 
una ipersuperficie con un punto $ ^^^^ in y o un monoide, il quale, come 
Yr^i , ha in y quel cono per cono tangente (n. 13). Sicché, se si congiunge 
y con un altro punto comune al cono e al monoide, si ha un Si che giace 
in amendue (avendo già in y un incontro (s+ l)i^«"*® col monoide). Un 
tale Si ha un incontro {5 + 2)p«"*« in y con la V;_i , perchè (essendo s 
un punto di Si) lo sviluppo (2) ora diviene 



C+2) '""'"* «^"'^'^^+-=«= 



quindi, osservando che V;..! , VJ+ì si tagliano in una Yr^lp^ e che quelle 
due ipersuperficie sono pure polari di y rispetto alle polari di y di ordine 
superiore ad «+ 1 , si ha che le rette aventi un incontro (s + 2) ^'^^'^ con 
una Vj^i ir^ un suo punto s^^^^ riempiono una varietà VJ^IJ"*' ed hanno pure 
un incontro (s-\-2)^^^^ con ogni polare di y (di ordine >5+l). 

Segue, in modo analogo, che l'intersezione V*!^*^'+*^ di questa Vjlli"** 
con la polare di ordine 5 + 2 di y è formata di Si aventi incontro (s+S)'"^**» 
con V;^i e, così continuando, si giunge a dimostrare che le rette aventi un 
incontro (5 + ì)p*'**® con una V*_i in un suo punto s^^^^ riempiono una 
varietà vjllf^ ■**'*'*"^^ La totalità di queste rette è quindi 00 ''""'"'^ onde 
deve essere i<r — 1. Se si prende i così che sia 5 + *==w+ 1, e ciò si 
potrà, per la precedente diseguaglianza, quando si abbia r+5-n-2^_0, 
si trova che le rette passanti per il punto s^^^^ e giacenti su V*_i costi- 
tuiscono una Vjlftii^r"*^ *). Così, se V^-i è un monoide, queste rette for- 
mano una Yr^i^' 

Se il punto y è il vertice Ao della piramide fondamentale, cioè l'equa- 
zione della ipersuperficie è quella data nel n. 14, il luogo degli Si aventi 



^) È ben inteso che questo teorema e quello avanti valgono in generale. In 
casi particolari la varietà in discorso può avere dimensione maggiore della indi- 
cata ed anche comporsi di varietà di varie dimensioni, ecc. (cfr. n. 3). 
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in Ao un incontro (s + ì)p^»»*» è rappresentato dalle equazioni m, = 0, 

I risultati precedenti sono validi anche per un punto semplice (5=1). 

16. — Se r ipersuperficie hanno in un punto y un punto 5i*p^®, 52*p^®, 
... , Sr^^^^ rispettivamente, si può dimostrare ^) che U punto y assorbe 
almeno SiS%,..Sr inùersejsioni delle r ipersuperficie e ne assorbe precisa- 
mente questo numero se le r ipersuperficie non hanno in y tangenti comuni^ 
cioè i coni tangenti in y alle r ipersuperficie non hanno generatrici co- 
muni, il che suole esprimersi dicendo che Ze r ipersuperficie presentano 
in y il caso semplice. 

Segue che, se si hanno h {<Cr) ipersuperficie aventi in un punto y 
un punto Si^p^<» , St"^^^^ , ... , Sx""^^"* rispettivamente, la loro varietà V^^^ 
d' intersezione è incontrata da un S^ generico (comune ad r — A; iperpiani 
generici) per y , in almeno SiSì.,.Sk punti raccolti in y, cioè, come dicesi *), 
ha il punto y multiplo almeno seeondo SiS^ ,», s^: ha U punto y multiplo pre- 
cisamente secondo questo uumero, se i coni tangenti in y alle ipersuperficie 
non hanno a comune alcun cotto di dimensione r — A: -j- 1 (0 di dimensione 
r — le se si considera come totalità di Si partenti da y), il che pure si 
esprime dicendo che le k ipersuperficie presentano in y il caso semplice. 

17. — Determiniamo la classe di Yr-i , cioè il numero dei suoi iper- 
piani tangenti passanti per un S,._8 generico '). 

Se Pi è un punto qualunque di S^ , si vede subito per il teorema di 
reciprocità (n. 6) che tutti e soli gli iperpiani tangenti a Vr-i e passanti 
per Pi sono quelli che toccano V?_i nei punti della varietà d' intersezione 
di questa ipersuperficie colla prima polare di Pi rispetto alla medesima: 
quindi abbiamo, proiettando questi punti da Pi , che le tangenti condotte 
da un punto Pi generico di Sr ad una V;_i costituiscono un cono (circo- 
scritto) di ordine n(n — 1). Facilmente si vede pure (cfr. anche n. 15) 
che le rette partenti da Pi ed aventi colla V;_i un incontro tripunto sono 
quelle che vanno ai punti d'intersezione di Vp^i , della prima e seconda 



^) Una dimostrazione algebrica è data da Bbrzolabi nella Memoria, Sulle 
inierseeiom di tre superficie algebriche (Annali di Matem., 24, 1896). 

«) Cfr. n. 3, Gap. 9.». 

') Per la legge di dualità, accanto ai luoghi di punti vanno considerati gli 
inviluppi di iperpiani, pei quali si ha il concetto di classe correlativo a quello 
di ordine e si hanno proprietà correlative alle esposte. 
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polare di Pi, epperò formano una varietà (di dimensione r --2) di ordine 
n(n — l)(n — 2): ecc.. 

Si ripeta la precedente considerazione per r — 1 punti indipendenti 
Pi , Pt , ... , T?r^i di un Sr_t generico e si troverà che gli iperpiani tan- 
genti a Yr-i per questo Sr-t hanno i loro punti di contatto nei punti 
comuni a V;^.i e alle prime polari di Pi , Ps » ... , Pr-i . Dunque la classe 
di una Vj^i generale è data da n(n — l)*"'*. 

Nell'enunciato di questo teorema abbiamo posta la condizione che la 
V;^.i debba essere generale : perchè, quando la V«. _i possegga punti mul- 
tipli, vi è da fare una modificazione. 

Anzitutto notiamo che, quando una ipersuperficie V;;_i ha un punto y 
gavio (5>i), ogni iperpiano per y può ritenersi come tangente alla V*_i, 
in quanto le rette deiriperpiano uscenti da y hanno in questo punto un 
incontro (almeno) bipunto colla V;^^i. Ma ordinariamente in un punto ^^^^^ 
si chiamano iperpiani tangenti alla ipersuperficie solo quelli tangenti al 
cono tangente in quel punto air ipersuperficie stessa : quindi è chiaro che 
la presenza di punti multipli nella V^^.i porta ad una diminuzione della 
classe, perchè, come ora mostreremo, tutte le prime polari passano pei 
detti punti multipli. 

18. — Supponiamo che il punto y s"^^^^ di V?-.i sia il vertice A^ della 
piramide fondamentale. Allora Tequazione della ipersuperficie ha Taspetto 
(n. 14) 

w. iC' + . . . + Wh = ; 
e quindi F equazione della prima polare dì un punto z generico sarà 

ove il coefficiente di rKjT' non può essere nullo, altrimenti (essendo s 
generico) dovrebbe essere ti, identicamente nullo. Adunque queUa prima 
polare ha un punto {s — 1)»»^<> nd punto Ao s'p^® di VJ-i. Inoltre il cono 
tangente nel punto stesso alla prima polare ha T equazione 

e questo non è altra cosa, facendo della geometria nella stella Ao , che 
la prima polare della retta Ao ^ rispetto al cono tangente in Ao aUa V 



"n 
r— l 
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Ciò posto, ritorniamo alla considerazione del n. 17, cioè, presi in un 
S^_8 generico r — 1 punti indipendenti Pi , P» , ... , Pr-i? consideriamo le 
loro prime polari ; ciascuna delle quali avrà in un punto y s^^^^ di y;_i 
un punto (s — 1)"P^«. Se gli r — 1 coni tangenti a queste prime polari 
in y hanno una generatrice comune col cono tangente alla V^^i nello 
stesso punto, T iperpiano polare della generatrice rispetto a questo cono 
tocca in essa il cono medesimo e inoltre, per la proposizione ora dimo- 
strata e per il teorema di reciprocità (n. 6), deve contenere le rette 

yPi,yP2, ... ,yPr-i e quindi rSr-t. Ma ciò è assurdo, perchè l'Sr-t 
dovrebbe giacere in un iperpiano tangente al cono che tocca in y la V*_i , 
mentre è un S^^s generico. L'assurdo si toglie soltanto supponendo che 
r iperpiano polare della suddetta generatrice rispetto a questo cono sia 
indeterminato, cioè la generatrice stessa doppia per il cono. Se ciò si 
esclude, le ipersuperficie polari hanno in y precisamente s(8 — l)*""* in- 
tersezioni (n. 16): e quindi un puanJto $^p^<> di una Vr-i, nd qiuxle U cono 
ia/ngente non ha generatrice multipla , diminuisce la dasse della VP_i di 
8(8 — l)'""^ unità. In ogni altro caso la diminuzione è maggiore di questo 
numero. 

19. — Applichiamo le cose esposte ad una interessante ipersuperficie 
di S4. Premettiamo che, per brevità, diremo incidenti in S4 due rette 
aventi un punto comune, cioè giacenti in un piano, due piani aventi una 
retta comune, cioè giacenti in un iperpiano, e infine una retta ed un piano 
aventi un punto comune, cioè pure giacenti in un iperpiano. 
X Prendiamo in S4 quattro piani » ,P , T , ^, che a due a due si incontrino 

in sei punti, così che di questi non mai tre sieno in linea retta. Il luogo 
détte OD* rette incidenti ad essi è una ipersuperfìcie VS dd 3.^ ordine. In 
vero, proiettando una punteggiata generica r da tre a , p , 7 di quei 
piani sul quarto S, si ottengono in questo piano tre fasci di raggi di 
centri aS,p§,Y8 riferiti proiettivamente tra loro, e l'esistenza, in ge- 
nerale, di tre punti di $ (comuni alle tre coniche generate dai tre fasci 
proiettivi a due a due) in ciascuno dei quali concorrono tre raggi omo* 
loghi dei tre fasci dimostra V asserto. Insieme si trova che le rette inci- 
denti a tre piani a , p , 7 e ad una retta r è una superficie rigata cubica. 

Nel caso escluso che tre punti a? , ^S , y^ fossero in una retta g, si 
troverebbe ancora una Vi , la quale però avrebbe la g doppia ; perchè, 
prendendo r incontrante g, i nominati tre fasci sarebbero prospettivi e 
quindi vi sarebbe una sola retta (diversa da g) incidente alla r ed ai 
quattro piani. 



f 
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20. — La proprietà fondamentale della considerata V| discende dal 
seguente notevole teorema, relativo ad incidenze di rette e piani di S4 : 
— Lt rette incidenti a quaUro piani a , p , y l 'S secantisi in sei puniiy di 
cui ire non sieno mai in linea retta, incontrano pure un quinto piano ^). 

Per dimostrarlo, considerisi anzitutto il complesso 00^ delle rette in- 
cidenti ad a , ^ , Y (ad es.) , del quale per ogni punto P passa una sola 
retta, intersezione degli iperpiani Pa , P^ , Py: fatta eccezione dei punti 
esistenti nei tre piani a , ^ , 7 e nel piano 8' incidente ai medesimi , indi- 
viduato dai tre punti «p , a7 , ^7 . Per ciascun punto di a , ^ , 7 passa un 
fascio di rette del complesso, in particolare per ciascuno dei tre punti 
«p , a7 , ^7 una steQa ordinaria (cioè in un Ss) di rette di esso, mentre 
il piano S' è tutto di rette del complesso. 

Proiettiamo il complesso considerato da un punto P di 3" sopra un 
S*t: ne risulta un complesso lineare, perchè un S3 per P contiene del 
complesso obbiettivo la serie delle rette appoggiate alle tre rette Ssa, 
SsP, 837, alla qual serie appartiene anche SsS' e però tale serie si proietta 
in un fascio : e perchè inoltre ad una retta r per P sono appoggiate rette 
del complesso obbiettivo costituenti una rigata quadrica, quella esistente 
neirSs di due di esse (formante con S' la superficie rigata cubica del 
n. 19) e quindi proiettantisi pure in un fascio avente il centro nella traccia 
di r. Il complesso proiezione, avendo in ogni piano e per ogni punto di 
S*8 un fascio di rette, è adunque, come si è detto, lineare (n. 22, Gap. 6.^). 

Ciò premesso, diciamo rispettivamente a\ ^, 7', S' (quesf ultimo già 
indicato dianzi) i quattro piani incidenti alle terne di piani ^78, 780, Sa^, 
a^7 , e proiettiamo il sistema delle rette incidenti ai quattro piani ot, ^, 7, 8 
dal punto 88' (ad es.) sopra un S'*'3. La proiezione sarà quel sistema di 
rette, che è contenuto nel complesso lineare proiezione del complesso 
delle rette incidenti ad a , p , 7 , e che si appoggia alla retta 81 in cui 8 
incontra S'*'3 , vale a dire sarà una congruenza lineare, avente 81 per una 
direttrice. L' altra direttrice della congruenza , detta si , proiettata dal 
punto 88" dà un piano s, che manifestamente è incontrato da tutte le rette 
del sistema considerato. Il qual piano e è certamente distinto da 8, perchè 
se 8 , e e quindi 81 , ci coincidessero, la suddetta congruenza sarebbe li- 
neare speciale e di ei^sa farebbe parte V unica direttrice 81 = si (Cfr. n. 23, 



*) Cfr. Sborb, Alcune consideraeioni elementari.., (Rendiconti di Palermo, 
2, 1888). 
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Gap. 6.^); quindi si avrebbe in S una retta incontrante a,p,Y, cioè ì 
punti ao,pS,7S sarebbero allineati, contro il supposto. Così pure s è 
distinto da a (e analogamente da ^ , 7) perchè, se a passasse per il punto 
SS', sulla retta a 8' si avrebbero i tre punti aS,ap,aY. Il teorema è 
quindi dimostrato. I cinque piani a , ^ , 7 , S , e si diranno piani associati. 
K 21. — La proprietà precedente si completa coli' osservare che il piano 

e, óltre che per U punto SS', passa anche per i punti aa',pp',77' ed è 
Vunico piano al quale sieno ancora incidenti tutte le rette che incontrano 
a, p, Y , 8. Il punto yt' (ad es.) è infatti centro di un fascio di rette del 
nostro sistema giacente nel piano 7', piano che non può passare per il 
punto 56', altrimenti i piani y', 8' avendo comuni i punti «p, SS' esiste- 
rebbero in un Ss, nel quale dovrebbero trovarsi anche a , p (aventi una retta 
comune con ciascuno di quei piani). Cosicché, riprendendo la considera- 
zione del n. precedente, il detto fascio si proietta dal punto SS' su S*z 
pure in un fascio, il che esige che il centro yt' d^l fascio sia su e (non 
potendo manifestamente essere su S). Un piano p poi che goda della 
proprietà che le rette incidenti ad a , p , y , 8 Io sieno anche ad esso, 
se passa per alcuno dei punti aa' , pp' , yy' > SS', coincide, per ciò che si 
è detto, con e, e, se non passa per questi punti, deve segare a ,P',y'>S' 
( contenenti fasci del nostro sistema ) secondo rette ; il che è assurdo, 
in quanto ne segue, segandosi y' , S' (come dianzi notammo) nel solo punto 
ap, che p dovrebbe passare per «p, e analogamente per aY,YS,.... 

22. — La relazione fra i cinque piani associati a , p , y , S , e è scam- 
bievole, essendo ciascuno di essi definito dall' incontrare tutto il sistema 
delle rette incidenti agli altri quattro. Ne risulta che, oltre ai piani 
<*'jP'»t'>8' (che passano rispettivamente per YS,Sp,YP,6a; YS,Sa,aY,5p;...) 
abbiamo altri sei piani nelle loro stesse condizioni (cioè che passano 
rispettivamente per «e , pe , ap , yS ; Ps , y^ , Py > *S ; ... ), cioè in totale dieci 
piani, ognuno dei quali contiene quattro dei dieci punti d'intersezione 
di a,p,Y)8,e. Qtiesti diecipiani contengono cic^cuno un fascio di rette dd 
sistema. Se ad essi aggiungansi a , p , y , S , s pure contenenti quattro dei 
dieci punti (quelli d'intersezione coi piani rimanenti), abbiamo una con- 
figurazione di 10 punti e 15 piani: per ogni punto (come risulta subito 
dalla indicata determinazione dei piani ) passano sei piani, in ogni piano 
si trovano quattro punti. 

Indichiamo con 0,1 ,2,3,4,5,6,7,8,9 rispettivamente i 10 
punti ap , ac , aS , Se , yS , 76 , aY , Py , pS , pe, e distribuiamo i 15 piani nelle 
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seguenti sei quintuple: 

l.» 0126 , 0789 , 4567 , 2348 , 1359 

2.* 0345 , 0789 , 1237 , 1568 , 2469 

3.» 0258 , 0149 , 1237 , 4567 , 3689 

4.» 0367 , 0149 , 1568 , 2348 , 2579 

5.* 0367 , 0258 , 2469 , 1359 , 1478 

6.» 0345 , 0126 , 1478 , 2579 , 3689. 

La 1/ quintupla è quella proposta (a^Y^c): le altre godono della stessa 
proprietà dimostrata per questa. Ad es., considerando i primi quattro 
piani della 2.* quintupla, i piani incidenti ad essi a tre a tre sono 
0367,0258,1359,1478, che incontrano rispettivamente 1568,1237, 
0789 , 0345 nei punti del quinto piano 2469: onde questo (n. 21) è at- 
traversato dalle rette incidenti ai primi quattro. 

Due quintuple hanno comune un piano, e viceversa ogni piano è co- 
mune a due quintuple; non è incidente agli altri otto piani delle due 
quintuple ed è incidente ai sei piani rimanenti: ecc. ^). 

23. — La ipersuperficie Vg (n. 19), luogo delle rette appoggiate ad 
^ 9 P y Y ) ^ ) ^ > contiene tutti i 15 piani nominati, perchè di quelle rette 
esiste un fascio in ciascuno dei rimanenti 10 piani. Per conseguenza VI 
contiene sei diversi sistemi od' di rette corrispondenti aUe sei quintuple 
soprascritte, ciascun sistema essendo costituito dalle rette incontranti i piani 
di una quintupla, ed inoltre ha 10 punti doppi nei punti , 1 , ... , 9. La 
VI è adunque della 4.* classe (n. 17, 18) e possiede il massimo numero 
di punti doppi. 

Da ciascun punto di VI partono sei rette appartenenti rispettiva- 
mente ai sei sistemi : esse sono le sei rette d' intersezione di Vi col cono 
quadrico in cui Tiperpiano tangente taglia la quadrica polare del punto 
(n. 15). Onde su V3 non possono esistere altre rette, oltre quelle appar- 
tenenti ai sei sistemi suddetti giacenti nei 15 piani. 

Notisi anche che Vs è caratterieeaià dalV essere di 3,^ ordine e dal 
possedere dieci punti doppi. Infatti, avendosi una tal superficie V, il cono 



^) Cfr. Sbgrb, Sulla varietà cubica con dieci punti doppi (Atti dell* Accad. 
di Torino, 22, 1887), e SuUe varietà cubiche,,. (Memorie deir Accad. di Torino, 
39 (2), 1888). 
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sestico delle rette uscenti da un suo punto doppio 0, intersezione di V 
colla quadrica polare di (n. 15), ha nove rette doppie nelle rette 01 , 
02 , ... , 09 che congiungono agli altri punti doppi 1 , 2 ,..., 9. Segando 
con un Sa generico si trova una curva del 6.® ordine con nove punti doppi, 
curva che si vede con facile discussione» ad es. giovandosi della proie- 
zione stereografica della quadrica su cui giace, essere costituita di sei rette 
della quadrica stessa, tre di un sistema e tre dell'altro. Segue che V 
contiene sei piani uscenti da ( e analogamente da ogni altro punto dop- 
pio ), ciascuno contenente altri tre punti doppi, i quali sei piani sono distri- 
buibili in sei coppie di piani non incidenti. L'iperpiano tangente in un 
punto di y contiene sei rette di Y, ognuna segante una di quelle coppie, 
e descrìventi, al variare del punto, sei sistemi distinti. Ogni sistema 
sarà di rette incontranti una coppia di piani non incidenti e partenti da 
ognuno dei dieci punti doppi, cioè di rette incontranti un piano ed altri 
quattro che escono dai quattro punti doppi giacenti in esso e formano col 
medesimo quattro coppie di piani non incidenti, due qualunque di questi 
cinque piani dovendo poi essere non incidenti per appartenere Y ad S4 : e 
però ecc.. 

24. — Un Sa per uno dei 15 piani sega ulteriormente Y| in una qua- 
drica, le cui generatrici e direttrici sono dei due sistemi corrispondenti 
alle due quintuple alle quali quel piano è comune, in quanto le rette di Sa 
appoggiate a tre piani di ciascuna quintupla, incontrando inoltre il piano 
comune, sono del sistema corrispondente. 

Un Ss generico contiene due rette di ogni sistema, cioè quelle ap- 
poggiate alle quattro rette d' intersezione dell' Ss con quattro piani della 
quintupla corrispondente. Queste sei coppie di rette sono in una semplice 
relazione: una r di una coppia (rr') del \.^ sistema, ad es., incontra una 
sola retta s di un' altra coppia (ss*) del 2.^ sistema, ad es., e la rima- 
nente / incontra la rimanente 8\ Infatti le rette del 2.^ sistema che si 
appoggiano ad r formano una rigata quadrica (come si vede considerando 
r Ss che passa per r e per il piano comune alle due quintuple) ; e quindi 
il nostro Ss, generico per r, ne contiene una sola s. Lo stesso ragiona- 
mento prova che la retta ^ è incontrata da una sola retta del \.^ sistema, 
e questa, per ciò che si è detto testé, non può essere che la /. Un Sa ge- 
nerico sega Ys in una superficie cubica, le cui 27 rette sono le interse- 
zioni coi 15 piani e le sei coppie di rette ora nominate (costituenti, per 
la proprietà notata, una bisestupla). 
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25. — Le reti (f iperpiani che pKoieUano da due rètte generiche r ^f^ di 
un sistema^ ad es.U i.^, le rette di un altro sistema^ ad es. il ^/, sono pro- 
iettive. Infatti un S3 generico per r contiene, come vedemmo (n. 24), una 
sola retta del 2.^ sistema non appoggiata ad r. Questa è proiettata da / 
mediante un determinato 83 ; e si ha così intanto che la corrispondenza 
fra le due stelle è biunivoca (algebrica). Facciamo ora descrivere ad un 
Ss della stella r un fascio, cioè facciamolo ruotare intomo ad un Ss per r. 
Questo 82 sega \l in una conica (oltre r), e le rette del 2.® sistema ap- 
poggiate alla conica formano una rigata cubica, perchè un Ss per TSs, 
oltre la conica stessa, contiene una sola retta della rigata, cioè quella 
retta del 2.^ sistema, che non è appoggiata ad r (e quindi è appoggiata alla 
conica). La rigata cubica incontra r'ìu due punti, il che risulta dalFosservare 
che le rette del 2.^ sistema appoggiate ad / formano una rigata quadrica, 
che ha quindi due punti su quell' Ss e però sulla conica (perchè le r,/ 
non possono essere incontrate, per il n. 24, da una stessa retta del 2,^ 
sistema). Per quei due punti di / passa una conica della rigata cubica ^) : 
VS't della qual conica congiunto colle rette di questa rigata dà gli Ss 
corrispondenti agli S3 superiormente considerati e costituenti quindi, 
come questi, un fascio. La proprietà è quindi dimostrata. Si avverta che 
quattro coppie di Ss corrispondenti sono dati dai quattro piani della 1.* 
sestupla (diversi dal piano comune ad amendue le sestuple), i quali con- 
tengono fasci di rette del 2.^ sistema (n. 22). 

Ne discende una generazione proiettiva della VI, cioè mediante tre reti 
proiettive, che si ottengono proiettando da tre rette di un sistema le rette di 
un altro sistema. Perchè, viceversa, tre reti proiettive aventi per sostegno 
tre rette, generino una VI della specie considerata, è necessario che 
esistano quattro piani incidenti alle tre rette, ognuno dei quali deter- 
mini con queste tre iperpiani corrispondenti. Infatti, se tali tre reti pro- 
iettive sono 

Xi Vi + X, t?, + ^8 Vs =0 
Xi tVi + X, iOt + Xs M?3 = 0, 



*) Cfr. n. 18, Gap. 13.» (r— 4,m«l). 
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r equazione della VI sarà 



Mi U^Us 
Vi Vi Vs 
Wi Wt Wz 



= 0, 



e quindi VI sarà generata anche dalle tre reti proiettive 

{Xl Wi + |X, Vi + |l3 t^i = 

(J-l W2 + m «?« + 1^3 ««'f = 

onde le tre rette sostegno delle prime tre stelle appartengono ad un si- 
stema 00 ' di rette incontranti i suddetti quattro piani e però ecc. . 

26. — Le varietà ctibiche Vi di S4 precedentemente considerate sono pro- 
iettivamente identiche, cioè non hanno invarianti assòluti. In vero una Vi è 
determinata da quattro piani di una quintupla, essendo il luogo delle rette 
che incontrano quei quattro piani. Ora quattro piani che s'incontrano a 
due a due in sei punti, sono sempre trasformabili proiettivamente, in modo 
perfettamente determinato, in un'altra simile quaderna di piani, e ciò 
mediante Tomografia che fa corrispondere i gruppi dei sei punti inter- 
sezioni dei piani stessi (essendo manifestamente soddisfatte le condizioni 
richieste nel n. 13, Gap. 3.^). 



') Ciò è caso particolare di una proprietà generale che si esporrà in seguito 
(n. 22, Cap. 13.^). Notisi poi che, se si toglie la restrizione fatta, cioè si conside- 
rano tre reti proiettive generiche, la considerazione analìtica esposta mostra 
che si ha una V| contenente due sistemi di rette, tali che da un suo punto 
generico parte una retta di ciascuno dei due sistemi (e contenente inoltre un terzo 
sistema di rette, di cui partono quattro da un suo punto generico (n. 23)). Questa 
V| possiede sei punti doppX, che sono i punti in ciascuno dei quali si tagliano tre 
piani corrispondenti delle tre reti o, ciò che è lo stesso, i punti in cui si tagliano, 
fuori della generatrice comune, due qualunque delle tre rigate cubiche generate 
dalle tre reti prese a due a due (n. 9, Cap. 13.^). Che questi punti sieno sei si può 
provare cosi. Proiettisi una delle due rigate cubiche da due suoi punti À , B : si 
otterranno due coni quadrici, che si segano in quella rigata cubica e in un piano 
per A B. L^altra rigata cubica incontra uno dei due coni in una quintica, oltre 
la suddetta generatrice, quintica che (come subito si vede) ha due punti su questa 
generatrice e due su quel piano, e che quindi sega Taltro cono quadrico in sei 
punti ulteriori che sono i richiesti. 
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Si osservi ancora che una VI , essendo individuata da 4 piani, dipende 
da 4 . 6 = 24 parametri. 

27. — Consideriamo le trasformazioni omografiche della Y| in sé. 
Ogni tale trasformazione deve produrre evidentemente una sostituzione 
fra le sei quintuple : ma due omografie a , t che producono la stessa so- 
stituzione coincidono, perchè il prodotto 3 1~~' muterà in sé ogni quintupla, 
quindi anche ognuno dei quindici piani ( in quanto sono comuni alle quin- 
tuple a due a due), e sarà per conseguenza T identità. 

Ora si ottengono immediatamente 15 trasfarmasiani omografiche invo- 
Itdorie di Va in 5è, ciascuna delle quali corrisponde ad una sola inversione 
fra le sei quintuple, cioè trasforma V una neir altra due quintuple e lascia 
invariate le quattro rimanenti. Ad es., una trasformazione involutoria di 
Yl in sé che abbia il piano 0789 per piano fondamentale, deve far cor- 
rispondere i piani 123, 456; 156, 234; 246, 135; 345, 126, i cui punti 
d'intersezione sono in quel piano (cfr. lo specchio del n. 22) e quindi 
deve anche far corrispondere i punti 1, 4; 2, 5; 3, 6. Viceversa, Tomo- 
grafia involutoria determinata da queste tre coppie di punti, che ha cioè 
per retta fondamentale quella appoggiata alle loro tre congiungenti 14, 25, 
36 (retta d'intersezione degli S3 che passano per queste congiungenti a 
due a due), ha le dette quattro coppie di piani corrispondenti e quindi 
il piano 0789 per fondamentale. Essa scambia manifestamente le prime 
due quintuple (aventi comune il piano 0789) e lascia ferme le restanti. 

Poiché ogni sostituzione si può ottenere per inversioni, si conclude 
quindi che : 1.*^ Esistono 1 . 2 ... 6 trasformazioni omografiche della V| in 
sé; 2.^ H gruppo di queste trasformazioni è determinato dalle 15 omografie 
invólutorie suddette. 

28. — Si può arrivare alla VI di S4 in un altro modo, al quale si 
collegano altre notevoli proprietà. Prendiamo sei iperpiani generici di S4: 
yi = 0,y« = 0,y3=0,y4 = 0,y5=0,y6 = 0. Fra le y< (variate, se oc- 
corre, di fattori opportuni) sussisterà una relazione identica 

(4) yi+yt+y3+y4+yB+y6=o. 

Or bene, la varietà definita dalla 

(5) y?+y?+yS+y4+yi+yS=o . 

è la Vi considerata, perché (n. 23, 26) contiene 10 punti doppi nei punti 
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di S4 che hanno tre coordinate = 1 e le altre tre = — 1 (come si verifica 
applicando la condizione del n. 10). Manifestamente i 15 piani sono quelli 
dati dalle 

, yi+yt=o , y3+y5=o , y,-\-y^=o 

(6) { 

yi + y2=o , ^8+^5=0 , ^4+^5 = 



che indicheremo rispettivamente colle notazioni (12)(34)(56) , (12)(35)(46) , 
(12)(36)(45), ... ^). L'esaedro formato dai sei iperpiani y< = è in semplice 
relazione coi quindici piani (6). Basta osservare che i primi tre piani 
(6), ad es., formano un triedro esistente neir iperpiano yi+y8 = e che 
il vertice di questo triedro è precisamente il vertice y8=y4=y5=ye=0, 
yi + y«=0 dell'esaedro. Coi piani (6) si formano 15 di tali triedri, i 
cui vertici sono quelli dell'esaedro. Ogni faccia y< = di questo esaedro 
contiene 10 vertici di altrettanti triedri facilmente indicabili; ecc. L'esae- 
dro è covcùriante della Y|. Camriante di questa è pure l'esagono polare 
dell'esaedro rispetto alla quadrica 

yJ + yJ + yl + yì + yt + !^ = o«), 

29. — Colle formolo precedenti si verifica facilmente l'esistenza dei 
sistemi di od' rette di Vi. La (5) può scriversi (ad es.) sotto la forma 

y? + yl + ..• + y? = (y 1 + y2 + ys)' + (Vé + y5 + ye)' , 

osservando che il secondo membro di questa è divisibile per (yi+y^+ys) + 
(y4+y5-l-y«) e quindi, per la (4), è identico a zero: ossia 

y? + yi + yi — (yi + y£ + y3)' = (y4 + yB4-y6)' — (yj+yj + 



^) Notiamo dì passaggio che questi 15 piani costituiscono la completa inter- 
sezione di V| colla sua hessiana ^ -»0 (n. 11). Onde, fuori di questi piani, 

y» 

non esistono punti parabolici (n. 12). 

') Veggansi nella Memoria di Castelnuovo, Sulle congruenze del 8.^ ar- 
dine,., (Atti deirist. yen., 6(6), 1888) la costruzione effettiva (dai 15 piani) 
dell'esaedro e dell'esagono, e le molteplici loro relazioni. Per queste ultime cfr. 
anche l'altro lavoro di Castelnuovo che si cita nella nota seguente *). 
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od anche 

(yi + Vt) (yi + ys) (yt + 2/8) = — (y^ + ys) (Vi-^yt) (2/5 + ye) . 

Quindi le 00* rette date, al variare di X , |i. , v , dalle teme di equazioni 

(7) |i(yi+yt)= -v(yB+y(,) , v(y,+y8)= -X(y4+ye) , >^{yf+ys)= -i^^ty^+y») 

appartengono a VI. Notisi che queste rette si possono ottenere cerne in- 
tersetfioni di teme di iperpiani omologhi nei tre fascia aventi per sostegni 
i piani (12)(34)(56) , (13)(25)(46) , (16)(23)(45), e riferiti in corri- 
spondema trUineare^). 

Verifichiamo che, oltre ai tre piani base dei tre fasci, le cx>' rette sud- 
dette segano altri due piani di VI. Infatti, se sommiamo le tre equa- 
zioni (7) membro a membro, otteniamo, per la (4), 

>' (Vi+y^) + Myz+ye) 4- ^{yt + y^) =0, 

la quale dimostra che quelle rette segano il piano (15) (24) (36): e se 
sommiamo le stesse (7) dopo di aver moltiplicato la prima per X, la 
seconda per |j. e la terza per v, troviamo 

^ (ys+ys) + Xv iy, +^4) + p (y,+ y«) = 

la quale dimostra che le od^ rette segano anche il piano (14) (26) (35) '). 



^) Più forme oo^, i cui elementi si determinano biunivocamènte coi valori 
di un parametro, si dicono in corrispondenza plurilineare se fra i loro para- 
metri Ac^ , A;, , Xcg ,... esiste una relazione lineare rispetto a ciascuno. In un 
g^ruppo di elementi corrispondenti uno è determinato dai rimanenti arbitraria- 
mente dati. Nel presente caso si ha la corrispondenza trilineare fc, fc^X^^^l. 

La corrispondenza plurilineare fa studiata dairAugust fino dal 1862. Cfr., 
anche per le indicazioni bibliografiche, Castblnuovo, Studio sulla omografia 
di 2.*' specie (Atti deirist. ven., 5(6), 1887). E qui ricordo pure il recente la- 
voro di Sborb, Sur la generation projective des surfaces cubiques (Archiv der 
Math. und Ph., 10(3), 1906), per il notevole concetto di Geometria proiettiva 
che vi è presentato : cioè di considerare le corrispondenze plurilineari come re- 
lazioni proiettive degeneri fra forme di specie superiore. 

') Cfr. Castblnuovo, Bùserche di geometria della reità , . . (Atti dell* Ist. 
veneto, 2(7), 1891). In questa Memoria, la Vi si presenta come luogo dei centri 
(n. 8, Cap. b.^) dei complessi lineari di un sistema lineare oo>. Nella Memoria 
stessa è pure stabilita T importante proprietà che la T^ è rappresentabile biu- 

nivocamente nello spazio ordinario, alle sue sezioni iperpiane corrispondendo 
le quadriche di questo spazio passanti per cinque punii. 
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30. — Sulla V3 faremo da ultimo qualche osservazione relativa al suo 
cofUomo apparente da un punto P dì S4: il qual contomo apparente è 
la sezione fatta da un iperpiano fisso S*3 sul cono di 4.* classe circo- 
scritto a Va da P, ossia la proiezione fatta da P, su S*», della super- 
ficie secondo cui quel cono tocca Vf. Questa superficie è una VJ inter- 
sezione di Vi colla prima polare VI di P rispetto a V? (n. 17); ha nei 
dieci punti doppi di V3 altrettanti punti doppi (n. 18, 16) e contiene 
quindici coniche nei quindici piani di V|. Cosicché il detto contomo ap- 
parente in S*3 sarà una superficie di 6.^^ ordine e 4.* classe, che avrà 
per piani tangenti doppi le imagini dei 15 piani, giacché TSsche con- 
giunge P con ognuno di questi quindici piani tocca V3 in ogni punto della 
conica relativa. Inoltre quel contorno apparente avrà evidentemente dieci 
punti doppi (aggmppati per quateme, come per la VI, sui quindici piani) 
nelle imagini dei dieci punti doppi di V3 ; e possederà infine una curva 
cuspidale del 6.^ ordine, situata sopra una quadrica, luogo delle traccio 
in S*3 delle rette proiettanti aventi contatto tripunto con Vf (cfr. n. 17) 
e quindi contatto bipunto colla superficie V| sunnominata ^). 

Che se il punto P di proiezione giace su V3 , la sua quadrica polare 
è tangente in esso a Vi e quindi sega Vi in una superficie Vf, che ha punto 
doppio in P. L'ordine del contorno apparente diminuisce per conseguenza 
di due, ossia tale contomo é una superficie, di 8*3, di 4.<» ordine e di 4.* 
classe. Poi V iperpiano polare (tangente) tu e la quadrica polare di P si 
segano in un cono di rette osculatrici a Vi in P, cioè di rette proiettanti 
che toccano Vi in punti infinitamente vicini a P ; e i piani tangenti in 
questi punti alla superficie V,, sono quelli tangenti al detto cono (cono 
tangente alla superficie stessa nel suo punto doppio P) cioè esistono in ic. 
Segue che la traccia del detto cono in S'^'s è una conica del contomo ap- 
parente, in ogni punto della quale il piano della conica (intersezione di 
7c e di S*3) é piano tangente, onde questo è un piano doppio del contomo, 
il quale possiede quindi in tutto 16 piani doppi. Inoltre sono punti doppi 
di esso anche le traccio in 8*3 delle sei rette di Vi per P, giacché un Sg 
per una di tali rette sega Vi ulteriormente in una conica, e quindi in 
queir St stanno due altre sole generatrici del cono circoscritto (le tan- 
genti da P alla conica). Si hanno adunque in tutto 16 punti doppi, a sei 
a sei giacenti sui 1 6 piani doppi, (ogni piano di Vi essendo comune a due 



*) Cfr. n. 9, Cap. 9.» . 
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sestuple e incontrando perciò due di quelle sei rette), mentre da ogni 
punto doppio partono sei piani doppi, come è evidente (ricordando che 
ognuna delle sei rette incontra cinque piani). La superficie di S^s a cui 
si arriva è detta superficie di Kummer, di cui si potrebbe fare, per la 
via ora indicata, uno studio completo ^). 

31. — Ritornando a considerare una ipersuperficie qualunque, diremo 
da ultimo brevemente della sua generazione per sistemi lineari reciproci. 

Richiamiamo formolo e ragionamenti del n. 28, Gap. 6.<^. Ritenendo 
che le t< , t; sieno forme nelle coordinate dei gradi p , q rispettivamente, 
le (12), (13) danno, al variare dei parametri X,(i. legati dalla relazione 
(14), due sistemi lineari oo* di ipersuperficie degli ordini p , q (Gap. \0.^) 
che si dicono reciproci fra loro. Ad ogni ipersuperficie di un sistema cor- 
risponde un sistema lineare oo^--' di ipersuperficie dell* altro e il luogo 
dei punti comuni a queUa e a queste (cioè alla loro intersezione) si trova 
essere rappresentato dalla (16) del citato n. 28, con dimostrazione sostan- 
zialmente identica a quella del n. stesso. Il luogo è quindi una ipersuper- 
ficie di ordine p-fs* ^^^ P^ò vedersi anche sinteticamente applicando il 
principio di corrispondenza. Un punto a; di un Si generico (fisso) stacca dal 
1.^ sistema un sistema lineare oo ^"^ , a cui corrisponde una ipersuperficie 
del 2.° segante TSi in q punti y, e viceversa, dato un punto y, gli corrispon- 
dono p punti X. l p-{-q punti uniti della corrispondenza (pq)^ che così 
si ottiene sopra Si , sono quelli del luogo. 

Notiamo il caso particolare nel quale uno dei due sistemi sia una stella 
di iperpiani, che supporremo col centro nel punto Ao {Xi = a;, = ... = a;,. = 0) 
e quindi rappresentata dalla 

(8) Ài a?i + )^ ic, + . . . + X^ a;^ = , 

mentre Taltro sistema, pure oo **, sia di ipersuperficie di ordine q rappre- 
sentato dalla 

(9) (il ?i + m 72 + . . . + l^r ?r = : 

e supponiamo inoltre che l'equazione della reciprocità sia data nella forma 

(10) 2x,tt, = 0. 



<) Si può dimostrare infatti che una tale superficie di S*, è sempre ottenibile 
per proiezione nel modo detto, ed anzi una proprietà più generale. Cfr. il n. 2 
del secondo lavoro di Sbqrb citata nella nota al n. 22. 
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Allora l'ipersuperficie generata (d'ordine j + 1) ha l'eqnazione 

alla quale si riduce la (16) suddetta nel caso presente. 

Inversamente ogni ipersuperficie d^ ordine q'\-l è generabile con sistemi 
lineari reciproci oo '"""^ di iperpiani e di ipersuperficie di ordine q. Basta 
prendere sulla ipersuperficie il punto fondamentale Ao e osservare che 
allora l'equazione di essa conterrà in tutti i termini una almeno delle 
coordinate Xi,Xi,.,.yXr e però si potrà scrivere nella forma (11), ove 
le (f sono forme di ordine q delle r + 1 coordinate. L' ipersuperficie si 
potrà quindi generare coi sistemi reciproci (8)» (9) nella relazione di 
reciprocità espresse dalla (IO): cioè come luogo delle intersezioni dei 
raggi della stella (8) (avente il centro in un punto arbitrario della iper- 
superficie) colle ipersuperficie corrispondenti del sistema (d) ^). 

Si può rilevare che il procedimento è estendibile. Se nelle (8) ,..., (11), 
si scrive Jc al posto di r rimane dimostrato che una ipersuperficie di 
ordine ? + 1 di Sr , che contiene un S^_fc , si può generare con due sistemi 
lineari reciproci oo *"* , Vuno di ipersuperficie di ordine q, VdUro d'iperpiani 
passanti per queWSr^x. L& quale proposizione applicata per 9= 1 dà le 
varie generazioni della Vt-i già considerate in altro modo nel n. 28, 
Gap. 6.* (ultimo alinea); applicata per g=2,r — A=l dà una genera- 
zione della V^.i , in quanto una tale ipersuperficie contiene in ogni caso 
rette (infinite se r>3): ecc.. 



^) Un*ampia trattazione della generazione in 83 di una superficie qualunque 
y F mediante reti reciproche di superficie di ordine i> » g è data dal Retb nella 

Memoria : Die algébraischen Flàchen . . . (Math. Ànnalen, 2, 1870) : nella quale la 
questione è ridotta a determinare sopra F un gruppo di j?^ (0 ^) punti base di 
una rete (cfr. n. 35 e seg.). La questione fu ripresa dair Esohbrich nel lavoro: 
Die redproken linearen Flàchensysteme (Sitzungb. der k. Àkad. der Wiss., Vien, 
75^ 1877) : ove si giunge al rimarchevole risultato che, in generale, per p (ad es.) 
si possono prendere soltanto i valori da 1 a 7 (e allora per gda n — 1 ad n — 7, 
se n è Tordine di F), tranne se F è del 16.® ordine, che in tal caso è sempre ge- 
nerabile anche per due reti reciproche di 8.<^ ordine. E un risultato che dovrebbe 
essere assodato (essendo stato ottenuto con un computo di costanti) ed esteso 
ad Sr . 



•■ ■ 



Capitolo 9.« 



Varietà In generale. 



1. — Definiamo varietà algèbrica T insieme dei ponti le cui coordinate 
soddisfano ad un sistema di equcusioni algebriche, cioè ad un numero qua- 
lunque di date equazioni algebriche, nelle quali, oltre le coordinate/poe- 
sono anche comparire parametri, indeterminati. Un tal sistema si può 
sempre trasformare in un altro di equazioni 

(1) fi(x^Xi...Xr\ii\i ... X|i) = (i=±l , 2 ,...) 

razionali intere omogenee nelle x^ , Xi ,..., Xr e razionali intere nei para- 
metri indeterminati Xo , Xi ,..., X^ (potendosi anche per ciascuno di questi 
introdurre T omogeneità). 

È chiaro che la totalità dei punti comuni a due varietà algebriche, 
0, come si dice, la laro interseaiane, è pure una varietà algebrica, poiché 
essa può pensarsi come data dal sistema di equazioni che si ottiene 
riunendo i due sistemi di equazioni che determinano le due varietà al- 
gebriche considerate. 

Cosi anche si vede subito che è algebrica la varietà ottenuta proiet- 
tando da un Si qualunque di S^ una varietà algebrica data. Infatti se, 
per semplicità, supponiamo che quell'S< sia rs< fondamentale indivi- 
duato dai vertici Ao , Ai ,..., A< della piramide fondamentale, per avere 
la proiezione della varietà algebrica data dall' S<, basta (n. 8, Cap. 2,^) 
dare il significato di parametri alle coordinate correnti Xq , Xi ,..., Xi che 
compaiono nelle sue equazioni. 

2. — Può darsi che i punti, soddisfacenti colle loro coordinate alle (1), 
non dipendano tutti dalla variazione dello stesso numero di variabili 



[Gap. 9.« n. M] _ ^90 

arbitrarie (numero delle coordinate e dei parametri che si possono sce- 
gliere arbitrariamente), ma che si distribuiscano in varie totalità dipen- 
denti rispettivamente da numeri diversi di quelle variabili arbitrarie *). 
In tal caso si può ' dimostrare ') che ciascuna di queste totalità è rap- 
presentabile a sé (distintamente dalle altre) con un sistema di equazioni 
del tipo (1), e quindi è pure una varietà secondo la definizione data. E noi 
appunto intenderemo in seguito di limitare il concetto di varietà al caso 
che i suoi punti dipendano dalla variazione di un numero determinaio 
di dette variabili arbitrarie, numero che chiameremo dimensione della 
varietà, e indicheremo con V;^ una varietà di dimensione k (gruppo di 
un numero finito di punti, se k=0). 

Una Yi^ è riduciìnk o composta se i suoi punti si possono distribuire 
in due o più varietà (della stessa dimensione k), e irriducibile o semplice 
nel caso contrario. E riducibile si dice pure una varietà che provenga 
dal ripetere due o più volte una varietà irriducibile, cioè dal considerarne 
ogni suo punto due o più volte. 

3. —Vedremo più avanti (n. 11) che si può sempre sostituire, al si- 
stema (1) che dà una V^, un altro sistema di equazioni contenenti le 
sole coordinate, e allora la dimensione & è il numero di queste che si pos- 
sono assegnare arbitrariamente. Associando tali equazioni della varietà 
a h equazioni lineari generiche nelle coordinate stesse, cioè alle equa- 
zioni di un Sr-)t generico, si avrà un numero finito di soluzioni. Si potrà 
quindi con processi di eliminazione arrivare ad una equazione con una 
sola variabile, i cui coefficienti sieno funzioni razionali di quelli che 
compariscono nelle equazioni di V^ e di Sr-jt , così che per ogni radice 
di quella equazione si ottenga razionalmente una soluzione di tutte queste 
equazioni. Il grado n della detta equazione è adunque il numero dei punti 
che rSr-jt ha comuni colla varietà, numero finito e ben determinato, 
che dicesi ordine della varietà stessa, la quale si indica perciò con Ni 



*) Esempio. Le tre quadriche V*r-i rappresentate dalle U, — UiU'i=0, 
U, — UiU/ = , Uj — UiU"i==0 (ove le U< sono forme di ordine i nelle 
Xq,Xj ,...,a;r) hanno comune la y^r-<s data dalle U^^O , Ui»=»0 eia V'r-4 data 
dalle U,=0 , U', — , U/=0 , U/'=0. 

') Eronbgkbr, GrTundzuge einer arithmetiscTien Theorve,., (Journal fUr Math., 
92, 1881), pag. 28. Cfr. anche Molk, Sur une notion qui comprend celle de la di- 
visibilité,.. (Acta mathem., 6, 1885, pag. 147), e Konig, Einleitung indieattge- 
meine Theorie der algebraischen GrSsaen, Leipzig, 1903), pag. 215 e seg. . 



(gruppo di n punti, se k=0). Quando un S^..^ ha con una VJ, n-f-1 
punti comuni, ne ha infiniti ( l'equazione di dianzi riducendosi ad una 
identità), cioè sega V^ secondo una o più varietà di dimensione > 1 ed 
un numero finito (anche nullo) di punti. 

Si ha la proprietà generale (che racchiude la precedente): — UnSt 
generico di Sr {i^r — k) taglia una Vj in una V7^.fc_r« Un S< che abbia 
comune con VJ una V?+*_r ed un punto, sega VJ in una vegeta di dimen- 
sione ^i + A; — r-{-l od in più varietà di cui una almeno di tal di- 
mensione ^). Invero un S^-* preso genericamente neirSi generico (e quindi 
genericamente neirs^) incontra Ni in n punti e però in altrettanti la 
sua sezione coirS<. Nel caso particolare poi facciasi muovere in S< per il 
punto, anzi per un S^-^-i fisso ma generico per il punto stesso, un ^r-\- 
Questo, per il caso trattato (i^=^r — A), ha comune con VJ una varietà 
ad una dimensione (almeno), non giacente neir S^^i^-i (che è generico per 
il punto nell'Si e quindi neirS^-^); la quale varietà, per conseguenza, 
essendo oo*"'""'"* le posizioni di 8^..* , descrive un luogo ad i—r-^-k-^-l 
dimensioni (almeno) ^. 

Un punto di una VJ si dice s"^^^^ se un Sr-jt generico per il punto ha 
ivi incontro 5'^'** colla varietà, cioè se la radice corrispondente al punto 
della equazione di ordine n sopra considerata (che dà gli n punti dMn- 
tersezione di S,.^^ con VJ) è 5"^** per l'equazione stessa. 

Una VJ con un punto n^p*° P è costituita di Si per P, perchè se Q è 
un altro punto di VJ e si fa muovere un S^-k intorno alla retta PQ, o 
meglio (se k<^r — 2) intomo ad un Sr-^-i generico (fisso) passante per 
PQ, tale S,._* ha comune con VJ in ogni sua posizione n-j-1 punti e 
quindi (almeno) una varietà ad una dimensione, che deve essere la stessa 
PQ: altrimenti (per un ragionamento simile al precedente) il suo luogo 
sarebbe una varietà a i-f ^ dimensioni (almeno). 

Segue che una VJ con un S, (t<Ck) di punti n^p" è un luogo di 
00 *"*"* S,+i passanti per l'S, : si dice cono di vertice S, (cfr. n. 5, Gap. 8.*^). 
Se A;=^-|-2, cioè se questi S,+i (spcun generatori) sono oo\ la VJ suol 
dirsi un St-cono. 



^) La dimensione di ciascuna varietà comune a Si ed a Vj^ , essendo iìr—h^ 
è sempre 2t-f-A' — r (cfr. ultima alinea del n. 31, Gap. 9.<^). 

') Osservisi (e considerazione analoga ripetasi per l'avvenire in casi ana- 
loghi) che le equazioni del luogo sono quelle di Vj associate a quelle dell' Sr-^k, 
nelle quali entrano essenzialmente i—r-^k indeterminate. 
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Una VJ con un S^ di punti n'^»" è lo stesso S^t ripetuto n volte. 

4. — Se Yì è irrìdtunbUey gli n punti nei quali un Sr-\ generico la 
incanirà sono UMi distinti. Infatti gli n punti in cui un ^r-% generico sega 
Yl si distribuiscano, ad es., in due gruppi, Fune dì a punti da contarsi 
ciascuno due volte e Taltro di j3 punti da contarsi ciascuno una volta sola 
(2a-|-p=n,a>0,p^0). Ciò significa che l'equazione di grado n, a 
cui si riduce la determinazione di quegli n punti (n. 3), ha a radici sem- 
plici e p radici doppie, le quali, come è noto ^), si possono ottenere sepa- 
ratamente con due equazioni contenenti razionalmente i coefficienti dì 
quella. Ne risulta che la V^t si spezza in due parti (date dalle equazioni 
di y;; a cui si associno rispettivamente le due equazioni ora dette), 
runa di ordine a da contarsi due volte (o luogo dì punti doppi) e l'altra 

dì ordine p. Se p = 0, si ha una sola Vt contata due volte (cfr. n. 2). 

Ne discende che ogni varietà V; irriducibile è tagliata da un Sr-k+i 

generico in una V^ irriducìbile. Suppongasi infatti che la sezione di Vt 

con un Sr_ji+i generico possa comporsi dì più curve V?^ , V?* , ... , Vf* 
(ai + (x,-|- ... -|-a, = w). Si vari 1' 8^-^+1 intomo ad un S^-jt (fisso) pure 
generico, che incontri quindi Yi in n punti distinti, dei quali «i saranno su 

Vf* , a, su V?* , ... , at su Vf * . Queste t curve descriveranno t varietà af- 
fatto distinte, perchè, ad es., gli «i punti fissi che Vfi ha sopra S^-k+i 
essendo distinti dagli a, punti fissi che vi ha ¥?« , non potranno mai le 
Vfi , Vf« , per ragione di continuità, assumere la stessa posizione. La V; 
si spezza adunque in t varietà (rappresentate dai t sistemi di equazioni 
che danno le t curve, ove si considerino come parametri i coefficienti delle 
equazioni dell' Sr-jt+i). 

Da questa proprietà si deduce immediatamente quella più generale : — 
Ogni vaHetà irriducibile VJ è tagliata da un Sr-k+t generico (^!>0) in 
una V7 irriducibile. 

5. — iSopra una VJ , appartenente ad S^ , 5i possono scegliere, in infiniti 
modi, r + 1 pwnti indipendenti: giacché, se presi t(<Cr'\-l) punti indi- 
pendenti di VJ, non si potesse su Vj trovare un (^+ 1)««*"® punto indi- 
pendente da quelli, Yl apparterrebbe ad un S^.i . Se V» è irriducibile, 
r-fl suoi punti generici sono indipendenti. 

6. — Se VJ è irriducibile ed appartiene ad S^ , la sua sezione ViUi me- 



^) Cfr. Capblu, Ubro citato, pag. 557-8. 
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diante un S^.i generico appartiene air Sr-i : altrimenti, se questa giacesse 
in un Sr-% , un punto di Y^ fuori di S^-t determinerebbe con esso un Sr^i 
che conterrebbe Ni contro V ipotesi della sua appartenenza ad Sr o ne 
conterrebbe una parte contro l'ipotesi della sua irriducibilità (n. 3). 
Appartenendo V^.i ad S^^i ed essendo inoltre irriducibile (n. 4), per la 
stessa dimostrazione, un Sr.2 generico di Sr-i sega VjUi in una V(Lt ap- 
partenente air Sr-t • Continuando, si conclude che, se una Wl è irriducibile 
ed appartiene €ul S^ la sua sezione Y? per mejsao di un Sr-^K+t generico 
(^>0) appartiene att'Sr~;t+t ^)- Notisi bene che la proprietà richiede 
anumdue le ipotesi della irriducibilità e deirappartenenza : ad es., se due 
S( ,S«._t_i sono indipendenti, cioè appartengono ad S«., uno spazio 8^.1 
genèrico li sega in due spazi Sc-i,Sr-t-s non appartenenti airSr.i: 
cosicché, se si hanno due varietà rispettivamente appartenenti ad St , Sr_t-i 
e quindi insieme appartenenti ad Sr (n. 5), un Sr-i generico le sega in due 
varietà non appartenenti air Sr.i (esempio facilmente generalizzabile ). 

Se Wl è irriducibile ed appartiene ad Sr, deve essere r<^k'{-n — 1. 
Basta segare Yt con un Sr-» generico: gli n punti d'intersezione, per il 
teorema precedente, appartengono all' Sr-» , onde deve essere n > r - i-h 1 , 
come si è affermato. 

7. — Se un S, generico per un S* (^^i) ha con una VJ punti comuni 
(in numero finito od infinito) fuori di S^, variando rS< intomo all'Si , o piut- 
tosto (se ^>>i-f- 1) intomo ad un Si^i (fisso) generico per 1' S<, lo stesso 
Se avendo con VS punti comuni pure estemi ad S^^i (in quanto questo 
è generico per l'Si in S^ e quindi anche in S|), si ottengono, corrispon- 
dentemente alle 00 ''~~^ posizioni di St, almeno qo'"~' punti di V^t, e ciò 
esige che sia 4> r — t. Adunque, se k<ir — t, un Sr generico per un S< 
non ha con una YZ punti comuni fuori di S< (amhe se questo spazio ha 
posizione particolare o giace in Yl)^ 

Così, supposta ora Yl irriducibile, un S| uscente genericamente da 
un suo punto generico non ha con VS altri punti comuni sek<^r — ^. Ne 
risulta, proiettando da un S|.i generico dell' S< (il quale allora è un S^^i 



^) Una dimostrazione della proprietà stessa più rapida ma forse meno lucida 
è la seguente. Sopra VS prendansi r — fc+< + l (<r-\-l) punti generici (il che 
ha senso essendo Yi irriducibile) e quindi indipendenti (n. 5); TSr-A+t da essi 
determinato (e però ogni Sr-ik+t generico) sega, manifestamente V^ in una V? 
appartenente ali* Sr>JH-< • 

19 
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generico di S^) che, 56 i<;r — t e da un St-i generico di S^ si proietta una 
VJ irriducibile sopra un S^-t, indipendente da S,_i si ottiene un'altra va- 
rietà Y'xy i^ corrispondenza biunivoca con quella, irriducibile, della stessa 
dimensione e dello stesso ordine. Che Tordine della varietà proiezione sia 
eguale a quello della obiettiva è subito dimostrato osservando che un 
&r-t-h generico di Sr-t incontra V\ in tanti punti in quanti V Sr -k = 
Sr-<_fc. St-_i incontra V^; perchè non può avvenire che alcuno di quei 
punti imagine sia tale per più di un punto di V^ , il luogo di tali punti 
iraagine essendo di dimensione <* (cfr. n. 9). Che poi V'^ sia irriducibile 
risulta da ciò che, se Y\ si spezzasse invece in parti (distinte, a k dimen- 
sioni), queste dovrebbero essere proiezioni di altrettante parti di V;^, 
separate da essa mediante i coni proiettanti quelle. Si noti ancora che, 
se Vfc appartiene ad Sr, anche Y\ appartiene ad Sr..i ; perchè, se Y\ gia- 
cesse in un Sr-t-i, Vfc giacerebbe nell'S^-i congiungente questo con Sf«i. 

Se lo spazio di proiezione S^-i prende posizione particolare, la proie- 
zione può cessare di essere biunivoca: ad es., la varietà intersezione di 
una ipersuperficie di ordine n e di un cono, il cui vertice sia un punto 
estemo all'ipersuperficie, è proiettata n - uplicemente da questo punto 
(cioè ogni punto della varietà proiezione è imagine di n punti di quella 
obbiettiva). 

Per t massimo cioè =r — h — 1 , si ha che la V^ si proietta biunivo- 
camente da un Sr~)t-s generico in una V^ di un Sj^+i, cioè (n. 11) in una 
ipersuperficie di questo spazio. 

Proiettando VJ da un S^-jt-i generico sopra un S^, ogni S^-k proiet- 
tante avendo n punti comuni con V^, si ha questa varietà rappresentata 
n-ìUplicemente suirS^. 

8. — Per trovare le dimensioni delle varietà di V'J contenenti le 
imagini di 2,3,... punti di V^, occorre premettere un lemma. 

Se k<Cr — t, un St per t-^ 1 punti generici di una V;^, irriducibile 
ed appartenente ad Sr , non può passare per altri putiti di essa. Cominciamo 
dal caso ^==1. Se il fatto escluso avvenisse, avverrebbe anche per la Vi 
sezione di Yt, con un Sr-x+i generico, la qual Vi è irriducibile ed appar- 
tiene ad Sr-H-i (^- ^» ^); ^d avverrebbe anche (se r — i-|-l>3) 
per la proiezione di Vi da un Sr-^-s sopra un S3, la qual proiezione 
pure è irriducibile ed appartiene ad S3 (n. 7). Ora questo è impossi- 
bile; cioè non esiste una curva gobba di S3, della quale ogni corda 
sia (almeno) trisecante. Infatti, se tale curva esistesse, presi due punti 
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X, y qualunque di essa, la retta xy avrebbe un punto z sulla curva e le 
tangenti a questa 'mx,y giacerebbero sul piano tangente lungo xy dX cono 
che da e proietta (doppiamente) la curva, cioè si taglierebbero : onde le 
tangenti della curva gobba, incontrandosi a due a due, passerebbero per 
un punto, il che non può essere (se la curva non è composta di rette 
concorrenti in un punto). 

Se ^>>1 e ^ è il più piccolo valore per cui il fatto escluso possa 
avvenire, vale a dire se un St-i per t punti generici di Vi^ non ne contiene 
altri punti, la proiezione di V* dall' St-2 , individuato da ^- 1 suoi punti 
generici, sopra un Sr-t+i, sarà certamente biunivoca e si avrà in S^.t+i 
una y\ di cui ogni corda è (almeno) trisecante; il che è assurdo per il 
caso precedente, essendo k<i(r — ^ + 1) — 1. 

9. — Ciò premesso, gli S< determinati da i+1 punti generici di una 
Vfc irriducibile ed appartenente ad S^ , non aventi, se i<^ - A, per ciò che 
ora si è dimostrato, altri punti comuni con Vj^ , formano al variare dei 
punti stessi una oo ^'+^^ . Proiettando ora V^ da un S,._i generico [t<jr - A;), 
quale infinità formano gli St proiettanti di cui ciascuno contiene uno di 
quegli S, (i^0> cioè che sono (i+1) -secanti di V>? Dovranno S,_i ed S< 
appartenere ad un Sj , cioè segarsi in un Si_i: il che esige (r — f)% condi- 
zioni (n. 11, Gap. 2.°). Dunque gli S, (i'\-\)' secanti, i quali passano per 
un S,_i generico dato (i<,t<r—h), sono oo('+i)*-(r-o<^ 

Ora un tale S, proietta i suoi i+1 punti d'intersezione con Vfc, sopra 
S,._, , in un unico punto di V\, che è suo punto (i+1)"»^®, giacché, come 
subito si vede (cfr. n. 7), un Sr-t-* generico per questo punto in Sr-t, ha 
ivi con Y\ incontro (i+ i)p«n*o. Si conclude quindi (se (i+ 1) A; - (r - ^) i > 0) 
che la proiesAone V\ di V* da un St_i generico dato sopra un Sr_i pos- 

siede una W\i+i^^r~t)i di punti (ì+1)^p" ^). Questi punti sono ( ' 1 

per la Y\x-r-i-t di punti doppi (gli i+1 punti obbiettivi producenti un 

punto (i+l)^p^<> distribuendosi in altrettante coppie); sono ( "T j per la 

V'3fc_i(r-j) di punti tripli;...; (i+1 )"P** per la YiK-ir^t)ii-i)ài punti i"»". 
Poiché t<C.r — k, si ha, come deve essere, 2k — r+^^i, 3A — 2r+2^<; 
2k — r+^, ecc.. 



^) Il dubbio che a comporre questa varietà possano entrare varietà di dimen- 
sione < (i+1) k — (r—t) i si elimina, dopo aver estese certe nozioni, nella nota 
toraa del n. 22. 
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Se<=r — k — l,la proiezione è una ipersuperficie V* di S^+i (n. 7), 
avente una V\_i doppia, una VV, tripla (tripla pure per V'^.,), ecc.. 

10. — Il lemma del n. 8 conduce ad un'altra conseguenza. Ne discende 
cioè immediatamente che, proiettando una Y^ , irriducibile ed appartenente 
ad ^r^ àa un Sj__i passante per t suoi punti generici sopra un Sr-i , se 
k<^r — t, la proiezione W\ è biunivoca. Notisi che ora l'ordine della V^ 
non è l'ordine n della V^, ma questo diminuito di t unità; perchè le ima- 
gini dei punti successivi ^) a ciascuno dei t punti riempiono uno spazio a 
i - 1 dimensioni (cfr. n. 12), e per conseguenza un Sr-t-jt generico di Sr-e 
sega Y\ soltanto negli n-t punti imagini di quelli, nei quali, all' infuori 
dei detti t punti, rS,,_t — Sr_f~jt.St_i incontra V^. 

Si può raccogliere questo ed il risultato del n. 8 nell'unico enun- 
ciato : — Se si proietta una VJ, irriducibile ed appartenente adSn da tm 
St-i individuato da i punti generici di Sr e da f punti generici di Yx 
(f'\-f'=t) sopra un Sr-t,se ^<C^ — * la proiejmne è biunivoca e Ver- 
dine detta varietà proieeUme Y\ è n- f. Perchè (cfr. n. 8, Cap. 2.*) si 
può proiettare successivamente da ciascuno dei considerati punti; ovvero 
prima dall' Sc'-i dei punti generici di S^ sopra un S^^r passante per 
V^r^i (t'<ir — i), e poi sopra l'Sr-i dall' St._i delle proiezioni dei ri- 
manenti f punti (f<ir—if — i). 

Qui toma opportuna una osservazione importante. Premettasi che 
una varietà V^t appartenente ad S^ si dice norrnale di questo spazio quando 
non si può pensare come proiezione di una varietà ddlo stesso ordine 
appartenente ad uno spazio superiore. Si dice pure che una Yx ha per 
spazio nonnaie un S,. quando la varietà normale dello stesso ordine, di 
cui essa sia proiezione, appartiene ad S^. Or bene si ha la proprietà che 
le VJ"**"^^ , irriducibili ed appartenenti ad Sr , sono sue varietà normali. 
Infatti, per il secondo teorema del n. 6, non esistono varietà irriducibili 
di dimensione A; e di ordine r — A+l appartenenti a spazio di dimen- 
sione superiore ad r. 

11. — Ammettiamo il teorema: — Ogni varietà (algebrica) di S^ di 
dimensione r — 1 ^ può rappresentare con una equazione unica fra le coor- 
dinate, ossia è una ipersuperficie. 



^) Punti di una varietà successivi ad un dato punto di essa sono queUi dati 
da valori delle coordinate infinitamente vicini alle coordinate del ponto. 
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Se ne deduce facilmente l'altro teorema : — Ogni varietà V» {k<Cr - 1) 
di Sr jpMÒ considerarsi come iwterseeione completa di r-^-l ipersuperficie 
ed più^ e quindi può rappresentarsi con altrettante equaeioni ai piò, conte- 
nenti le soie coordinate ^). Basterà dimostrare che V^ è T intersezione 
completa di r -j- 1 coni che si ottengono proiettandola da r 4- 1 sp&z'i S^-»^ 
presi in posizione generica. Infatti si considerino i coni ottenuti proiet- 
tando Vfc da j Sp^i^ generici, e suppongasi che questi j coni abbiano 
comune, oltre Vn, una varietà Vr-j, come già si ha subito per ;=1. 
Allora, se Yr-j è una delle varietà irriducibili di cui si compone 
Yr-i , osservisi che preso un punto x di VV-.j , fuori di V^ , e per esso un 
Sr-A-i generico, questo non incontra y,t (n- 7): sicché, proiettando V^ da 
un Sr-K-i generico dell' S,.-.fc_i , cioè da im Sr-^-e generico di Sr, si ha 
un cono che non contiene x e quindi sega V^-j ia una VV-,j_i. Lo stesso 
ragionamento valendo per ogni componente di Vr-jf si conclude che. 
1' + 1 )*"*°'® cono che proietta Vjt da un Sr-k-t generico taglia V^-^ , cioè 
i primi j coni, in una varietà Yr-j-ij oltre V^. Continuando si arriva ad 
r-}-! coni, la cui intersezione completa è la sola V^ '). 

Da questo teorema possiamo facilmente dedurre che ogni Vi è uno 
spaeio (lineare) S^, giacché proiettando Yi da un Sr-^^t generico si ot- 
tiene una ipersuperficie del 1.^ ordine, che è un iperpiano, e quindi, per 
quel teorema, Vi può considerarsi come la completa intersezione di un 
certo numero di iperpianì. 

Una Yk, irriducibile di Sr , taie che per un suo punto generico passino 
più di due Sk^i giacenti in essa, èunSk» In vero seghiamo con un Sr^^+e ; 
si avrà una superficie V2 tale che per un suo punto generico passano più 
di due rette esistenti sulla superficie : la quale Vt dico essere un piano, 
e per ciò basterà dimostrare che due qualunque delle sue rette s' incon- 
trano (n. 16, Gap. 1.^). Supponiamo che questo non sia: allora, presa ima 
retta generica r di V2 , ne esisterà almeno un'altra r che non l' iicontra. 
Tutte le rette di Vs uscenti dai punti di r (0 di /) dovranno, per essere 



') Per questo teorema e per il precedente cfìr. Eronbgkbr, L c, pag. SO. 
Cfir. anche Molk, l, e, pag. 163, e KòMia, L e, pag. 232. 

*) Può darsi che occorrano proprio r-\-l equazioni a rappresentare comple- 
tamente una Yk appartenente ad Sr . Veggasi, per le curve gobbe di Ss, Vahlbn, 
Bemerkung ... (Journal fiir Math., 108, 1891): ove si dimostra che in Ss la curva 
gobba razionale di b,^ ordine con una sola quadrisecante non può ottenersi come 
intersezione completa di tre superficie. 
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Vj irriducibile, costituirla per intero, e poiché r' (od r) è retta di Vj, 
dovranno quelle rette incontrare tutte (nuovamente per la irriducibilità 
di Vg) tale retta r' (od r): sicché Vs sarà costituita di rette appoggiate 
ad r,r, né potrà contenere alcuna retta appoggiata ad una sola di queste. 

m 

Ne segue, la retta che parte da un punto generico x di V, ed incontra r , r' 
dovendo essere di V2 medesima, che ciascuna delle altre due rette (almeno) 
^ , ^ di Vs che passano per x non incontrerà né r né r\ Si conclude subito 
che Vs (invocandone, come dianzi, la irriducibilità) dovrà essere costituita 
di rette appoggiate a tutte e quattro le rette r^v* ,t,1f\ il che é assurdo. 
Adunque la V^ , essendo incontrata da un ^r-k+t in un piano (e quindi da 
un ^r-K in un punto), è, per la proprietà precedente, un Sit, come si è 
affermato. 

Simile ragionamento conduce manifestamente a quest'altra proposi- 
zione: — Una Vfc (irriducìbile) di S^, tale che per un suo punto generico 
passino due Sjt^i giacenti su essa, è una Y' specialiMota k — 2 volte (n. 17, 
Gap. 6.0) 1). 

12. — Se P è un punto semplice di Vjt, tangente i» P a V^ dicesi 
ogni retta che congiunge P con un punto di V^ ad esso successivo. Per 
determinare il luogo di queste tangenti osserviamo che un Sr-.k+i qua- 
lunque passante per una di esse taglia V^^ in una Vi che tocca in P questa 
retta, e viceversa, se Vi é la sezione di V^ con un S^-h-i passante per P, 
la tangente a Vi in P è tangente anche a Yx . Segue facilmente che le 
rette tangenti a Yx nel punto P sono in ^utto oc ^^ e costituiscono una 
varietà, che ha con un Sr-^+i per P una sola retta comune, e quindi con 
un Sr-h generico di Sr un solo punto comune. Tale varietà, essendo del 
1.® ordine, é (n. 11) uno spazio Sjt, che dicesi tangente aY^nél pnnto P. 

Quando si proietta una Vi, da un suo punto generico sopra un Sr^i , 

■ 

i punti di Yk infinitamente vicini a P saranno proiettati dalle rette uscenti 
da P e contenute nell' S,t tangente a V^ in P : quindi, ndla proieaiane Yj, 
di Vfc giace TS^-i se£fiòne di queWSx coZrSr-i. 

Se P é un punto s ^^^"^ di una curva, appartenente a qualsiasi spazio, 
esistono s rette (distinte coincidenti), che si dicono tangenti alla curva 
in P, ciascuna congiungente questo pimto con un punto successivo della 
curva, rette cioè che sono posizioni limiti delle rette congiungenti P a 



^) Sbgbb, Sur un théorème de la geometrie à ndimensions fMath. Ann., 30, 

1887). 



quegli 8 punti della curva esistenti in un iperpiano, i quali cadono in P 
quando Tiperpiano viene a passare per questo punto. Ciò posto, se P 
è un punto 5^p^** di una Vjt (i^l), con ragionamento analogo a quello 
fatto sopra, cioè considerando le sezioni di Vjt con &r-k+i per P, le quali 
hanno in P un punto s ^^^^ , si conclude che esiste un cono di ordine s co- 
stituito dalle rette congiungenti P coi punti di V^ successivi ad esso, cono 
che si dice tangente a^K"^ punto s^^^^. 

Indicando sempre con V\ una proiezione biunivoca di Vjt per ogni spazio 
proiettante che sia 5 -secante di V^ si ha in corrispondenza un pimto s""^^^ 
di \\ , nel quale il cono tangente è costituito di s S\ che sono le imagini 
degli s Sk tangenti a V^ nei punti di appoggio dello spazio proiettante. 

Un iperpìano che passi per V S„ tangente a V* in un suo punto sem- 
plice P taglia Yk in una Vfc_i che ha un punto doppio in P, perchè un 
Sr.ft condotto per P nelF iperpiano sega V S* in un Si (tangente in P a V*) 
e quindi ha in P due intersezioni colla V^.i . Reciprocamente, se un iper- 
piano taglia V,t in una V^t^i con un punto doppio in un punto P semplice 
di Yfc , queir iperpiano contiene V Sx tangente a Yx nel punto P, perchè 
un Sr-k per Pi nell' iperpiano, ha due intersezioni in P con Vfc_i e quindi 
con Vfc , cioè contiene una tangente in P a Vj^ , ed il luogo di tali tangenti 
neir iperpiano, avendo un punto sopra ogni suo Sr-.A-i generico, è un S^. 
Adunque, se diciamo iperpiano tangente a Va in un suo punto semplice P 
un iperpiano, che la tagli in una Vjt.i con un punto doppio in P (defini- 
zione valevole anche se i = r — 1 , per il n. 9, Gap. 8.**) si ha che gli 
iperpiani tangenti ad una varietà Vii sono gli iperpiani passanti per i suoi 
Sx tangenti. 

Anche gli S, (r — 1>^>A) passanti p«r l'S* tangente in un punto 
P (semplice) di V* si dicono tangenti in P a V^ : e tangente pure si dice 
ogni S, (l<Ct<,k) passante per P e posto neirSfc tangente, il quale è 
manifestamente tangente alle Vt sezioni di \k mediante gli Sr-it^-i conte- 
nenti rSe *). 

13. — Aggiungansi alle precedenti queste altre osservazioni, neir ipo- 
tesi di \x irriducibile ed appartenente ad Sr. 

Anzitutto, se V^^i è un cono di vertice Si_i , cioè costituita di S, per 
rSt.i, rSr-i tangente in un punto P a Vr-i lo è in tutti i punti dell' Si 



^) Vedasi Dbl Pbzzo, Sugli spazi tangenti.,. (Rend. della R. Accad. di Na- 
poli, 1886). 
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che passa per P, giacché TS^-i contiene tutti gli S, a questo successiTÌ 
(in quanto congiungono i punti successivi a P con St^i), e però tutte le 
tangenti nei punti del considerato St. 

Un Sr-i tangente in un punto generico P ad una Yx non può toccarla 
in altri punti in numero finito. Infatti, avendosi oo*""*"^ Sr-i tangentijn 
ogni punto di Yj, (n. 12), la totalità degli S^.i tangenti sarebbe allora 
00*""^: quindi per un Sr-s generico ne passerebbero oo inviluppanti un 
cono, di cui, per l'osservazione precedente, ogni S^-i tangente tocche- 
rebbe in un numero finito (>2) di S^^». Segando il cono con un S^ 
generico si avrebbe quindi una curva piana (irriducibile) di cui ogni 
tangente toccherebbe in più di un punto, cioè sarebbe tangente (almeno) 
doppia, il che è assurdo. 

Se wn Sr_i tangente ad una Yk iw un pulito generico la tocca in od * 
punti (k^t^O), questi devono essere diunSt- Suppongasi che costituiscano 
una V^ : allora un S^_e generico incontra V^ in una Yk-i , per la quale 
un Sr-i-i tangente in un punto generico P la tocca in altri w-l punti. 
Ciò è chiaro osservando che TS^-t-i, contenendo VSk^t tangente in P 
a Vfc_<, giace in un Sr-i tangente in P a V* e che questo S,._i sega 
Sr-* appunto neirS^_<«i, onde in questo debbono trovarsi gli S».., se- 
zioni (con Sr-t) degli S* tangenti a Y^ negli altri oo — 1 punti di con- 
tatto dell' Sr-i che stanno nell'S,.., . Adunque, per la proprietà prece- 
dente, (0=1, cioè la V, è un S,. Quando avviene il fatto supposto si dice 
che Sfc tocca Vfc nélVSt o lungo TS, , e V^ risulta una totalità di S, (o di 
spazi' di maggiore dimensione). 

Le due proprietà dimostrate si estendono ad un Sa tangente in un 
punto generico ad una V^, ql!lindo sia r — l>fe> i, facendo una proie- 
zione da un S^.h^s sopra un S^^+i, e tenendo presente che, se un Sj^ tocca 
Yk in od' punti che si proiettano in un St, i punti stessi (essendo Sr-h-t 
generico) debbono costituire un Se 

14 — Possiamo ora introdurre un importante concetto. Consideriamo 
il sistema lineare costituito da tutte le ipersuperficie della stessa classe n. 
Questo sistema (come quello di tutte le ipersuperficie dello stesso or- 
dine n) si può pensare come un S/n+r\ ^ , cioè come uno spazio lineare ad 

{ ] — 1 dimensioni, i cui elementi, punti ad es., sono le ipersuperficie 

stesse (cfr. Cap. 10.^). Ebbene, se una V^ non è una totalità di spazi li- 
neari, un Sr_i tangente in un punto generico non può toccarla altrove 
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(il. 13) e quindi (n. 12) gli S^i tangenti a Y^ sono oo'"^. Si può adunque 
pensare Yx come una ipersuperficie inviluppo di una certa classe n, cioè 
come un punto di un S/M-r\ , , e una totalità di tali Vjt come una totalità 

di punti dello spazio stesso. 

Che se V* è luogo di c»*"*St e avviene che rS,_i tangente in un 
punto generico tocchi in un Se (o spazio di dimensione inferiore), ricordisi 
(n. 18, Gap. 2) che Se è punto di una varietà di un S/r^i\ , , cosicché 

Vfc è una V,t>-« di tale varietà. Se anche Yx-t presenta fatto analogo, si 
ripeta analoga considerazione, e cosi di seguito, fino a che si giunga ad 
una Yk' di un S^' avente oo*^'~^ iperpiani tangenti; per la quale vale la 
considerazione generale fatta sopra. 

Questa vale pure se Ar=0, cioè se V; è il sistema di n punti, giacché 
questi costituiscono un inviluppo di classe n, rappresentato dalla equa- 
zione che è il prodotto delle equazioni degli n punti. Le coordinate del 
punto che rappresenta Yl nello spazio S/M-rx ^ si esprimono allora per 

funzioni (simmetriche) delle coordinate degli n punti a; , y , ... cioè colle 

in cui la somma s' intende fatta tenendo fissi gli indici i , 2 , ... e permu- 
tando le lettere x , ^ , ... . 

Adunque una totaiUà di V)^ può identificarsi ad una totalità di punti 
(o iperpiani) di un certo spaeio (lineare). Se questa totalità è algebrica, 
quella pure si dice cUgebricay se questa è composta di parti di vari di- 
mensioni, lo stesso è di quella, ed una totalità di data dimensione di 
Yx si dice irriducibile (o riducibile) se tale è la varietà a cui è iden- 
tificata. 

15. — Ma si può fare un passo ulteriore. Un aggregato di n punti 
X ^y... presi rispettivamente in n spazi distinti (o sovrapposti) Sp , S^ , ... 
si può sempre considerare come un punto di un certo spazio. Ad es., le 

(2) X<j... = a;<y, ... 

(i assumendo i valori , 1 , ... , j? ; H valori , l , ... , g ; ...) danno ap- 
punto, per determinati valori delle Xt ^yi , ... , le coordinate di un punto 
di uno spazio a (p-f-l)(9~f~l)*** ~ ^ dimensioni, cioè di quello in cui le 
(l>-{-l)(9-f-l)... Xh) aventi variabilità generale, sono coordinate omo- 
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genee. In questo spazio ogni totalità di detti aggregati è rappresentata 
da una totalità di punti. Così il complesso di tutti i medesimi aggregati 
è una varietà algebrica a G=jp + 9+... dimensioni definita dalle (2), ove 
le Xi ,yi... sono n sistemi di parametri variabili indipendenti. L'ordine 

della varietà è —, — -, — , come è facile dimostrare ^). 

piqi ... 

In ciò che ora si è detto è incluso il concetto di corrispondenea. Per 
semplicità di discorso consideriamo due soli spazi* S^ , S^ ed in essi due 
varietà V* , V^. . Se per ogni punto x di V^ è individuato un numero 
finito infinito di punti y (detti corrispondenti od omologhi a quello) di 
Vfc' e reciprocamente, avremo fra Vk e V^. una corrispondenza, la quale 
è data dalla totalità di coppie di punti x , y corrispondenti, cioè da una 
totalità di punti di un S(„+]x<2+i)-.i . Nuovamente, se questa totalità di punti 
è algebrica, quella dicesi una corrispondenea algèbrica, e se la totalità 
si compone di altre di varie dimensioni, ovvero, essendo di un' unica di- 
mensione, è una varietà irriducibile (o riducibile), lo stesso è della cor- 
rispondenza. 

Noi ci limitiamo naturalmente alle corrispondenze algebriche. Una 
tale, continuando a considerare due sole varietà, è adunque definita da 
un sistema di equazioni algebriche (comprendenti le equazioni delle due 
varietà) le quali nello spazio S(p4.i)(<2+i).i (ad es.) definiscono una varietà 
algebrica. Ma, poiché le equazioni di questa varietà si possono sempre 
ridurre a sole equazioni nelle coordinate X^ di detto spazio (n. 11), segue, 
per le (2), ritornando alla considerazione diretta degli spazi' 8^,8^, che 
la nostra corrispondenea è rappresentata da equazioni algèbriche nèUe sóle 
coordinate Xi ,yi dei due spasi. 

16. — Consideriamo il caso particolare di una corrispondenza (sot- 
tintendasi algebrica, irriducibile) fra due varietà Vjt , V^. , per la quale ad 
ogni punto y di Vv corrisponda un numero finito a di punti x di V^ . 
In tal caso è facile vedere che i rapporti dèlie coordinate del punto x si 
esprimono come radici di altrettante equojsioni di grado a, con coefficienti 
funzioni ragionali dèlie coordinate dd punto y. 

Infatti supponiamo dapprima che la varietà V^ sia un Si . Allora si 



^) Cfr. Sbqrb, StUle varietà che rappresentano le coppie di punti di due piani 
spazi (Rendic. di Palermo, 5, 1891). 
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ha un solo rapporto - che dà i punti di Si, e il sistema di equazioni che 

X 

fissa la corrispondenza darà a valori diversi per - corrispondentemente 

ad ogni sistema di valori delle yt . Quindi sarà possibile arrivare, con sole 

operazioni razionali, ad una equazione di grado « in ~ , che darà gli a 

punti X corrispondenti ad un medesimo punto y. Che se V» è una varietà 
qualunque e a^ , ... , Xr sono le coordinate di un suo punto generico x, 
proiettiamo Yx dall' S^..^ fondamentale determinato dai punti A^ , ... , A^ 
(supposto che la piramide fondamentale abbia posizione generica) e di- 
ciamo corrispondenti un punto y di Va- ed un iperpiano per questo S^^ , 
quando V iperpiano proietta uno dei punti x corrispondenti ad y. Poiché 
la coordinata dell' iperpiano per x, nel fascio che esso descrive di sostegno 

Xì 

Sr-s> è -, questa è una funzione algebrica ad a valori delle coordinate 

Xq 

X9 X 

yt , cioè si ricade nel caso precedente. Analogamente per -,..., — . 

Xq Xq 

17. — Se a= 1 , le Xi sono adunque esprimibili razionalmente per le 
yi e si avrà 

Xo'.Xii ... ; Xr = ^o(y) : 4>i (y) : ... : <pr(y), 

le '^i essendo forme di uno stesso ordine. Allora la corrispondenza si dice 
univoca (in un senso, e sottintendendo algebrica) razionale. Se poi, in- 
sieme alle precedenti, valgono le analoghe 

yo:yi:...:yr = ?o(^):?>i(^):...:<iPr(y), 

allora la corrispondenza si dice biunivoca (sottintendendo algebrica) 
birajgionàle ^). In questo caso le due varietà hanno la stessa dimensione, 
il che del resto sì verifica sempre quando ad ogni punto di una corri- 
sponde un numero finito a di punti dell'altra, e viceversa ad ogni punto 
di questa un numero finito a di punti di quella, cioè, come dicesi, quando 
esiste fra le due varietà una corrispondenza (aa). 

Due varietà in corrispondenza birazionale con una terza lo sono pure 



^) In Beguito (n. 7, Cap. 10.^ si dimostra che una corrispondenza birazionale 
cosi che alle sezioni iperpiane corrispondano le sezioni iperpiane è una omografia. 
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fra loro. Le corrispondenze birazionali fra due Sjt sono dette anche cor- 
rispondenze cremoniane. 

Una varietà Y^ , che può trasformarsi birazionalmente in uno spazio 
lineare Sjt, dicesi rcunianàle od omcUoide. E più in generale, ogni totalità 
di elementi identificabile ad una varietà razionale Vjt (n. 14) dicesi ente 
rasfùmale oo ^. Per poter affermare che una V^ è razionale occorre e basta 
che le coordinate dei suoi punti sieno funzioni razionali di k parametri 
indipendenti ed inoltre che ad ogni punto di Vjt corrisponda un solo 
gruppo di valori dei parametri stessi. Questa seconda condizione è super- 
flua, cioè conseguenza della prima, per ìc=l, come si vedrà in seguito 
(n. 1, Gap. 12.<>) ed è pure superflua per 4 = 2 ^). 

È evidente che se una varietà (o ente) corrisponde biunivocamente 
ad una razionale, sarà essa stessa razionale, e che due Yt, (o enti) razio- 
nali sono riferibili fra loro birazionalmente in infiniti modi. 

18. — Una corrispondenza (a af) tra due curve razionali, e in generale 
fra due enti razionali ao\ si può rappresentare (n. 17) con una equazione 
degli ordini a , a fra i parametri x , y degli elementi omologhi dei due enti : 

(3) f[xy) = ^a,,af'''y'"'^ = 0. 

Essa è individuata da aa' + a + a coppie di elementi omologhi, tanti 
essendo i rapporti indipendenti dei coefficienti a,^. Se a = a' =1, si ha 
il concetto di proiettività già posto a fine del n. 3, Gap. 3.®. Ogni tra- 
sformazione proiettiva di ciascuno dei due enti razionali in un altro 
cambia una corrispondenza (aa) ancora in una corrispondenza (aa). 

I due enti sieno sovrapposti (cioè ne costituiscano uno solo). Si può 
chiedere allora quanti elementi coincidano coi loro corrispondenti, cioè, 
come dicesi, siano unUi. Se i parametri x , y hanno eguale significato, 
facendo x = y nella (3) , sì trova che gli demeìiti uniti di una corrispondenza 
(aa'), sopra un ente ra,£Ìonale oo\ sono a-|-a'; che è il principio di cottp- 
spondema formulato da Ghasles *). 

Se la detta equazione (3) è simmetrica in x ,y, deve essere a = a\ 
e la corrispondenza si chiama sistema simmetrico di grado or, non occor- 



*) Castblnuovo, Sulla razionalità delle involuzioni piane (Math. Ann., 44, 
1894). 

^ Cfr. Sbgrb, Intorno alla gloria del principio di corrispondenza.., (Bibliotheca 
mathematica, B, 1892). 



r 
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rendo allóra alcuna distinzione fra i due enti sovrapposti. Un sistema 

simmetrico di grado a è individuato da 7" coppie di elementi cor- 

rispondenti e possiede 2 a elementi uniti. 

L' importanza del principio di corrispondenza sta in ciò che esso ci 
permette di stabilire il numero degli elementi uniti di una corrispondenza 
(aoi') di un ente razionale oo^ in sé, senza che sia necessario di avere 
effettivamente costruita Tequazione (3) che la rappresenta. 

19. — Se una radice della equazione che dà gli a-j-a elementi uniti 
è multipla secondo il numero m, P elemento corrispondente assorbe m di 
quegli elementi uniti, o, come dicesi, ha la mMifliddà m. La determi- 
nazione di tale moltiplicità è talvolta un problema difficile. Ecco un' os- 
servazione su ciò, utile in molti casi. 

Supponiamo, come è permesso ( facendo, se occorre, una trasformazione 
lineare), che uno degli elementi uniti sia dato da x=:^ = 0, cioè che 
l'equazione della corrispondenza (variata T indicazione dei coefficienti) sia 

(4) 6rc + cy+5a:' + Ciry + /'y*+... = 0, 

e quindi l'equazione che dà gli elementi uniti sia 

(64-c)a;+(d+c+/)«» + ... = 0, 

L'elemento considerato è semplice o multiplo (almeno doppio), secondochè 
6-f-c + O ovvero 6-f-^=0- Ora se l'elemento stesso è tale che, in qua- 
lunque dei due enti sovrapposti lo si consideri, sempre due dei suoi ele- 
menti corrispondenti dell'altro ente cadano in esso, dovrà essere nella 
(4) 6=0 , c=0 e quindi 6-f-^=0- i^^n viceversa. Dunque, in una cor- 
rispondenza (non simmetrica), condizione sufficiente (non necessaria) per- 
che un elemento sia (almeno) doppio è che considerato in amendue gli enti 
sempre coincida con due dei suoi corrispondenti. 

Invece per un sistema simmetrico è condizione necessaria e sufficiente 
affinchè un demento sia (almeno) doppio che coincida con due dei suoi 
corrispondenti: perchè nella (4), per un sistema simmetrico, deve essere 
6=c, e però ecc.. 

20. — Sarà bene a questo punto introdurre un concetto fondamentale 
della geometria moderna, del quale avremo anche a far uso, cioè il ge- 
nere di un ente semplicemente infinito (sottintendasi sempre algebrico). 
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Cominciamo dal considerare una curva piana irriducibile di ordine n, 

fornita di punti multipli ordinan V»^*», Sjj^»^<> ,...,5,~«>^<>, tali cioè che le 

Si tangenti alla curva in ciascun punto 5,^'^^ sieno tutte distinte, onde la 

flasse m della curva è (n. 18, Gap. 8.<>) 

• 
w=w (n— 1) — 2 «< (*< - 1) • 

Il numero p definito dalla 

(5) 2p = (n-l)(n-2) — 2«i(«.-l) 

od anche, per la precedente, dalla 

2|?=w— 2nH-2, 

dicesi genere deUa curva piana ^). 

L'estensione di questa definizione ad ogni ente cx>^ si fa coir aiuto 
del teorema di Riemann : — Due curve piane irriducibili C , C in carri- 
spondenea biraaionale sono dello stesso genere — . Sieno n^m^p^n' ^m^p' 
ordine, classe, genere delle curve C , C rispettivamente. Il teorema è evi- 
dente se le due curve sono omografiche, avendosi allora n = n\m = fn ed 
anche se sono correlative (per una curva-inviluppo il genere essendo de- 
finito in modo correlativo al suindicato). Per dimostrarlo in ogni caso 
possiamo quindi ritenere, senza alcuna limitazione, che le due curve C , C" 
sieno poste nello stesso piano. Presi in questo due punti generici 0,0', 
consideriamo nel fascio di rette di centro (ad. es.) una corrispondenza 
tale che due rette omologhe passino rispettivamente per due punti di 
G, i cui corrispondenti su G' sieno allineati con 0'. Manifestamente 
la corrispondenza è un sistema simmetrico: inoltre il grado di questo 
sistema è n(n' - 1). In vero una retta r per incontra G in n punti, 
i cui corrispondenti congiunti con O' danno n rette intersecanti G' in 
altri n(n'-l) punti, i cui corrispondenti su G congiunti con forni- 
scono le n(n'-l) rette omologhe ad r. Il che sta se gli n punti in cui 
r incontra G sono distinti ovvero cadono (in tutto od in parte) in un 



^) Questa definizione e le proprietà che seguono enunciamo in forma gene- 
rale, sebbene le considerazioni qui esposte valgano solo per curve piane con 
multiplicità ordinarie, perchè la definizione e le proprietà stesse si possono dare 

« 

anche per curve piane con multiplicità qualunque, come mostreremo nel Cap. 1.^ 
dall'Appendice. 
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punto multiplo sulle varie (distinte) direzioni date dalle tangenti in esso; 
potendo, in amendue i casi, gli n punti corrispondenti essere tutti di- 
stinti ovvero cadere (nel modo ora detto) in un punto multiplo di C 
(e lo stesso ripetasi degli altri n{n-l) punti di C e dei loro corri- 
spondenti). Le rette unite del sistema simmetrico sono le m' rette che 
vanno da ai punti di G corrispondenti ai punti di contatto delle tan- 
genti condotte da 0' a G", ed inoltre le rette, di cui indicheremo il numero 
con a, che godono della proprietà che degli n punti, in cui ciascuna in- 
terseca G, due abbiano i loro corrispondenti allineati con 0'. Quelle rette 
sono soluzioni semplici (anche per essere , 0' generici ), mentre queste 
sono soluzioni doppie, perchè (n. 19) ciascuna coincide, come è chiaro, 
con due delle sue corrispondenti (fra le ultime potendo o no trovarsi le 
rette che vanno ai punti multipli di G, anche contate più volte). Si ha 
adunque (n. 18) 

2n(W—l) = m' + tf. 

Se ripetiamo il medesimo ragionamento, scambiando l'ufficio delle due 
curve, si ha pure 

2n'(n — i) = m-{-£f. 

Eliminando a da queste due relazioni, segue 

m — 2n = m' — 2n', 
e quindi 

come volevamo dimostrare ^). 

Gonseguenza immediata, quando si pensi alla corrispondenza biunivoca 
algebrica fra i punti di una curva, e le rispettive tangenti, è che il genere 
di una curva-luogo è eguale al genere deUa curva- inviluppo ad essa ade- 
rente. 

21. — Genere di una curva irriducìbile appartenenie ad Sr è il genere 
di una sua proiezione sopra un piano (da un S^-s generico): definizione 
ben determinata, perchè due proiezioni piane della stessa curva (da due 
Sr^ generici) sono in corrispondenza birazionale con questa e quindi fra 
loro, e sono perciò dello stesso genere per il teorema di Riemann. 



^) La dimostrazione è di Schubbrt, nella Nota Ueòer die Erhaltung des 
Gtschkcts ... (Math. Ann., 16, 1880). 



[Gap. 9.* n. 31-02} ._ 208 — 

Se la curva considerata ha punti multipli ordinari (cioè a tangenti di- 
stinte) 5i*pio , s,*pi« , ... , St^^^^, una sua proiezione piana (da un Sr_8 ge- 
nerico) ha i punti iroagini di questi pure multipli ordinari e rispettiva- 
mente colle stesse moltiplicità. Inoltre sono punti doppi della proiezione 
(n. 9) le imagini delle coppie di punti (punti doppi apparenti) che si 
trovano in S^^t proiettanti; cosicché, dicendo h il numero di tali coppie, 
ed n l'ordine della suddetta curva, il genere di questa è dato dalla 

(n— l)(n — 2) ^5<(s.— 1) , 

Se la proiezione della curva stessa si fa da un S^^ che ne congiunga 
r — 2 punti generici si ottiene una curva piana di ordine n — r + 2 (n. 10), 
e quindi (questa essendo dello stesso genere di quella) per U genere p 
di ima curva di ordine n, irriducibile^ appartenente ad ^r^ si ha la limir 
tojnone 

(n-r + l)(n- r) 
P<. 2 

(valida *anche per r=2). 

Il teorema di Riemann si estende subito a due curve qualunque (ir- 
riducibili) in corrispondenza birazionale. Ne risulta, come sopra, ben de- 
terminata la definizione di genere di un ente (irriducibile) ao \ intendendo 
con tale denominazione il genere di una curva, alla quale quell'ente sia 
identificato (n. 14). Se gli qo^ elementi dell'ente sono degli spazi Sjt-i e 
però Tento stesso una V^ , è chiaro che il genere dell'ente è anche il 
genere della curva sezione di V^ con un S^-jh-i • 

Manifestamente il teorema di Riemann si estende ancora, cioè si ha 
che due enti oo\ irriducibili^ in corrispondenza bircunonale sono ddlo stesso 
genere, 

22. — Riprendiamo la considerazione di una curva piana irriducibile 
C di ordine n con punti multipli ordinari Si°p^<*,52'p^<>, ... ,5t^J^K Dal- 
l'espressione della sua classe m, data nel n. 20, risulta 



n(n-l)'^^s,{Si — l) 



cioè 



(n—l)(n + 2) ^ s,(Si-l) ^.^ ,^^ 



-. 209 — (Cap. 9.» n. 22-231 

Si potrà adunque (se w>>l) considerare una curva G di ordine n—1 
che abbia punti (5 - 1 Y^^ nei punti s^'^* e passi per altri — 

— 2 ^ P^^tì semplici di C (cfr. n. 13, Gap. 8.^). Il numero delle 

intersezioni delle due curve è n(n — 1), e si ha per conseguenza: 

ossia : 

{n — l){n—2)>^Si(s,-l), 



infine 

Adunque il genere di una curva piana irriducìbile (e (juindi dì ogni ente 
irriducibile co^) è tm numero positivo, nullo. Una curva, per cui si abbia 
£s<(5i - l)Xw- 1) (»-2) è necessariamente riducibile (dovendo in tal 
caso C contenere Qf od una sua parte). 

Fermiamoci al casojp = 0. Allora, valendo nelle ultime diseguaglianze 
il segno = , si verifica subito che, se si abbandona il passaggio per uno 
dei punti semplici di C della curva C^ antecedentemente considerata, 
questa varia in un fascio, incontrando C in un solo punto variabile. Quindi 
la curva G , di cui i punti vengono cosi a corrispondere biunivocamente 
ed algebricamente ai valori di un parametro (quello del fascio), è una curva 
razionale. Viceversa, avendosi una tal curva, s' interpreti il parametro che 
ne dà i punti, uno ad uno, come parametro che dà, pure uno ad uno, i 
punti di una retta di una conica, le quali sono curve di genere zero, 
e si trova, per il teorema di Rìemann, che anche la curva data è di 
genere zero. Si può adunque affermare che un ente 00^ di genere aero 
è ragionale^ e viceversa. 

23. — Ripigliamo lo studio di una V; qualunque appartenente ad S^ , 
facendo dapprima alcune osservazioni generali sulla totalità 00 *^ delle 
sue corde bisecanti, totalità irriducibile se, come supporremo, tale èV;^. 

Può darsi che una retta per un punto P di V;^ sia di quella totalità in 
quanto risulti posizione limite di qualche corda i cui punti d'appoggio 
tendono a cadere in P con una certa legge. Siffatta retta si dirà corda 

li 



impropria relativa al punto P, chiamando proprie le corde i cui punti 
d'appoggio sono distinti. 

Se il punto P è semplice, sono evidentemente corde improprie relative 
ad esso tutte le tangenti in P a Vi^, cioè tutte le rette uscenti da P 
dell' Sfc ivi tangente. 

24. — Suppongasi ora che P sia un punto doppio e facciasi dapprima 
il caso di h=l. Allora non soltanto le due tangenti alia curva Vr nel 
punto doppio, le quali per semplicità supporremo distinte, sono corde 
improprie, ma sono tali tutte le rette del fascio che ha il centro in 
P e che giace nel piano t: di quelle due tangenti, e quelle sole. Per 
convincersene basta osservare che un S^^i variabile comunque per un 

punto M di 7c contiene — ^^ — - corde di V* congiungenti a due a due 

gli n punti d'intersezione dell' S^-i con Vf, e che, quando l'S^-i viene 
a passare per P, almeno due di questi punti cadono in P (sulle due tan- 
genti) e quindi almeno una di quelle corde cade in MP. Non possono es- 
servene altre fuori di quel fascio, perchè se una corda propria appoggiata 
alla vr nei punti Ai , A^ ha per limite una corda impropria r relativa a P, 
proiettando la curva stessa da un punto della Ai A2 sopra un S^.i , il 
punto doppio A proiezione dei punti Ai , A^ si approssima indefinitamente 
al punto doppio proiezione di P ; sicché questo punto doppio proiezione 
viene ad avere le due tangenti coincidenti ( propriamente diventa ciò che 
dicesi un tacnodo), il che non può avvenire se il centro di proiezione non 
cade su 7. 

La proprietà dimostrata si conferma col computo seguente. Un S^i 

(w — 2)(n — 3) 
per P contiene -^ corde congiungenti i suoi residui n - 2 punti 

d'intersezione con Vr, le n - 2 corde (da contarsi due volte) congiungenti 
P a questi stessi punti e infine la corda intersezione di S^-i e :r, cioè 

in tutto appunto -^^—^ — - corde. 

Proprietà analoga si ha per un punto s*»p^<» di Vf colle s tangenti di- 
stinte. Esistono allora -^-- — - fasci di corde improprie date dai piani 

congiungenti a due a due le tangenti stesse. Nel caso che queste tan- 
genti sieno (a gruppi tutte) coincidenti e comunque si specializzi la 
natura del punto 5^^^°, i detti piani vengono in vario modo a coincidere, 
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ma in niun caso cresce V infinità delle corde improprie relative al punto 
medesimo, perchè, divenendo esse oo*, costituirebbero una parte della to- 
talità delle corde, la quale sarebbe quindi riducibile, contrariamente al 
supposto di V? irriducibile *). 

25. — Le cose procedono diversamente per una Vjt di Sr quando A;> 1. 
Un punto doppio di Y ^ , in relazione aUe sue corde improprie, è allora 
da distinguere in due specie. Si dice punto doppio improprio se ogni retta 
per esso fa parte della varietà delle corde di Y^ e proprio nel caso con- 
trario •). ^ 

Proiettando una Yx da un S<_i generico sopra un S^-t (*<[»' — ^) si 
ha, come sappiamo (n. 7), una Y\ riferita a quella biunivocamente. Si 
è pure veduto (n. 9) che, supposta V^ priva di singolarità, Y\ possiede 
una Y'tj^r^t di punti doppi (di ciascuno dei quali il cono tangente è, per 
il n. 12, composto di due S^) •). Dico che ogni tale punto doppio ¥ è im- 
proprio: cioè che, assunto in Sr-t un punto generico 0, la retta OP è 
corda impropria di V'fc. Per ciò dicasi Pi P2 la corda di V* passante per P 
ed incontrante St_i: questa è anche corda di V^ incontrante l'Sj = S<_i 
ed anzi apparterrà ad una varietà irriducibile oo*^~'"+*+* di corde appog- 
giate ad Si (cfr. nota ')). Una generica di queste corde noQ è appoggiata 
ad Sci ) perchè ad S^.i se ne appoggiano soltanto (come già fu detto) 
Qp2*-r+t g quindi dà per proiezione sopra S^-i da S,_i, oppure da Sj, 
una corda uscente da 0, appoggiata a V'^ in due punti distinti. Dunque 
la suddetta varietà di corde si proietta da St sulF S^-t in 00**-''+'+* ge- 
neratrici di un cono, irriducibile, di vertice 0, del quale la generatrice 
generica taglia Yj, in due punti distinti, cioè è corda propria, e del quale 



Cfr. B. Levi, Sulla varietà delle corde... (Memorie deirAccad. di Torino, 
48 (2), 189.8). 

*) Cfr. Severi, Intorno ai punti doppi impropria di una superficie generale 
dello spazio a quattro dimensioni... (Rendiconti di Palermo^ 15, 1901), e Stdle 
intersezioni delle varietà algebriche.., (Mem. dell*Accad. di Torino, 52 (2), 1902). 

*) Precisamente una V'ifc-r+t , non una tale insieme ad altre varietà di punti 
doppi di dimensione < 2fc — r-|-/: altrimenti si potrebbero fare sezioni di Yk con 
particolari Str-sfc-t condotti per rS<-i di proiezione, aventi, oltre ai punti 
doppi apparenti (rispetto ad St-i; che competono ad una sezione ottenuta con un 
S2r>2A~« generico, altri punti doppi apparenti in numero finito; mentre, stante 
la IrriducibilitÀ della varietà delle corde di Yk > il numero finito delle sue corde 
giacenti in un S«r~tfc-t non può variare che diventando infinito. Analoga consi- 
derazione può farsi per la Y^K-ì(r-t) di punti tripli. . . del teorema del n. 9. 



è generatrice anche la retta OP (proiezione dall' S, della PiP»), onde 
questa è posizione limite di quella. 

Aggiungasi la proprietà seguente che (almeno nel caso considerato) 
dà ragione della denominazione di punti doppi' impropri': — La curva 
seeione della Y\ di Sr-i mediante un Sr-t-k+i, U quale contenga uno opiù 
punii di Y'ix-r^t i f^ lo stesso geniere di una curva sezione mediante un 
Sr-t-~k^i generico — . Si suppone naturalmente k<ir — t — 1 e quindi 
2k — r-^t<ik — 1. Cosicché, proiettando V\ da un Sr-t_jt-2 generico di 
Sr_i sopra un S^^i si ha una V\ con una V\_i di punti dopp'i, nella quale 
è contenuta (per la nota ^)) la V'^^.^., proiezione di Y\x-r+t . Per con- 
seguenza segando y\ con un S^ generico, si trova una curva piana che 
ha lo stesso numero di punti dopp'i di una curva piana ottenuta segando 
V"fc con un Ss che contenga uno o più punti dopp'i di Y"fK-r+t : ma tali 
sezioni piane hanno (n. 21) lo stesso genere delle curve obbiettive di cui 
sono imagini, e però ecc.. 

26. — Per illustrare maggiormente la distinzione fra punti doppi 
propri' e impropr'i facciamo qualche osservazione nel caso di una V^-s 
di S, (r>4). 

Se ii cono tangente in un punto doppio P di Yr- 2 si spezza in due S^-t 
segantisi secondo un Sr-4 , U punto doppio P è improprio: cioè una retta l, 
generica per P, è corda impropria. In vero i due S^-i congiungenti l con 
quei due S^-t s'incontrano in un S^_s contenente l e segante i due me- 
desimi Sr_2 in due 8^.3 (distinti) : cosicché un S2 per l nell' S'r_2 incon- 
trerà questi in due rette l\r (distinte). Un S3 di S^» che venga a passare 
per tale Sj , sega V,.--^ in una curva con punto doppio in P e colle t , T 
ivi tangenti. La 2, essendo del loro fascio, è corda impropria della curva 
e quindi della Vr-2. 

Ogni corda impropria l relativa ad un punto doppio P (proprio od tm- 
proprio) di Vr-2 è corda impropria relativa aV di gualche curva sezione 
di Yr-t mediante un ^^per P. Assumasi infatti sulla l un punto generico 

e si consideri il cono delle corde di Vr-2 passanti per , cono a cui 
appartiene 2. Un S3 passante per il piano 3c tangente a questo cono lungo 

1 (cioè un Ss che contenga l e la corda propria infinitamente vicina) 
sega.V^_, secondo una curva la quale ha un pu::to doppio in P ed il 
piano delle due tangenti è precisamente }c, cioè (n. 24) l è corda impropria 
della curva, come fu asserito. Adunque tutte le corde improprie si otten- 
gono in ogni caso col variare di Ss per P. 
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Ne segue che, se U cono tangente in un punto doppio P di V^^g appar- 
tiene ad un Sr-i , U punto P è proprio: giacché una retta l per P che sia 
corda impropria sarà tale, in virtii delFosservazione ora fatta, per qualche 
sezione di Yr-i con un Ss per P e quindi f giacerà nel fascio determinato 
dalle due generatrici di detto cono che sono in Ss, cioè l starà in Sr~i . 
Anzi la stessa considerazione applicata ad una retta l partente da P ed 
esistente nell' Sr-i (prendendo cioè un Ss passante per un Ss di S^-i con- 
tenente l) mostra che sono corde improprie di Yr-t ^^Me le rette della 
stella P in S^-i. 

27. — L'estensione delle cose precedenti ad una Vjt qualunque (irri- 
ducibile) non è immediata e richiede ulteriori indagini ^). Certamente 
allora le corde improprie in un punto doppio possono riempire un Sjt+i 
un Sjt+t,... (non un Ss*, se r>>2A:, per la irriducibilità della varietà 
delle corde): di che ci limiteremo a dare due esempì in S». 

Si proietti una superficie Vs di Sa sopra un Ss da un punto di una 
sua corda. I punti P, , Ps di appoggio di questa corda si proiettano in 
un punto doppio P della proiezione V's, dal qual punto escono tante 
corde improprie quante sono le traccie sulP S5 dei piani di Sa proiettanti 
da le corde di Vs infinitamente vicine alla P1P2, cioè le 00' rette par- 
tenti da P e giacenti neirs^ determinato dai due piani tangenti in P 
alla V's. 

Se si considera invece neirSs una superficie Vs intersezione di tre 
ipersuperficie, di cui due si tocchino in un punto P, le corde improprie 
di Ys uscenti da P stanno tutte neirSs comune ai due S4 tangenti alle 
tre ipersuperficie. 

28. — Una importante trasformazione birazionale di una V^ (riduci- 
bile irriducibile) è quella già considerata nel n. 7, che si ottiene proiet- 
tando Vfc sopra un S^+i da un Sr-k-s generico, non avente quindi punti 
comuni con V* , onde qualsiasi Sr-ji-i proiettante non può avere con \\ 
che un numero finito di punti comuni. La proiezione V\ è una ipersu- 
perficie di Sk+i. Assumiamo rs,._fc_8 come spazio A^+s Ajt+s ... A^ della 
piramide fondamentale ed ?>k+\ come lo spazio fondamentale opposto 
Ao Al ... Afc+i, e diciamo x^ , x^ ,..., x^ le coordinate di un punto di V* ed 
yo , Vi ,..., Vk+i (y*+8 = 2/it+3 = ... = ^r = 0) quelle del punto corrispondente 



') L'argomento merita di essere studiato, estendendolo pure a multiplicità 
>2, anche perchè si collega alla generazione delle singolarità per proiezione. 
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di Y\, Per essere ì due punti in uno stesso spazio proiettante deve 
aversi t/o'-yi'- ... : Px+i = a?o : a?i : ... : Xj^^i (n. 8, Gap. 2.®), e quindi le for- 
mule della trasformazione birazionale devono prendere l'aspetto: 

* 

(6) Xo : a?i : ... : x^^^ : x^^ : ... : ic^ = y© ? : ^i ? : ... : ^m-i ? • ?m^ * - - ?r , 

essendo le <p< = y < (yo^i —y^+i) forme dello stesso ordine n e y = 9 {yoì/i ... yn-i) 
una forma di ordine n — 1. Se l'equazione della Y\ è 

(7) fisfo Vi ... yjt+i) = , 

per ogni punto y, di cui le coordinate soddisfino a questa equazione, si 
ha dalle (6) un punto x determinato (corrispondente) di Yj^, tranne 
se ?> = 0. 

Se le coordinate yo , yi ,..., 2/^+1 di un punto y soddisfano alle f= , 
f = 0, devono pure rendere ^w#c le (p, (i = A;+2 ,...,r) nulle, altrimenti 
le (6) darebbero un punto x (corrispondente di y) di V^ giacente in Sr-^-e, 
il che è escluso. Per un punto y in discorso le (6) presentano adunque 
per le Xi valori indeterminati. Con un procedimento al limite si trove- 
rebbe il punto corrispondente al considerato punto y od un numero finito 
di punti a questo corrispondenti, giacché è chiaro che la detta indeter- 
minazione deve presentarsi certamente quando TS^-k-i proiettante il 
punto y sia plurisecante di V^. 

Eliminiamo dalle (6), (7) le ^,: si ottengono le equazioni 



(8) 



f(XoXi...Xx+i) = 

^fc+« ? (^'> <^i ... ^k+i) = ^h+t (Xo Xi ... a?it+i) 

Xr ? (Xo Xi ... Xfc+i) = 'f ,. (Xo Xi ... X^i) 



che rappresentano la V^, eccettuati i sistemi di valori di x^,x^, ... , x^^i 
che rendono /"= , ^ = e quindi anche, come vedemmo, tutte le <p< = 
(i = A;-|-2,...,r). Per ciascuno di questi sistemi di valori si deve otte- 
nere un punto od un numero finito di punti di V*; mentre le (8), per 
r indeterminazione che ne risulta delle x^^^ ,*-, ^r> risultano invece sod- 
disfatte dalle coordinate dei punti di un 8r^k-i proiettante. Dunque le 
(8) rappresentano la varietà V* , oltre un luogo di S^^-jt-j proiettanti (fra 
i quali quelli plurisecanti). 
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Questa è la cosìdetta rappresenicmone monoiéUde delle varietà. LMper- 
superficie data dalla prima delle (8) è un cono di sostegno Sr-^K-i, di 
orbine w (se w è l'ordine di V^), e le rimanenti (se non è Jc=r — 2) 
sono coni di sostegni. Sr-fc-^ = Ajt+«...A<_iA<4.i...Ar, di ordine n, che 
si potrebbero dire monaidàli, in quanto posseggono uno spazio (n - 1)*^^^ 
nello spazio S«..]t.« ed ivi il cono tangente 7 = 0, come subito si vede, 
ad es. segando cogli spazi S,t+t = Ao Ai ... Ajt+i A« . 

29. — Applichiamo allo spazio ordinario : si ha allora la rappresenta- 
zione monoidale delle curve gobbe dovuta a Gayley. Vale a dire, avendosi 
una curva gobba di ordine m, preso un punto dello spazio fuori della 
curva e dal quale la curva sia proiettata biunivocamente, la curva stessa 
è iniersejrione di un cono di ordine m avente U vertice nel punto e di un 
monoide di un certo ordine n col punto (n - 1)°^^® nel punto stesso, le quali 
due superficie si segano inoltre in m(w- 1) rette. Se il punto si prende 
come quarto vertice del tetraedro di riferimento, le equazioni del cono 
e del monoide hanno la forma 

e le dette w(w-l) rette sono quelle d'intersezione del cono f=0 col 
cono 'f = tangente al monoide nel punto (n-l)»»^*». 

Se da un punto dello spazio escono h corde della curva gobba, esse 
sono rette doppie del cono /*= e figurano due volte fra le nominate 
m(n-l) rette: sicché, dette h' le rimanenti di queste, si ha 

m(n— 1) = 2A + A'. 

D' altra parte le stesse h-\-h' rette sono rette semplici del monoide par- 
tenti dal suo punto (n — 1)'^^^® e quindi deve essere (n. 15, Gap. 8) 

w(n — 1)^A+A'. 

Eliminando h\ segue 

.w(n — l)-s. .-v^, -v/ V 

-^ — ' ^ A ^ (»— 1) (m—n) . 

Escluso che la curva sia piana, si ha certo n^»!, e quindi risulta 

m • 

-^^im—n, 
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cioè si ha per T ordine n del monoide il limite inferiore 

m 

e— 2 

30. — La rappresentazione monoidale di una varietà Vit, esposta nel 
n. 28, può opportunamente completarsi cosi da isolare la Yj^ stessa? Si 
può nel modo seguente. 

Anzitutto ricordiamo che nelle (6) , (8) le ^ » rpj^t , ... , f^r s'intendono 
prime fra loro, cioè si suppone che sia eliminato ogni fattore eventual- 
mente comune a tutte. Ciò essendo, la varietà, che diremo W, d' interse- 
zione di f=0 ,^ = 0, costituita di Sr-^-i proiettanti (dall' S^-k-j) deve 
essere di dimensione r — 2, perchè un fattore comune alle f=Q , 'f = 0, 
lo è anche alle (pi = (i=sJfc + 2 , ... ,r). Dunque i detti S^-k-i sono 
00 ^"'^ e, siccome ciascuno ha con Y^ un numero finito di punti comuni, 
è chiaro che W sega Yx in una Y^^i . Se adunque si aggiunge alle (6) 
la diseguaglianza 

(9) 9 + 0, 

si viene a trascurare della Y^ la detta Vx-i • Ma, poiché questa si può 
in infiniti modi imaginare come limite di altre Y^.i contenute nella Yjt, 
si può dire che le (8) , (9) isolano la varietà Y^ . 

Questo modo di individuare una varietà è sostanzialmente quello chia- 
mato da Kronecker figuratone principale. Esso richiede una disegua- 
glianza ed r — k equazioni al più, a differenza dell'altro modo esposto 
nel n. 11 che richiede r-^1 equazioni al più e che Kronecker chiama 
figuraMÌone completa, 

31. — Ammetteremo il teorema: — Una YJ ed una YjLjt ài ^r, che 
non hamu) comuni infiniti punti, s' intersecano in nri punti — ^). Il teorema 
si verifica immediatamente nel caso che una varietà Y;t (ad es.) sia scom- 
posta in n Sjt : ed anzi, se si ritenesse che il numero delle intersezioni 
dipenda solo da n , n\ si avrebbe così una dimostrazione del teorema. 



*) Halphbn ha dato di questo teorema, mediante la rappresentazione monoi- 
dale delle varietà, una dimostrazione (BuUetin della Scic. math. de France, 2, 
1874, pag. 34), la quale fu resa più rigorosa e più semplice da Nobthbr (Math. 
Ann., 11, 1877, pag. 570). Altra dimostrazione fu data da Pieri (Giornale di Ma- 
tematiche, 26 (1), 1888) coir uso del principio di corrispondenza esteso. 
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n quale si verìfica pure senz'altro anche nel caso che ciascuna delle due 
yarìetà sia intersezione completa di ipersuperficie. 

Segue che una V; ed una VJ- , se fc + *'>»', «> tagliano in una YTi-k'-r , 
se non hanno comune una varidà di dimensione superiore ak-\-ìsf -r. Infatti 
un Str-K-h' generico di S^ taglia Yv (ad es.) in una Yr-k la quale ha con 
Yjt) per il teorema precedente, nW punti comuni, non infiniti, che, altri- 
menti, variando V Str-.h^k' intomo ad un Str-k^h'-i fisso generico, si ha 
una varietà comune a VJ , Vv di dimensione >r — Jk — *'. A quest'ultima 
conclusione si viene pure, per lo stesso teorema, se, oltre una V?+V-r » 
le due varietà hanno un altro punto comune, facendo variare di nuovo 
un Str^k-k' intorno ad un tal punto o meglio intomo ad un Sir^k^k'^i 
fisso generico per esso. 

Quando VJ , VJ' hanno comune una varietà di dimensione ^i + i'-r 
(^0), le due varietà possono, oltre di essa, avere comuni altre varietà, 
ma la dimensione di ciascuna di queste è sempre ^h-\-k' — r. Infatti se 

P è un punto generico di una tale varietà, delle rette comuni agli 8;^, 

». 

Sfc' (o coni) tangenti a Vjt, VJ!' rispettivamente in P, ve ne sono certa^ 
mente oo h^'-*— * (o più) e però P ha (almeno) oo h-*'-»--i p^^^i ^j ^ggQ 

successivi della varietà suddetta, onde questa è (almeno) di dimensione 
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Capitolo 10.<> 



Sistemi lineari d'ipersnperflcle. 



1. — Per r addietro si ebbe già qualche occasione di fare uso della 
nozione di sistema lineare cT ipersuperficie, che è la totalità di ipersuper- 
ficie rappresentate da una equazione della forma 

(1) XiA + x,/^2 + ... + x,/; = o 

ove fi.fty ..., fh sono date forme, nelle r+l coordinate Xo , Xi ,..., Xr, dello 
stesso ordine n, linearmente indipendenti, e Xi , X^ ,..., X^^ sono parametri 
variabili. Si vuole ora esporre brevemente le proprietà generali di tali 
sistemi. 

Anzitutto si noti che, se ai rapporti dei parametri Xi : X, : ... : X^ si 
attribuiscono sistemi diversi di valori, si ottengono superficie differenti, 
il che si dimostra, tenendo presente V indipendenza lineare delle h forme 
A» A)—» Al in modo analogo a quelle tenuto nel n. 5, Gap. l.^ Perciò 
si dice che il sistema (1) è oo*~* o di dimensione A - 1 : mentre, riguardo 
air ordine delle ipersuperficie, si dice di ordine n. In particolare, quando 
r>l, si chiama fascio se A=2, e rete se A=3 *). 

Se r= 1 , il sistema è costituito di gruppi di punti di una retta o di 
gruppi di elementi di un ente razionale gd^: dicesi involussione di ordine n 
e specie h — le suole indicarsi con I^""*. Se A=2 si ha una involuzione 
In, che può anche ritenersi come un particolare sistema simmetrico di 
grado n- 1 (n. 18, Gap. 9.<>), facendo corrispondere due punti x' , x" che 



^) Omettiamo qui ed in seguito le considerazioni correlative. Per queste si 
avrebbero corrispondentemente la schiera e il tessuto. 
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sono di uno stesso gruppo deir involuzione. L' equazione del sistema sim- 
metrico si ha sostituendo, nella equazione dell'involuzione Xi /i-fX2/',i=0, 
alle coordinate correnti quelle dei due punti af ,af' ed eliminando i para- 
metri \i , X, ; ossia è, indicando quelle sostituzioni in fi , ft con un secondo 
indice in basso, 

fiifn-^fiifti = 0, 

da cui s'intenda soppresso il fattore (o/o^i" — ^\ ^oOi che manifestamente 
vi compare. 

Facendo nel 1.® membro della (1) Xo = Xj = ... = x^_;t_i =0, si ha 
ancora una combinazione lineare di forme; onde un sistema lineare di 
ipersuperficie di S^ è segato da un Sjt secondo un sistema lineare di ipersu- 
perfìcie di questo spaino: in particolare da un Si in una involuzione. La 
dimensione del sistema sezione è eguale alla dimensione h — 1 del si- 
stema dato (1) solo se nessuna ipersuperficie di questo passa per S^ti 
ed è invece h — t — 1 se sono od'"^ le ipersuperficie di (1) passanti per 
Sx; il che è caso particolare di un teorema generale che vedremo in 
seguito (n. 17). 

2. — Si considerino le X^ , Xj ,..., X;^ come coordinate omogenee di un 
punto (o iperpiano) di uno spazio S/^_i. Ogni ipersuperficie (1) corrisponde 
ad un punto di questo spazio e, per ciò che si è detto nel n. precedente, 
reciprocamente. L' essere h punti di Sjk_i indipendenti esprime che le iper- 
superficie, nelle cui equazioni (1) le coordinate di quei punti hanno il 
significato di parametri, sono linearmente indipendenti: il che è ovvio, 
osservando che amendue le proprietà sono espresse da ciò che il deter- 
minante delle coordinate o dei parametri è diverso da zero. La trasfor- 
mazione di coordinate (n. 4, Gap. 1.^) significa che un sistema (1) si può 
sempre ottenere dalla ccmbinazione lineare delle equcurioni di h sue ipersur 
perfide qualsiansi linearmente indipendenti. Tali corrispondono ai vertici 
di una piramide fondamentale di Sk^i • 

Gli S<_i di Sfc_i danno ipersuperficie di (1) che si ottengono dalla 
combinazione di i di esse linearmente indipendenti (per una considera- 
zione algebrica analoga a quella accennata dianzi), danno cioè sistemi 
lineari che si dicono subordinati del sistema (1). Così tutti i sistemi lineari 
di ipersuperficie di ordine n di un S^ sono subordinati del sistema li- 
neare 00^ '•'^■"^ di tutte le ipersuperficie di ordine n di Sr- 
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Le relazioni fra i sistemi subordinati ed in generale tutte le proprietà 
del sistema (1) che provengono dalla sua determinabilità lineare sono 
quindi identiche a quelle dello spazio S^.i e si enunciano immediatamente. 
Ad es., si ha fra le dimensioni k ,1c ài due sistemi lineari (di S^ ) dello 
stesso ordine e le dimensioni l ,t dei loro sistemi congiungente e inter- 
seeione (sistemi dello stesso ordine, Tuno di minima dimensione che li 
contiene, T altro di massima dimensione in essi contenuto) la relazione 
lc + li = l + t (n. 11, Gap. 1.°). 

Adunque un sistema lineare (1) si identifica ad un ^k-\ » ovvero ha 
questo per imagine. Si può anche dire, come spesso si suole, dando ad 
una trasformazione lineare delle Xi , X2 , ... , X;, il significatq di trasforma- 
zione proiettiva (non di trasformazione di coordinate, come si è fatto 
avanti), cioè sostituendo air S^^i considerato un altro ad esso proiettivo, 
che si è stabilita una proiettività fra il sistema (1) ed un S^.i . Viceversa, 
se le ipersuperficie di un sistema (1) sono riferite biunivocamente (ed 
algebricamente) ai punti (od iperpiani) di un S^.i e ai sistemi lineari su- 
bordinati di quel sistema corrispondono gli spazi subordinati di questo 
spazio, si ha un riferimento proiettivo (cfr. n. 4, Gap. 3.^). 

3. — Le cose esposte conducono naturalmente ad un notevole coor- 
dinamento fra i sistemi lineari di ipersuperficie luogo e quelli di ipersu- 
perficie inviluppo, utilizzato in molteplici lavori, specialmente di Rosanes 
e di Reye. 

Le ipersuperficie luogo di ordine n di equazione (cfr. n. 1, Gap. 8.®) 

(2) 2 ^<.."»n ^<x ^ - ^n = 9 

sono i punti di un S'/«+rv 1 aventi le coordinate a», i,...»^. Parimenti le 
ipersuperficie inviluppò di classe n di equazione 

(3) 2°^<i-<n^SH--£<n = ^ 

sono i punti di un S"/»+r\ ^ aventi le poordinate «ìjì,...»^. 

Ora due ipersuperficie (2) , (3) si dicono coniug(xte se ha luogo la re- 
lazione bilineare nei coefficienti 
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Evidentemente ciò significa che fra i due spazi S' , S^', ad 1 j — 1 di- 

mensioni, è posta una correlazione (in cui si corrispondono le piramidi 
fondamentali), e due ipersuperficie coniugate sono in tale correlazione 
due punti coniugati. Segue, poiché nella correlazione ad un Sa-i corri- 
sponde un Ifc.i che ha per sostegno un S/n+r\ j^._^ , che ad ogni sisiema 

lineare oo *""* cF ipersuperficie luogo corrisponde un sistema lineare oo ^ *• ' 
d' ipersuperficie inviluppo, così che ogni ipersuperficie di quél sistema è c<h 
niugata ad ogni ipersuperficie di questo. Due tali sistemi lineari si dicono 
pure coniugati ^). 

Notiamo una proprietà (intrinseca, cioè non esprimibile colla detta 
rappresentazione) di due sistemi lineari coniugati di uno stesso S^ . Con- 
dizione necessaria e sufficiente affinchè un iperpiano t], n^^^^, cioè di 

equazione 

sia coniugato ad una ipersuperficie inviluppo (3) è che sia soddisfatta, 
secondo la (4), la condizione 



^) Nel caso di un Sj , cioè di due sole variabili scq , sC) , le £o i Si hanno come 
queste il significato di coordinate di punti e la condizione d* incidenza So^o+Si^i"^ 

esprime che il punto — ^ coincjde col punto — ^ . Sicché due forme (scritte nelle 

Stesse variabili Xq^xJ o due gruppi di n punti dati dalle 

dovranno dirsi coning^ti, in base alla definizione superiore, se 



2 (-!)•(") a. 6»_.=0, 



giacché, per applicare la definizione stessa, si dovrà alla seconda equazione (ad 
es.) sostituire la seguente 



cioè che riperpiano t) sia un iperpiano dell'inviluppo. Adunque^?* iper- 
plani n^^^ di un sistema di ipersuperficie luogo di ordine n sono gli iper- 
piani tangenti comuni alle ipersuperficie del sistema coniugato, e viceversa. 
Correlativamente. 

Ne discende l'osservazione, utile in seguito, che f j iperpiani n^^^ 

generici sono ipersuperficie di ordine n linearmente indipendenti (onde 
una forma di ordine n si può sempre esprimere come somma di ( J 

potenze n^^® di forme lineari), perchè se uno di essi fosse combinazione 

lineare degli altri 1 j — 1 , una ipersuperficie tangente a questi (con- 

siderati come semplici) e però coniugata agli stessi (considerati come 
n'^p^), dovrebbe essere coniugata e quindi tangente anche a quello, il 
che è assurdo per essere gli iperpiani generici. Correlativamente. 

4. — Possono esservi varietà della medesima o di diversa dimensione 
(<. r - 1) comuni alle /"j = , /i = , ... , ^ = e per conseguenza a tutte 
le ipersuperficie di un sistema lineare (1). Si dicono varietà base del si- 
stema. Se h<^r, esiste una varietà base almeno di dimensione r — A, e 
soltanto quando qualche varietà base è di dimensione >>r — A possono 
esservi insieme ad essa altre varietà base di dimensioni differenti (cfr. 
n. 3, Cap. 8.*). 

Da A — 1 punti generici di S^ è individuata una ipersuperficie del 
sistema lineare (1). Basta prendere il primo punto esternamente alla va- 
rietà base del sistema, onde le ipersuperficie di questo, passanti per esso, 
(avendo i loro parametri vincolati da una relazione lineare) formeranno 
un sistema lineare od ^"^ ; poi il secondo punto fuori della varietà base 
di questo, onde le ipersuperficie di (1) per questi due punti formeranno 
un sistema lineare od'^~^; poi il terzo punto fuori della varietà base di 
questo, e così di seguito. 

5. — Si ha ora il teorema: Un sistema àlgdmco od*~^ di ipersuper- 
ficie di Sr, ddlo stesso ordine, tale che per h — 1 punti generici passi una 
sóla ipersuperficie del sistema, è un sistema lineare. 

Dimostriamo in primo luogo il teorema nel caso r=l ,h = 2 cioè 
supponiamo di avere sopra una retta (o sopra un ente razionale oo*) 
una OD* algebrica di gruppi di n punti fl/,^/', ... ,a;^**^, tutti variabili, 
così che un punto generico stia in un solo gruppo. Neil' Sn imagine di 
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tutti i gruppi di n punti della retta (n. 2) queir oo* algebrica sarà rap- 
presentata da una curva C, ogni punto della quale, essendo individuato 
da un punto della retta, avrà le sue coordinate y< funzioni razionali della 
coordinata o parametro Xi di questo punto: 

py< = 9<(^i) (» = 1 ,2 ,... ,n). 

I rapporti 'fi : fa ; ... : z^ non varieranno sostituendo successivamente ad 
Xi i parametri afi,af\, ... , 2^1^ degli n punti di un gruppo, perchè a questi 
punti corrisponde lo stesso punto y di C, ma uno almeno di quei rap- 
porti prenderà valore diverso per altri valori di Xi, determinanti altri 
gruppi e quindi altri punti di C. Se un tal rapporto, liberato dagli even- 

f{x ) 
tuali fattori comuni al numeratore e al denominatore, è ^^-^ , si conclu- 

derà che l'equazione /*(a;i) — X'f (Xi) = per ogni valore di X dà n punti 
di un gruppo e questi soli (e pero è d'ordine n in x^. Il nostro sistema 
algebrico è adunque una involuzione di ordine m. 

Continuando a ritenere A == 2 , supponiamo ora r qualunque >1. Una 
ipersuperficie del sistema algebrico per un punto A di una retta generica 
di S,. determinerà su essa un gruppo di n punti, compreso A. Al variare 
di A sulla retta si avrà su questa, per il caso precedente, una involu- 
zione di ordine n, i cui gruppi corrispondono biunivocamente alle iper- 
superficie del sistema. Introducendo il parametro X che dà uno ad uno 
i gruppi deir involuzione, dovranno adunque i coefficienti dell'equazione 
di una ipersuperficie essere funzioni razionali di X, cioè l'equazione stessa 
avere la forma (dopo aver moltiplicato per il prodotto degli eventuali 
denominatori ) 

ove X^ , Xi , ... , Xj sono forme di ordine n nelle coordinate Xq , Xj , ... , Xr. 
Ma, poiché per un punto dello spazio passa una sola ipersuperficie dovrà 
essere ^'= 1 ^), e però il sistema algebrico considerato, un fascio. 



^) Per ^ > 1 potrebbe essere il primo membro della precedente equazione la 
potenza <"'">* di una espressione lineare inX:ma si sottintende che un* ipersu- 
perficie generica del sistema algebrico oo^-^ dato non risulti dal ripetere due 
più volte r ipersuperficie generica di un altro sistema, cioè si esclude questo caso 
di riducibilità di quel sistema algebrico ( mentre ogni altro caso di riducibilità 
del sistema stesso è manifestamente escluso dall'ipotesi del teorema). 



Dimostreremo il caso generale per induzione, cioè supporremo che il 
nostro teorema (già dimostrato per A=2) sussìsta per una dimensione 
qualsiasi ^ A — 2 e lo dimostreremo per la dimensione A — 1. Prendiamo 
h — 1 punti generici (fissi) di S^ (f ^1), PuPj,..., P^^i e diciamo a^ il 
sistema costituito dalle ipersuperficie del dato sistema algebrico, passanti 
per Pi , Pt ,..., Pjt_i , Pfc+i ,..., Pfc_i : il qual sistema cj^ sarà un fascio per ciò 
che si è ammesso (anzi per la dimostrazione precedente) ^). Per un punto 
X generico di Sr passa una ipersuperficie di ciascuno dei fasci o^j cioè 
in tutto h — 1 ipersuperficie. Queste e la ipersuperficie determinata nel 
sistema da tutti i punti P sono h ipersuperficie linearmente indipendenti, 
perchè h — 1 qualunque di esse hanno comune un punto non contenuto 
nella rimanente e quindi determinano un sistema lineare oo'^"' , che ora 
si mostrerà coincidere col sistema algebrico considerato. Infatti i detti 
h — 1 fasci dx del sistema algebrico appartengono anche al sistema li- 
neare 00 ^~\ perchè ciascuno ha con questo due ipersuperficie comuni; 
per conseguenza il sistema algebrico e il sistema lineare od'^-^ conten- 
gono le A — 1 ipersuperficie dei fasci stessi passanti per un altro punto 
T generico di Sr . Tali A — 1 ipersuperficie sono linearmente indipendenti, 
perchè di nuovo h — 2 di esse hanno comune un punto che non giace 
nella rimanente e quindi individuano un sistema lineare oo'^~*, quello 
staccato dal punto Y, tanto nel sistema lineare oo'^~~^, quanto (per ciò 
che si è ammesso) nel nostro sistema algebrico. Variando Y in Sr , ri- 
sulta r identità affermata dei due sistemi. Il teorema è quindi dimostrato. 

6. — Un altro teorema che, sotto diverse ipotesi, conduce alla stessa 
conseguenza di quello del n. 5 è il seguente : — Un sistema algArieo 
0, 0D*~ ' , di ipersuperfime di S^ , ddlo stesso ordine, tale che per A — I punti 
generici di una varietà Y (irriducìbile, appartenente o no adSr) passi una 
sola ipersuperficie di a, colle condizioni ulteriori che per Y non passi alcuna 
superfìcie dia e che una ipersuperficie generica di a non tocchi Y in ogni 
punto variabile che ha comune con, essa, è un sistema lineare '). 



^) Se r=lj invece di ipersuperficie, fascio, ... si dirà gruppo di punti, invo- 
luzione di l.<> ordine.... 

^) Che le due ultime condizioni sieno necessarie appare da semplici esempi. 
Cosi, se a è il sistema (non lineare) delle quadriche di S3 passanti per una conica 
e tangenti a tre rette (fisse) generiche, e V è il piano della conica, per un punto 
generico di V passa una sola quadrica del sistema (il piano stesso contato due 
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Supponiamo dapprima h—l = l: cioè supponiamo che per un punto 
generico di Y passi una sola ipersuperficie di a. Se questo sistema non 
fosse un fascio, per un punto x generico di Sr dovrebbero passare due 
(o più) ipersuperficie di esso (n. 5), le quali, cadendo x su V, dovrebbero 
coincidere in una sola (non passante per V). Ciò porterebbe a concludere 
che V sarebbe dell' inviluppo delle ipersuperficie di a, e che queste quindi 
toccherebbero V in ogni punto comune variabile, contro il supposto ^). 



volte), ma la prima condizione non è soddisfatta. Cosi pure, se a è il sistema cx^ 
(non lineare) degli iperpiani che hanno con una C*** ('^ > 1) irriducibile, appar- 
tenente ad un Sin (cfr. Gap. 12.^) due soli punti comuni, avendo in ciascuno un 
contatto n**^, e V è la 0^ , per due punti di questa passa un solo iperpiano, 
ma non è soddisfatta la seconda condizione. 

^) Occorre qui, per la dimostrazione, ricordare dal Calcolo che, sotto con- 
dizioni certo verificate dai sistemi algebrici, una od* di ipersuperficie possiede 
una ipersuperficie inviluppo Wr-i che si può definire come il luogo della *Vr~{, 
detta caratteristica, comune a due ipersuperficie consecutive del sistema. Lungo 
una Vr-t caratteristica la Wr-i è toccata da una ipersuperficie del sistema. Nel 
solo caso che la detta od* sia un fascio (del quale la ipersuperficie generica sia 
irriducibile), la Wr>i manca (se non si voglia considerare come inviluppo la va- 
rietà base di dimensione < r — 1 ). 

Occorre inoltre avvertire che una varietà V, che sia toccata in ciascun suo 
punto da qualche ipersuperficie del sistema oo*, giace necessariamente sull'invi- 
luppo Wr-i . Limitandoci al caso che V sia una curva (dal qual caso si trae subito 
quello di V qualunque) questa proprietà è geometricamente evidente se il con- 
tatto di una ipersuperficie colla curva si traduce in passaggio per due punti suc- 
cessivi e si può dimostrare analiticamente cosi. La curva si rappresenti colle 

(^0=1) 

Xi=fiO.) (i = l,2,...,r) 

indicando fi{V) funzioni (analitiche) di un parametro X. Il sistema od* si potrà 
rappresentare con una equazione 

<p(x<X) = 

contenente lo stesso parametro X, cosi che una ipersuperficie data da un valore 
di X tocchi la curva in un punto di coordinate Xi date dallo stesso valore di X. 
Poiché la tangente alla curva nel punto x sta nell* iperpiano ivi tangente alla 
ipersuperficie dovrà essere 

16 
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Ora abbia h — 1 un valore > l : siccome abbiamo dimostrato il teo- 
rema per il valore 1, procederemo per induzione, cioè ammettendolo per 
valori inferiori ad h — 1, dimostreremo che sussiste anche per h — 1. 
Infatti due punti generici di V staccano rispettivamente da ? due sistemi 
00*^"* che sono lineari, per le ipotesi e per ciò che si è ammesso; i quali 
hanno comune il sistema oo'^ ^ che i due punti insieme staccano da i, 
sistema pure lineare per le stesse ragioni. Segue che le ipersuperficie di 
a si distribuiscono in infiniti sistemi lineari od^~' aventi a due a due un 
sistema linea.e oo* ^ comune. Identificando tutte le ipersuperficie di Sr, 
dell'ordine considerato, ai punti (o iperpiani) di uno spazio (n. 2), si può 
quindi applicare il teorema del n. 16, Gap. 1.^ e concludere che quei 
sistemi e»''""*, e quindi tutte le ipersuperficie di a, costituiscono un me- 
desimo sistema lineare oo''-^ , non potendo i sistemi oo*-* , staccati da n 
fissando ogni volta un punto» di V, avere comune uno stesso sistema li- 
neare od'*"' , perchè ogni ipersuperficie di questo sistema verrebbe a con- 
tenere tutti i punti di V. 

7. — Come caso particolare del teorema dimostrato si ha che un si- 
stema algebrico oo''-^ di iperpiani di S^, tale che per A — 1 punti generici 
di una varietà V irriducibile ed appartenente ad S^ ne passi uno solo 
e che un iperpiano generico del sistema non tocchi V in ogni punto va- 
riabile comune» è una stella I;,.i ^). 

Di questo caso particolare facciamo un'applicazione a dimostrare che 
una conrispondenza Urazionale fra due varietà Vjt , Y\ (irriducibili) tale 
che alle sessioni iperpiane ddV una corrispondano sezioni iperpiane deiraUra, 
è una omografia^ cioè la corrispondenza birazionale è subordinata di una 
omografia fra i due spazi S^ , S'^ a cui appartengono rispettivamente 
Vk , V\ . Siccome, per l' ipotesi, gli iperpiani dei due spazi si corrispon- 
dono biunivocamente, sarà sufficiente accertarsi che in tale corrìspon- 



oltre la <p(a;< X) = 0. Ma da questa, derivando rispetto a >., si ricava 

quindi, per la precedente, si ha ^= 0, che, insieme alla f = 0, rappresenta una 

Yr-t caratteristica, e però ecc. . 

*) Cfr. Segrb, Introduzione alla geometria sopra un enie algebrico... (Annali 
di Matem., 22 (2), 1894), nota al n. 23, 
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denza ad un Ij^^i di iperpiani di Sr corrisponde pure un 21\. i di iperpiani 
di S'r . Ciò segue dall'osservare che a quel I^-i corrisponde una totalità 
(algebrica) o' di iperpiani di cui passa uno per h — 1 punti generici di 
V\, giacché a questi punti corrispondono h — 1 punti di V^ individuanti 
un iperpiano di Z^.i , al quale corrisponde un iperpiano dì a' per quei 
h — 1 punti. D'altra parte gli iperpiani di o' sono generalmente iperpiani 
secanti di V, giacché, al variare della stella Ij^^i , essi descrivono tutto 
lo spazio S'r - Adunque, come si è detto, a' è un Ix-i - e però ecc. . 

8. — Se una ipersuperficie generica di un sistema lineare ha punto s^^^® 
wiriabìle al variare della ipersuperfìcie^ H luogo di questo punto è una va- 
rietà base (s — l)"pi» per il sistema lineare *). Facciasi dapprima il caso 
di un fascio /*+X'f = 0. Le coordinate Xo , ^ > .- » ^r del punto 5*'^« della 
ipersuperficie del fascio, cui corrisponde il parametro X, sono per ipotesi, 
funzioni algebriche di X ') tali che sussistono le 

ove gli ìndici in basso indicano le derivate rispetto ad X{, , Xi, , ... , Xj^_^ e 
gli indici stessi ii , i« , ... , i.^i devono sostituirsi con tutte le combinazioni 
ad 5 - 1 ad 5 ~ 1 (con ripetizione) dei numeri , 1 , 2 , ... , r . Le precedenti, 
introducendo per le Xi le dette funzioni algebriche di X, diventano iden- 
tità rispetto a X : sicché, derivando rispetto a X , si ha pure identicamente 

donde, moltiplicando per X{^ (ad es.), dando ad ii i valori , 1 , 2 , ... , r, 
e sommando, sì ricava, in forza dell' identità di Eulero, 

,._.+„5(%^.+,»!-^)^+„_.+,„,,,.,_,=„. 

Ma r espressione fra le parentesi grandi é zero per le (5) : segue adunque 
per i detti punti «*»" ?ifi|...<,_i = 0; onde (p = 0, che é una ipersuperficie 
generica del fascio, ha ì detti punti 5*p" per punti («— ^1)'p". 

^) Bbrtini, Sui sistemi lineari (Rend. Ist. lomb., 15 (2), 1880). 

') Possono essere anche eventualmente funzioni di altri parametri nel caso 
che r ipersuperficie generica contenga una Vjt (A > 0) «"p'* variabile, ma ciò non 
ha influenza nella dimostrazione. - Del resto in tal caso possiamo ridurci a soli 
punti «°p'' isolati, segando con un Sr-A generico e ragionando sul fascio sezione 
che ne risulta. 
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Il teorema si estende subito ad un sistema lineare qualunque. Pren- 
dansi infatti due ipersuperficie generiche del sistema ; il luogo dei punti 
$"^9^^ delle ipersuperficie del loro fascio sarà una varietà (s - 1)*p** base 
di questo. Se una, F, di quelle due ipersuperficie è fissa e T altra variabile, 
si avrà sopra F il luogo dei punti s"^^^^ di tutte le superficie del sistema, 
il qual luogo sarà (s — l)°pi« per F: ma, poiché F è generica, si conclude 
che questo luogo esiste su tutte le ipersuperficie del sistema, ed è per 
questo una varietà base (s— 1 ) "^p**. Del resto la precedente dimostrazione 
analitica è applicabile anche nel caso generale. 

Se il considerato luogo di punti s^^^, che è adunque (s — l)'»pi« per 
la varietà base, è una ipersuperficie, il sistema lineare si spezza in 
questa contata s — 1 volte ed in un sistema lineare residuo. 

Dal precedente teorema discende l'importante conseguenza: — Una 
ipersuperficie generica di un sistema lineare non può avere punti muUipU 
fuori dette varietà base del sistema, — Per r=l si ha soltanto questa 
proprietà che si enuncia così : — Un gruppo generico di una invdtmone 
sopra una retta (o ente r assonale od*), sensa punti fissi y è formato di punti 
tutti distinti: — la quale proprietà è racchiusa in una più generale (n. 18). 

9. — Però esistono in un sistema lineare (1) delle ipersuperficie da- 
tate di punto doppio. Fra i parametri X di una tale ipersuperficie e le 
coordinate Xi del suo punto doppio devono sussistere le (n. 10, Gap. 8.^) 

^'l! + ^*3^ + - + '-|; = « (i = 0,l,....r). 

Onde, se A>r+ 1, dando ad x valori generici, queste sono soddisfatte 
da uno od infiniti sistemi di valori dei rapporti delle X , cioè U luogo dei 
punti doppi è tutto lo spazio S^ . Se invece A ^ r -)- 1 , eliminando da quelle 
equazioni le X, si trova che il luogo dei punti doppi è rappresentato 
dair annullare la matrice di ordine h (cioè dairannuUare tutti i deter- 
minanti di ordine h di questa matrice, il che si ottiene coirannullarne 
r— A + 2) 



(6) 



a/; y. 

dXo 3a?o ' 


■àtK 




"ÌXr 



= 
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Questo luogo dicesi jacobiana del sistema (1). Se A = r-fl, la jacobìana 
è una ipersuperficie di ordine (r-\-ì){n — l),la quale, nel caso che le 
fi sieno le derivate prime di una forma, è V hessiana della ipersuperficie 
rappresentata da questa forma eguagliata a zero (n. 11. Gap. 8.<^). Se 
A<r + 1 , la jacobiana è una varietà di dimensione r-(r-A+2) = A-2 

e si può dimostrare ^) che è di ordine (7 . ) (» — l)'"""'^"*^, risultato che 

comprende il precedente. 

La jacobiana di un sistema (1) può definirsi anche come luogo del pttnto 
i cui iperpiani polari (rispetto alle A = , ^« = , ... , ^ = e quindi) ri- 
spetto a tutte le ipersuperficie del sistema (1) passano per un Sr-^+i . Infatti 
la (6) esprime anche la dipendenza lineare (cioè l'equivalenza ad A — 1 
equazioni) delle 

^•t+^'l; + - + ^'a^ = « (i=i.2.....A). 

il che significa appunto ciò che si è affermato. Gli iperpiani polari di 
un punto non giacente sulla jacobiana, rispetto alle, ipersuperficie di un 
sistema lineare oo'^-^ passano per un Sr^k '). 

Una terza definizione della jacobiana nasce dalla considerazione del 
sistema 00 ^~' costituito dalle ipersuperficie del sistema (1) passanti per 
un punto generico x della jacobiana stessa. Gli h — 2 iperpiani tangenti 
in X ad h — 2 ipersuperficie generiche di quel sistema si segano in un 
Sr-A+2 i cui Si uscenti da x toccano tutte le ipersuperficie di esso, perchè 
il sistema è individuato dalle dette A- 2 ipersuperficie e da quella che ha 
in X un punto doppio. Onde tutte le ipersuperficie di (1) per un punto generico 
della jacobiana hanno ivi un medesimo S^-A+g tangente: e reciprocamente^ 
come si vede osservando che h — 2 direzioni generiche uscenti dal punto 
individuano una ipersuperficie di (1), di cui Tiperpiano tangente ivi (do- 
vendo passare anche per V S^-^+g) è indeterminato. 



*) Vedasi Sbgrb, Gli ordini delle varietà che annullano i determinanti . . . 
(Rend. Accad. Lincei, 9 (5), 1900), n. 5 (ove si sostituiscano a rf, ji, m,n, A,g ri- 
spettivamente 7', 71 — 1 , r, /t — 1 , 1 , A — 2 ). 

*) In generale le ipersuperficie polari dello stesso ordine di un dato punto, 
rispetto alle ipersuperfìcie di un sistema lineare, formano un altro sistema lineare. 
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10. — Se r^l, delle tre defiaizìoni precedenti rimangono solo le 
prime due. La jacobiana di una involuzione li (sopra una retta o sopra 
un ente razionale co') è il sistema dei suoi dementi doppi (elementi cioè 
in cui coincìdono due elementi di un gruppo dell'involuzione) ovvero degli 
elementi ciascuno dei quali ha un medesimo elemento come gruppo polare 
di !.■* ordine rispetto a tutti i gruppi dell' involuzione. Questi elementi 
doppi, in numero 2(n—l), sono dati dalla 





3f. 3f. 


J= 


dx, 3i, 


df, df. 




Sz. 3x, 



(od anche dall'equazione del sistema simmetrico, sostituibile all' involu- 
zione, facendovi a:' = a:"(n. 1)). 

Un elemento y, che possiamo supporre T elemento (cioè di coordi- 
nata y((=0) sia «"P'" (e non più) per un gruppo ft = di una involuzione 
(cioè elemento di coincidenza di s elementi del gruppo) onde/'i^xj^i, 
essendo ^i una forma di ordine n -s in x^,x,,-G l'elemento stesso y non 
sia (di un altro gruppo f, = e quindi) di nessun altro gruppo. Poiché 
(per il teorema d'Eulero) si ha l'identità 

iDdìcando con un indice in alto derivate prime prese rispetto ad Xo, segno, 
per il supposto fatto, 

i i,j=ir' is?.f,+'^if\f,—f,r,)ì. 

la quale mostra che l'elemento y è (s — i)ov>o per la jacobiana e non 
pili; che, altrimenti, ^«^0 dovrebbe essere radice di 'fi/i'=0 contro 
l'ipotesi. 

Che se l'elemento y è s"»'" per due gruppi della U , esso lo è per 
ogni altro gruppo e la U si ottiene aggiungendo a quell'elemento contato 
s volte i gruppi di una Il,_, . Siccome questa ha 2(n — s) — 2 elementi 
doppi, il considerato elemento y assorbe della involuzione primitiva 
2(n — 1) — 2(tt — s) + 2 = 2s elementi doppi, purché il gruppo della 
I),^, determinato dall'elemento y abbia questo semplice. 
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Riunendo i due casi si può quindi affermare che, se un demento è s^^^** 
per i gruppi di una invdtuiione II ed è (s + 0"^^* P^ **w ***^ parHcdare 
gruppo, assorbe 2s-\-t — 1 elementi doppi. 

Consideriamo, ad esempio, una involuzione 11 con due elementi w'»»": 
in questi, per ciò che si è detto, cadranno tutti gli elementi doppi. Se 
i due elementi m»p^* sono 0, oo, l'equazione dell'involuzione è 

K a;? + X, a?r = 

e, come si vede, i gruppi dell'involuzione sono ciclico -proiettivi, cioè ogni 
gruppo è dato dai successivi corrispondenti ad un elemento in una omo- 
grafia ciclica (cfr. n. 3, Cap. 3.*^). 

11. — Se l'ipersuperficie generica di un sistema lineare è riducibile, 
il sistema stesso si dice ridìAcìbUe. Tale è un sistema lineare ottenuto 
da un sistema (1) coU'aggiungere una ipersuperficie fissa ad ogni iper- 
superficie del sistema (la cui equazione cioè sia la (l) moltiplicata per il 
primo membro dell'equazione della ipersuperficie fissa). Tale è pure il si- 
stema lineare che si ottiene da una involuzione in un fascio di ipersu- 
perficie (ogni ipersuperficie del sistema essendo data da ogni gruppo della 
involuzione); il che risulta immediatamente dall'applicazione del teorema 
del n. 5, ovvero osservando che, se l'equazione del fascio è 

\u — (i.t;=.0 

(ove u , V sono date forme dello stesso ordine e X , (j parametri) ed è 

*o'fo (Xi^) + *i?i (X[J.) + ... + K'H (Xp.) = 

l'equazione dell'involuzione, ogni gruppo di ipersuperficie di questa, dato 
da un sistema di rapporti delle k, ha l'equazione 

K ?o (VW) + /Ci 'f, (VU) + ... + Afc "f fc (vu) = 0. 

Ora è notevole la proprietà che i due casi considerati sono i soli 
possibili. Si dimostrerà cioè che un sistema lineare privo di parte fìssa e 
riducibile è necessariamente una involuzione in un fascio» Siene infatti 
Fi,F2,... ,F| {t'^2) le ipersuperficie irriducibili di cui è composta la 
ipersuperficie F generica del sistema, delle quali nessuna è fissa per ipo- 
tesi. Per il teorema del n. 8 dobbiamo inoltre ritenere che quelle t iper- 
superficie sono distinte. Se Fi , Y^ , ... , Ft sono le ipersuperficie compo- 
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nenti un'altra ipersupei-ficie generica del sistema, F, è ben chiaro che il 
teorema è dimostrato se sì dimostra che Fi , Fj , ... , F( , Fi , F, , ... , F, 
appartengono ad uno stesso fascio, perchè, variando, ad es., F' e tenendo 
fissa F, il fascio non può variare, essendo determinato da due delle curve 
Fi , Fg , ... , Fj . Ma F , F determinano un fascio del sistema lineare con- 
siderato : siamo adunque ridotti a dimostrare il teorema per un fascio 7 
di ipersuperficie riducibili. In tal caso, dicendo sempre Fi , F, , ... , F^ le 
componenti di una ipersuperficie F generica di 'f , si prova facilmente che 
per un punto P generico di Sr passa una sola ipersuperficie dei sistemi 
descritti da Fi , Fs ,..., F^ , onde questi sistemi debbono formarne uno solo 
e precisamente (n. 5) un fascio. In vero una Fi ed una Fg (ad. es.) per P 
non possono essere componenti di due ipersuperficie di ^ , passando per 
P una sola F, né essere componenti della medesima F, perchè questa 
avrebbe allora in P un punto doppio, contrariamente al teorema del n. 8. 
La proprietà è quindi dimostrata. Algebricamente si enuncia cosi (essendo 
le A , A 1 ..• , fh forme dello stesso ordine, collo stesso numero di variabili 
e Xi , >« , ... , Xfc parametri indeterminati) : — Se la forma Xi/i -|- X2/Ì+ ... 
-^-^-hfh è riducibile, debbono le fi avere un fattore comune, ovvero essere 
forme dello stesso ordine di due altre forme (pure dello stesso ordine nelle 
dette variabili); anche possono verificarsi le due cose insieme *). 

12. — Un sistema lineare si dice semplice composto, secondochè le 
ipersuperfìcie del sistema che passano per un punto generico hanno questo 
solo punto comune (oltre le varietà base), ovvero hanno altri punti comuni. 
Se le ipersuperficie di un sistema lineare che passano per un punto A 
generico passano di conseguenza per una varietà V? (gruppo di p punti 
se la dimensione ^ = 0), quelle che passano per un punto B generico di 
V? (0 di una sua parte) debbono avere comune questa medesima V? (e 
quindi essere le stesse di prima), altrimenti quelle che passano per A, 
contenendo B, non avrebbero comune la soia Vf . Si ha adunque una to- 
talità oo*"~' di V?, tale che un punto generico dello spazio appartiene ad 
una sola V?, ogni ipersuperficie del sistema essendo tutta costituita di 
queste Vf. Se il sistema lineare è un fascio irriducibile, le V? sono le 
stesse ipersuperficie del fascio. Se ^>0, la totalità delle Vf si dice con- 



*) Cfr. il lavoro di Bertini citato nella nota *) del n. 8 ed i due lavori sullo 
stesso argomento di Lukotu (Math. Ann. 42, 1893 e 44, 1894). 
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gruenea lineare, e, se ^ = 0, involuzione di ^r ài ordine p: ed il sistema 
lineare si dice composto cella congruenza lineare o coW invduzione. Se r^l, 
è necessariamente ^ = 0, ossia una involuzione sopra una retta (o ente 
razionale oo^) può essere composta soltanto con una involuzione di 1/ 

specie, Ip . 

Un sistema lineare riducibile (senza parti fisse) è composto con un fascio 
e reciprocamente. Infatti esso è una involuzione in un fascio (n. 11), e 
quindi, se tale involuzione non è composta, il sistema è composto col 
fascio stesso, le sue ipersuperficie per un punto contenendo la ipersu- 
perficie del fascio per questo punto, mentre, se V involuzione è composta 
con una involuzione di 1.* specie (solo caso possibile, come ora si vide) 
il sistema è composto col fascio dato da questa. 

Un sistema lineare irriducibile oo*~' , se A — l>r può essere sem- 
plice composto: se A — 1 <*• è certamente composto con una congruenza 
lineare, perchè le ipersuperficie per un punto hanno comune (almeno) una 
Yr-h^i' se A — 1 =r è in generale composto con una involuzione (di ordine 
n**, se non esistono varietà base e le ipersuperficie sono di ordine n), ma 
può essere semplice ed allora il sistema lineare si dice omaloidico. 

13. — Alle considerazioni precedenti si collega la nozione di grado di 
un sistema lineare, cioè del numero D delle intersezioni variabili di r 
ipersuperficie generiche del sistema. Si osservi dapprima che il grado D 
è sempre finito (^0). Infatti se due ipersuperficie generiche del sistema 
hanno una ipersuperficie comune, variando una di esse e tenendo fissa 
r altra, si vede che V ipersuperficie comune, dovendo sempre far parte 
della ipersuperficie fissa, non può variare ed è quindi varietà base del 
sistema: così, se tre ipersuperficie generiche hanno una V,._, comune, 
tenendo fisse due e variando la terza, la Vr-s non può variare, altrimenti 
genererebbe una V^ -i comune alle due ipersuperficie fisse, la quale per 
il caso precedente dovrebbe essere varietà base, mentre non sta sulla 
terza ipersuperficie, e però la V^-» è pure varietà base: e così di seguito, 
fino a concludere che r ipersuperficie generiche non possono avere una 
hnea comune variabile. La psoprietà suddetta è adunque dimostrata: anzi 
è dimostrato che / ipersuperficie generiche non possono avere comune 
una varietà di dimensione >r — l, variabile con esse. 

Notisi poi che l (^r) ipersuperficie generiche possono non segarsi 
affatto (fuori della varietà base), ma se si segano in una varietà Y,..! 
(ad r — l dimensioni), l— 1 ipersuperficie generiche si segano in una 
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Yr-i+ì 1 ... , due ipersuperficie generiche si segano in una Yr~t . Inoltre 
ciascuna di queste Yr-i^Yr-i+i » ... , V^-» descrive tutto lo spazio Sr. Basta 
dimostrarlo per la Yr-i (che questa si può pensare descritta da ciascuna 
delle precedenti); cioè basta dimostrare che la V^^t non può avere per 
luogo una V^_i . In vero, se ciò fosse, di due ipersuperficie generiche, 
segantisi in una Yr-t di V^^i , tenendo fissa una e variando l'altra a de- 
scrivere il sistema stesso, avremmo che la V^-s (la quale non è varietà 
base) genererebbe una ipersuperficie comune alla Vr^i e alla ipersuperficie 
fissa: sicché una ipersuperficie generica del sistema avrebbe colla Yr^i 
una ipersuperficie comune (che non sarebbe quindi variabile), il che non 
può essere. 

Facciamo anche quest^ altra osservazione. Un sistema lineare co''~\ 
non composto con una congruenza lineare^ per il quale sia h — t il massimo 
numero di punti generici che staccano da esso un sistema od^~^ pure non 
composto con una congruenjsa lineare, ha il grado D^A — ^+1» ^> se 
D = A — t -\-l, non è composto con una involuzione. Infatti, in virtù della 
ipotesi, le ipersuperficie del sistema od ""^ passanti per h — ^+1 punti 
generici non passano di conseguenza per infiniti punti, e però deve essere 
D ^ A — ^ + 1 : metìtre, se il sistema è composto con una involuzione di 
ordine p, sì ha similmente D^_p(A — ^+1). I sistemi lineari di curve 
piane irriducibili, che non sono fasci, possono essere composti soltanto 
con una involuzione; onde per un sistema lineare irriducibile di curve 
piane si ha ^ = 3 e quindi D>A — 2, 

14. — La condizione necessaria e sufficiente affinchè un sistema lineare 
sia composto con una congruenza lineare (o fascio) è che sia di grado zero ^). 
Che un sistema composto con una congruenza lineare di Vt (^> 1) sia 
di grado D = 0, è evidente, perchè r ipersuperficie generiche non pos- 
sono avere alcun punto comune variabile, altrimenti avrebbero comune 
la V, per quel punto, contrariamente all'essere D finito (n. 13). Viceversa, 
se D = 0, sia l il massimo valore (r — l^i^l) per il quale avviene 
che l ipersuperficie generiche del sistema abbiano una Yr^i comune va- 
riabile; onde una (^4" 1)®""* ipersuperficie generica non abbia alcun punto 
variabile comune con Vp^t, cioè abbia la sua intersezione con questa 
tutta contenuta nelle varietà base. Allora è evidente che se la (l-\^ i)e«im» 
ipersuperficie si fa passare per un punto generico di Yr^i (il qual punto 



') Bbrtini, Sui sistemi lineari digrado zero (Rend. Accad. Lincei, 10 (5), 1901). 
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si può pensare come generico di S^ (n. 13)), la conterrà tutta o in parte. 
Ciò significa che le ipersuperficie del sistema per un punto generico dello 
spazio hanno comune necessariamente una varietà ad r — l{^l) dimen- 
sioni, cioè il sistema è composto con una congruenza lineare, come si è 
affermato. • 

Altra condiaione necessaria e sufficiente perchè un sistema lineare sia 
composto con una congruerusa lineare (o fascio) è che le ipersuperficie di 
esso passanti per un punto generico passino (almeno) per un punto a questo 
successivo, cioè abbiano ivi (almeno) una tangente comune: per il qual teo- 
rema, come per il precedente deve supporsi r;>l. Che la condizione sia 
necessaria è evidente: per dimostrare che è sufficiente basterà far vedere, 
in grazia dell' ultimo teorema, che è D = . Se fosse infatti D > , r - 1 
ipersuperficie generiche del sistema avrebbero comune una linea L varia- 
bile ; cosicché, considerando insieme un fascio generico del sistema, do- 
vrebbe ogni ipersuperficie di questo fascio avere comune con L un numero 
finito di punti, che, per T ipotesi, sarebbero di contatto, e quindi L do- 
vrebbe appartenere air inviluppo del fascio, il che non può essere (nota 
seconda al n. 6). 

Immediata conseguenza dell'ultimo teorema e della terza definizione 
di jacobiana data nel n. 9 è che : Condizione necessaria e sufficiente pf' 
finche la jacobiana di un sistema lineare co'' di Sr sia indeterminala è che 
il sistema lineare sia composto con%una congruenza lineare (o fascio). 

15. — Consideriamo il caso particolare in cui un sistema lineare (1) 
od'^""* sia composto con una congruenza lineare di S» (se ^= r — 1 , fascio 
di Sr-i ). A questo fatto si può dare un aspetto algebrico espressivo. 

Seghiamo il sistema lineare con un Sr-i generico. Avremo in questo 
una rappresentazione della congruenza tale che un punto generico di 
^r-^t individua un St, e viceversa un S| generico individua un punto di 
Sr-(. Il sistema lineare dato sarà segato in un sistema lineare di Vr-t^i 
(ipersuperficie di S^-t), della stessa dimensione di quello, perchè per una 
generica Vr-i-i non può passare più di una ipersuperficie del nostro si- 
stema, per un punto generico di Vr-t-i passando un solo St. Anzi ad 
ogni sistema lineare di Sr composto colla congruenza lineare considerata, 
corrisponderà così un sistema lineare, di egual dimensione, di ipersu- 
perficie di S,._t, e (prescindendo da parti fisse) reciprocamente. Siene Xi 
(i=:0 , 1 ,..., r) le coordinate in Sr e y^ (^==0 , 1 ,.-, t — t) quelle in Sr-« ; 
siccome ogni punto a: dà un St e quindi un punto ^, dovranno le y^ essere 
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funzioni razionali delle x,, cioè 

/^^ / ^ (i = 0,l,,..,r 

le t(j essendo forme dello stesso ordine nelle Xi . Se il sistema lineare 
di ipersuperficie di Sr-t che rappresenta il sistema lineare dato ha l'e- 
quazione 

sostituendo alle Pj le loro espressioni (7) si avrà T equazione 

P-i'fi(Wi) + l^«Tt(Wi) + ..- + |^/»?fc(Wi) = 

che sarà Fequazione (1) dello stesso dato sistema moltiplicata eventual- 
mente per un fattore fisso. Cosicché, nel caso particolare considerato, le 
fiìfiì — > fh (móUiplicate eventualmente per un fattore fisso) sono forme ddlo 
stesso ordine di r — ^+1 forme delle variabili Xi *), 



^) Per r«2 , r— 3, la proprietà è vera generalmente, quando cioè la congruenza 

lineare sia di V? (f>> 1) qualsiansi. Per r = 2 (nel quale caso manca il fattore 
fisso proveniente dalla varietà fondamentale di Sr-t , la quale sopra S^ non esiste), 
sì ha infatti una Involuzione sopra un Sj , i cui gruppi di p punti si possono far 
corrispondere ai punti di un altro S, ; e per ?' = 3 si applica un teorema di Castel- 
nuovo, citato nella nota seconda al n. 17, Gap. 9.**, e si fa quindi corrispondere i 
gruppi di p punti dell* involuzione che si ha sopra un S^ ai singoli punti di un 
altro Sj : e allora in amendue i casi vale il ragionamento superiore (per r = 2 già 
fatto sostanzialmente nel n. 11). Segue di qui, ricordando V ultima proprietà dei 
u. 14, che condizione necessaria e sufficiente affinchè r-|-l( = 3,4) forme dello 
stesso ordine ad r-\-l variabili (lineartnente indipendenti) abbiano U determinante 
jacobiano identicamente nullo è che (moltiplicate eventualmente, quando r-\-l = 4, 
per un fattore fisso) sieno f(n*me di altre r + 1 — / forme di egiud ordine in dette 
variabili (<== 1 , se ?• = 2; <= 1 , 2 , se r = 3). Questa e la precedente proprietà sus- 
sisterebbero generalmente se le involuzioni di Sr (t* > 3) fossero razionali. 

Infine si noti che, se due forme binarne f^ , /i dello stesso ordine hanno il jaco- 
biano identicamente nullo, le due forme differiscono per U7i fattore costante, e reci- 
procamente. Infatti dalla identità (c£r. n. 10) 

r. f, 
ftf* 
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Per maggiore chiarezza accenniamo ad un esempio in S3. Si con- 
sideri la congruenza lineare delle rette appoggiate agli spigoli opposti 
Ao As » Al As del tetraedro fondamentale. Le formule che trasformano le 
rette di questa congruenza nei punti di un piano si possono scrivere 
(tenendo presente che ad una retta del piano corrisponde una quadrica) 
neUa forma 

Al sistema lineare 00^ di curve piane di 3.^ ordine 

viene a corrispondere il sistema 00* di superficie 

le quali, prescindendo dalla parte fissa a^o^s, sono tutte le superficie dì 
S.^ grado che hanno Ai A3 per direttrice doppia ed AoAsper direttrice 
semplice. Adunque il primo membro dell' equazione di ogni superficie di 
3.^ grado di questo sistema (composto colla detta congruenza), quando vi 
si aggiunga il fattore s^iXt, è una forma cubica di tre forme quadratiche 

16. — Consideriamo una varietà irriducibile V^ ed un sistema lineare 
(1). La totalità delle Vj^^i secondo cui Yi, è tagliata dalle ipersuperficie 
del sistema si dice serie sistema lùieare di V^^i giacenti su Y^,, con 
l'avvertenza che ove il sistema (1) avesse su Ym, una V^.! base (0 sezione 
di una varietà base), la quale verrebbe così a comparire come parte in 
tutte le V]t.i della serie, si possa ad arbitrio toglierla ovvero conservarla 
in tutte. Così, segando una curva d'ordine m con un sistema lineare (1) 
d'ipersuperficie di ordine n, il quale abbia l punti base su essa, si ottiene 
una serie lineare di gruppi di n m punti con quegli l punti fissi, ovvero, 



segue, posto 5l=«25,/;==ajj<pi(a),/i = ajj(p,(2), 
^0 



9i ?i 



= , cioè 



dz Vf J ' 



e però ecc. . 
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togliendo 1,2,... ,{ dì questi punti, si ottengono delie serie lineari di 
gruppi di nm — l.nw — 2,... ,n7M — l punti. 

Siccome aggiungendo ad un sistema lineare una ipersuperficie fissa 
si ha sempre un sistema lineare, è evidente che, aggiungendo ad una 
serie lineare di Vfc_i su Yj, una qualsiasi V;t_i (fissa), si ottiene pure una 
serie lineare. 

Tutti gli iperpiani di S^ o di una sua stella segano, ad es., sopra una 
Yx una serie lineare. Altro esempio è la sezione di un sistema lineare 
d'ipersuperficie di Sr per mezzo di un S^ (cfr. u. 1). 

17. — Se per una V^^i generica di una serie lineare di V* passa una 
sola ipersuperficie del sistema lineare (1) che sega la serie, questa ha 
evidentemente la dimensione h — 1 del sistema stesso. Ma se invece per 
la detta ¥^..1 generica passano due ipersuperficie del sistema, esse de- 
terminano un fascio di ipersuperficie di questo sistema passanti per la 
stessa V]^i , e la ipersuperficie del fascio che contiene un punto di V^ 
fuori della base del fascio contiene per intero V^ (n. 3, Gap. 8.<^). Quindi 
la dimensione della serie lineare non eguaglia quella h — 1 del sistema 
(1) che la determina solo quando V;^ è contenuta in una od infinite iper- 
superficie del sistema. 

Supponiamo che per V* passino od*~* ipersuperficie del sistema (1) 
(e non co '), le quali formeranno evidentemente un sistema lineare. Una 
ipersuperficie di (1) che sega su Vj^ una Vj^.i della serie determinerà col 
sistema gd'~^ un sistema od' costituito da tutte le ipersuperficie di (1) 
passanti per quella V;t-i (altrimenti si vedrebbe, con ragionamento ana- 
logo a quello di dianzi, che per Yk passerebbero od^ ipersuperficie di (1)). 
Si prenda ora nel sistema (1) un sistema oo''~'''~^ indipendente dal si- 
stema od'"' (cfr. n. 2) e quindi avente con ognuno dei suddetti sistemi 
00 ' una sola ipersuperficie comune, e si concluderà che la dimensione 
della serie lineare di Vfc_i determinata su V* da un sistema lineare oo*~* , 
di cui sia 05 '~^ U sistema subordinato passante per V^, eh — t — 1 (anche 
se ^ = 0, cioè se per Yx non passa alcuna ipersuperficie del sistema oo''~^); 
ed inoltre si può sempre (in infiniti modi, se f^O) staccare dal sistema 
dato un sistema lineare co^"*"^ che dia uììo ad uno gli dementi della serie 
lineare. 

Può la dimensione di una serie lineare essere anche, zero, cioè la 
serie essere composta di una sola varietà (riducibile o no). Viceversa una 
y^i qualunque di una Vj^ è una serie lineare di dimensione zero. 
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Con ragionamento analogo a quello del n. 4 si vede che la dimensione 
di una serie lineare è anche il numero dei punti generici che individuano 
un elemento della serie. Basta prendere un punto di V^ fuori della base 
del sistema lineare oo'^"''^ di ipersuperficie, con cui si ottengono uno ad 
uno le \\.i delia serie, e poi un secondo punto di V^ fuori della base 
del sistema od*~*~* che quel primo punto stacca dal sistema 00*"*"'"*: poi 
un terzo punto di V^ fuori della base del sistema oo* '~' che il secondo 
punto stacca dal sistema 00*-'-*, e così di seguito, fino a prendere h-t-l 
punti di Vfc individuanti una ipersuperficie del sistema c»"'^ 'e quindi 
una V]t.i della serie (perchè mai le basi dei successivi sistemi invade- 
ranno tutta Yk , questa non esistendo in alcuna ipersuperficie del sistema 
00*-'-^). 

18. — Lo studio delle serie lineari è il fondamento della geometria 
delle trasformazioni birazionali. Ci limiteremo qui soltanto ad osserrare 
una proprietà che in un certo senso è una estensione del teorema del 
n. 8. 

Uh gruppo generico di una serie lineare sopra una curva C non può 
avere punii multipli variabili. Infatti, in caso opposto, preso un fascio ge- 
nerico del sistema lineare che dà la serie, una ipersuperficie variabile 
del fascio avrebbe con C un incontro multiplo variabile, che non potrebbe 
provenire da punto multiplo di detta ipersuperficie del fascio (n. 8), sicché 
questo avrebbe un inviluppo, di cui C farebbe parte, il che non può essere 
(cfr. la nota seconda del n. 6). Ed ora la proprietà si estende. Se un 
sistema lineare di curve sopra una superficie S è tale che una sua curva 
generica abbia punti multipli variabili^ il luogo di questi sarà una linea 
multipla di S. Altrimenti, staccando di nuovo un fascio generico dal si- 
stema lineare di ipersuperficie che dà il sistema di curve, dovrebbe ac- 
cadere (sempre per il n. 8) : che ogni ipersuperficie del fascio tocca S 
in una linea ed allora si avrebbe l'assurdo che S sarebbe inviluppata dal 
fascio; che ogni ipersuperficie del fascio tocca S in un numero finito di 
punti (variabili) ed allora questi descriverebbero una linea sulla quale si 
avrebbe una serie lineare a>^ di gruppi di punti (data dal detto fascio) 
con punti multipli variabili, contrariamente a ciò che si è veduto avanti. 
Similmente la proprietà si estende ancora, e si trova che una Y^^i gene- 
rica di una serie lineare sopra una Vi^ non può avere punti multipli variabili 
fuori delle varietà multiple di Vj^. 



Capitolo 11.^ 

Proprietà dei sistemi lineari rispettò alle varietà base. 

Formala di postnlazione. 



!• — Premettiamo che, se V^^ (w^O) è una varietà 5"p^* per una iper- 
superficie (ossia è costituita di punti s"^^^), U cono d'ordine s tangente in 
un punto generico x di Y^^ air ipersuperficie ha V &„, tangente in x a Y^ 

per spamo 5"»^® e però è costituito di S^^.^ per VS^. Infatti, condotto un 

Si per X neirSjo ed un Sj generico per TSi, questo Sg sega T ipersuperficie 
in una linea che ha s^^^^ il punto x e tale anche il punto successivo ad z 

4 

sull'Si, onde (come si riconosce con considerazione al limite, quando un 
punto s^^^^ di una curva piana cade in un altro punto s"^^^^) le s tangenti 
alla linea in x cadono in Si . Adunque il cono di ordine 5 tangente in x 
alla ipersuperficie è dall' Sg detto segato in s rette coincidenti in Si ed ha 
quindi questo, e però tutto S^^ multiplo secondo s. Se a)=r — 2, il cono 

considerato si spezza in s iperpiani per S^,. 

Ciò posto, considerisi un sistema lineare a>''~^ di ipersuperficie di 
ordine n. I coni tangenti in un punto base s^^^^ qualunque alle ipersuperficie 
del sistema formano un sistema lineare di dimensione K,h — 1 (potendo 
la dimensione ridursi anche a zero, cioè i coni coincidere in uno solo). 
Ciò si vede subito, ad es., prendendo il punto base come vertice Ao della 
piramide fondamentale, ricordando (n. 15, Cap. 8.^) che il coefficiente di 
of"' nell'equazione di una ipersuperficie del sistema è il primo membro 
dell'equazione del cono tangente in quel punto ed osservando che il 
coefficiente di x^' nell'equazione di una ipersuperficie variabile del si- 
stema stesso è appunto una combinazione lineare di h dei suddetti coef- 



_ 241 — tCAF.U.«n.l-2] 

fidenti. È da aggiangere Tavvertenza, derivante dalla proprietà superiore, 
che il sistema lineare dei coni tangenti nel punto s^p^<» è un sistema li- 
neare nella stella il cui sostegno è il punto stesso, quando questo è isciato 
(cioè non giace in altra varietà base), mentre, se il punto appartiene ad 
una varietà base V^y (w!>0) s*p^» isolata (cioè non contenuta in altra 
varietà base di maggior dimensione), quel sistema lineare di coni è nella 
stella avente per sostegno l'S^j tangente nel punto considerato a V^,. 

Diremo che un punto base s^p^^ isolato è punto base ordinario se il 
cono d'ordine s ivi tangente ad una ipersuperficie generica del sistema 
è privo di multiplicità (nella stella che ha il centro nel punto) ed è va- 
riabile coir ipersuperficie stessa. Diremo altresì che una varietà base Y^^ 
((JD>0) 5"P^* isolata è una varietà base ordinaria se il cono d'ordine s tan- 
gente in un punto generico di Y^ ad una ipersuperficie generica del si- 
stema è privo di multiplicità (nella stella che ha per sostegno V S^ tangente 
nel punto a V(u ) ed è variabile colla ipersuperficie stessa ^) : potendoci 
pur essere di conseguema in N^ varietà di dimensione <C<'>) nei punti 
delle quali esistano multiplicità qualsiansi. Ad es., in Ss le superficie di 
un dato ordine passanti semplicemente per una linea dotata di punti 
tripli aventi le tangenti non complanari hanno questi punti come punti 
doppi (appunto per resistenza di dette tangenti, che sono tali anche per 
le superficie). 

In seguito intendiamo sempre di limitarci alle sole multiplicità base 
ordinarie ^. Manifestamente la sezione di un sistema lineare con multi- 
plicità base ordinarie fatta mediante un S« generico è pure un sistema 
lineare con multiplicità base ordinarie. 

2. — È utile di non vincolarsi, nella considerazione di un sistema 
lineare, a tutte le sue varietà base. Giova cioè di considerare anche un 
gruppo soltanto di esse e riferirsi a questo gruppo (cioè ai punti ed alle 
varietà base del gruppo colle relative multiplicità) nello studio delle pro- 
prietà del sistema lineare. Il gruppo scelto, anche nel caso non escluso 



*) Se a>==r — 2 (anche r = 2,tì) = 0) il detto cono tangente è formato di 8 
iper piani di un fascio, che devono essere tutti variabili, perchè la moltiplicità si 
dica ordinaria. 

*) Però le proprietà seguenti non subiscono modificazioni essenziali nel caso 
di multiplicità qualunque, introducendo i concetti relativi alla scomposizione delle 
singolarità. 

16 
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che abbracci tatti i punti e le varietà base, dicesi gruppo base ed an sì- 
stema si dice completamente od incompletamente determinato da un gruppo 
basCy 0, più brevemente, completo od incompleto rispetto ad un gruppo base, 
secondochè esso è costituito da tutte le ipersuperficie d'ordine n che 
hanno nei punti e nelle varietà del gruppo base le multiplicità fissate, 
oppur no. Che dette ipersuperficie costituiscano un sistema lineare è ma- 
nifesto dall' osservare che di esse linearmente indipendenti esisterà un 

numero < f J — 1, e che, se più ipersuperficie hanno un punto s'*»*®, 

questo è pure 5*'^** per le ipersuperficie del sistema lineare da esse de- 
terminato (basta, ad es., prendere in questo punto, come si è fatto sopra, 
un vertice della piramide fondamentale). 

Un sistema completo rispetto ad un gruppo base sarà completo rispetto 
ad un altro gruppo base contenuto in quello se le condizioni espresse 
dalle varietà base tralasciate sono necessaria conseguenza delle altre 
(es. un fascio di cubiche piane rispetto a 9 ed 8 dei suoi punti base ) : 
e sarà incompleto nel caso contrario. Un sistema incompleto è contenuto 
totalmente ^) in un sistema completo e in uno solo (si sottintende sempre 
rispetto ad un dato gruppo base). La differenza (positiva) tra la dimen- 
sione del sistema completo e la dimensione del sistema incompleto dicesi 
difetto di complet&sga o semplicemente deficenjsa dell' ultimo sistema. II 
gruppo base può non esistere (cioè non esistere punti e varietà base o 
nessuno essere considerato) : tutti i sistemi incompleti di un dato ordine 

n sono contenuti allora nell'unico sistema completo oo^ '' ^ di tutte le 
ipersuperficie di ordine n. Così sopra una retta (o ente razionale qo^) 
tutte le involuzioni (senza punti fissi) di ordine n sono contenute nel- 
l'unica involuzione (completa) di specie n costituita da tutti i gruppi di 
n punti della retta. 

3. — Indichiamo nello spazio S^ con... , I4>"| , |**+*| , |<&*+*| , ... si- 
stemi lineari completi di ordine..., n,n + 1 ,n+ 2,. ..collo stesso gruppo 
base, essendo ... , 4>'*,4>'*+\4>*+*, ... rispettivamente ipersuperficie gene- 
riche di essi. Diciamo p^ la dimensione del sistema |^^| e 0^ il numero 
delle condizioni indipendenti che vengono imposte alla ipersuperficie 4>^ 



*) Un sistema lineare è contenuto totalmente in un altro se le sue ipersu- 
perficie sono ipersuperficie di questo e parzialmente se risultano ipersuperficie 
di questo aggiungendo una ipersuperficie fissa. 
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dal possedere le singolarità espresse dal gruppo base. Manifestamente 



„.('+')_,_.,. . 



Se il sistema d'ordine i esiste, la differenza del 2.^ membro deve essere 
>^0 (il sistema essendo costituito di una sola ipersuperficie se la dif- 
ferenza è nulla). Ma ora osservisi che, quando esiste, ad es. , il sistema 
di ordine n, esistono anche i sistemi (completi, collo stesso gruppo base) 
di ordine n+1 , n+S , ... , giacché il sistema |4>*+^|, ad es., contiene, tra 
le altre, quelle ipersuperficie che si compongono di una ipersuperficie di 
\<i>*\ e di un piano. Anzi il numero 6^1 è > del numero delle condizioni 
espresse dal gruppo base per una ipersuperficie composta di una 4>** e 
di un iperpiano generico (perchè i coefficienti dell'equazione dì questa 
ipersuperficie composta sono particolari rispetto ai coefficienti della 4>**+^), 
e quest'ultimo numero, a sua volta, è il numero 6„ di condizioni che 
compete ad una 4>*^ (le prime condizioni date dall' annullarsi di certe 
derivate (n. 13, Gap. 8.^) risultando combinazioni lineari a coefficenti 
indeterminati delle seconde). Cosicché si ha intanto 



• . . 



<>K< 6«+i <. 6ii+t ^ . .. , 



ove, a sinistra, ci si arresta al primo ordine, dicasi y , per il quale il 
sistema esiste (Pv <1 0) ^<1 ^^ all'ordine precedente v — 1, per il quale 

si conviene che sia Pv__i==~ 1 e quindi 6v_i=( )• 

4. — Consideriamo anzitutto il caso che il gruppo base contenga sol- 
tanto un numero finito t di punti multipli (ordinari) Pi , Pt 1 ••• , Pf Se 

le multiplicità di questi punti sono rispettivamente Si,St St , dico che 

per le ipersuperficie d' ordine l s^i il numero k delle condizioni indù 
pendenti espresse da quei punti è precisamente la somma di quelle che 
i t punti presentano considerati staccatamente, cioè si ha 

(n. 14, Cap. 8.^): onde nelle diseguaglianze del n. precedente, a partire da 
un certo valore di n opportunamente alto (che può anche essere inferiore 
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^ISi ^) ), vale sempre il segno di eguaglianza, essendo poi il valore costante 
delle 6i il valore k ora scritto. 

' j condizioni, consistenti 

neirannullarsi in Pi le derivate {si - 1)««"»«, in P» le derivate (s, -!)••»"•,... , 
in P, le derivate (st — i)ewme jj m^^ forma di grado l>lsi, sono lineai^ 
mente indipendenti. Non lo sieno e, per es. , una di esse relativa a Pi sia 
conseguenza delle altre. In tale ipotesi, se consideriamo una ipersuperficie 
di ordine l composta di un cono di ordine Si e vertice P^, ... , di un cono 
di ordine St e vertice P(, sicché il resto è una ipersuperficie di ordine 
V=l — (s8 + —+^i) ^^1» accadrebbe che, imponendo a quest'ultima un 

punto Si'P^*> in Pi , delle ( ) condizioni a ciò occorrenti una sarebbe 

conseguenza delle rimanenti, il che è assurdo, perchè queste condizioni, 
che sono le sole a cui la ipersuperficie d'ordine V è assoggettata, sono 
indipendenti (per il succitato n. 14, Gap. S.^). 

Tenendo presente che fra le superficie del sistema lineare considerato 
vi sono quelle costituite di coni arbitrari di ordine ^i, s^, ... , $t coi vertici 
in Pi, Pg, ... ,P| ordinatamente e di una ipersuperficie arbitraria d'ordine 
l — £«{, è chiaro che il sistema stesso non possiede altri punti base oltre 
i t assegnati, che in questi le multiplicità sono quelle fissate (non supe- 
riori) e infine che in ciascuno dei t punti base i coni tangenti sono tutti i 
coni dell' ordine rispettivo col vertice ivi. 

5. — Fermiamoci al caso particolare r== 2, cioè consideriamo un si- 
stema lineare di curve piane [CI. Allora (prescindendo da una eventuale 
parte fissa) si hanno soltanto punti base e quindi il teorema del^n. prece- 
dente ha validità generale ^. 

Adunque, a partire da un valore opportunamente alto 2 di n, la di- 



^) Ad es., se S| =5,» ...=St =» 1 , cioè i punti base sono tutti semplici, questi 
presentano condizioni indipendenti alle ipersuperfìcie di ordine i — 1 che li con- 
tengono, giacché t — 1 iperpiani per < — 1 dei punti non passano necessariamente 
per il rimanente. 

') In questo n. e nei due successivi si ritiene che i punti base, come già si 
è avvertito (n. 1), sieno ordinari (con tangenti variabili), ma i risultati a cui si 
arriva nei detti due n. sussistono senza modificazioni (e perciò si enunciano ge- 
neralmente) quando i punti base sono punti multipli qualunque, come si mostrerà 
nell' Appendice. 
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mensione di un sistema lineare completo jG*"! (rispetto ad un dato 
gruppo base) è 

(1) P*=ft^)-^-* ^**^^ 

ove k è costante ed = £ ( ' 7~ j , se ^i , ^s > — sono le multiplicità dei punti 

costituenti il gruppo base. Per valori di n inferiori ad l, la dimensione 
del sistema è data invece dalla 

(2) p,= (^ + 2)_l-e. (n<l) 

ove 6«, < A;. Il numero k dicesi pos^cmon^ dd gruppo base e la (1) formula 
di positdcurìone (Cayley, Noether) o formula caratteristica (Hilbert). 

Quando la dimensione p^ di un sistema completo | C | è espressa dalla 
formula di postulazione (1) (n ': l), il sistema sì dice regolare; nel caso 
opposto, nel quale la dimensione Pn è data dalla (2) (n<il)j il sistema 
dicesi sot/rabbofidanie o irregolare. Tuttavia anche in questo caso giova 
tener conto della formula di postulazione (1) e chiamare dimensione vir- 
tuale f/« di {Cj il valore che assume il 2.^ membro della (1): 

p'n=r 2 ) — 1— * («qualsiasi), 

chiamando per contrapposto effettiva la vera dimensione pn di | C*^ | . La 
differenza positiva fra la dimensione effettiva e la virtuale dicesi sovrab- 
hondarufck o^ del sistema: 



^n^=^9n P'h 



(''n^O per un sistema sovrabbondante, On = per un sistema regolare). Per 
un sistema completo qualsiasi la dimensione effettiva è adunque espressa 
dalla formula 
(3) p.= (» + 2j_j_^_^^^ 

e, per un sistema incompleto, di cui Sn sia la deficienza, dalla 



p"=ttV^~*+'"""^" 
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6. — Per i sistemi lineari irriducibili completi di curve piane aggiun- 
geremo alcune formule, che sono conseguenza della (3) e del concetto 
di genere, considerando però il gruppo base costituito da tutti ì punti 
(semplici multipli) comuni alle curve del sistema. 

La (3), cioè 

n(w + 3) v ^i(^. + l) . ^ 
^n= 2 2é 2 ^ •* 

e la (n. 20, Cap. 9.*) 

(n-l)(n-2) y^ Si(Si — l) 
^~ 2 Za 2 ' 

che dà il genere di una curva generica del sistema o, come anche si dice, 
il genere del sistema, forniscono per somma e sottrazione le altre due 

La prima di queste, introducendo il grado D del sistema, che è = n' - £ ^» , 
conduce alla 

(5) D = Pn+;>— On— 1,. 

per la quale, alle (4), si possono sostituire le 

25i = 3n— D + 2p — 2. 

Notiamo alcune conseguenze della (5) per applicazioni da fare in seguito. 
Se il sistema lineare è un fascio, sarà pn= 1, D = e qmnii p^==o^. 
Se pn>l, avendosi D^pn — 1 (n. 13, Cap. IO.®), segue dalla (5) On^P, 
e quindi, se p = 0, sarà On = 0. Viceversa, essendo sempre Pn!>l, se 
On=p, dalla (5) segue D = [n — 1: cosicché, preso un fascio subordinato 
del dato sistema lineare che sia determinato da pn — 2 punti di una curva 
generica del sistema stesso e da un altro punto esterno alla curva, i 
punti di questa si otterranno uno ad uno colle curve del fascio, cioè 
la detta curva generica sarà razionale (p = 0). Si conclude che la sovralh 
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bondanaa a» è sempre minore del genere p, eccettuati i fasci per i quali 
n^=p edi sistemi di curve rojsicnali, i quali sono tutti regolari. In parti- 
colare notisi che un sistema completo di curve rojrionalij se è di dimensione 
Ph, è di grado p» — 1, e viceversa *). 

Dalla (5) si può anche ricavare una condizione sufficiente affinchè un 
sistema lineare (irriducibile) completo di curve piane sia semplice. Infatti, 
se esso è composto con una involuzione d'ordine (i. (n. 12, Gap. 10.^), 
siccome si ha D^[i.(p« — 1), dalla (5) segue D^|x(D — i>4-^n)i da 

cui D ^ -^-- (j> - a^) . Se dunque sussiste la relazione D >> -^ (p - o J 

per qualunque numero intero \i, il sistema non può essere composto. Ora 

dall' essere it > 2 si ricava 2 > — ^ : quindi la detta relazione è certo 

[1-1 

soddisfatta se lo è T altra D>>2(p — oj, e quindi anche se lo è la 

D>>2p. Adunque (teorema di Segre) tm sistema lineare completo di curve 

piane è certo semplice se il sfio grado D> 2p *). CoM i sistemi completi 

di curve razionali sono tutti semplici '). 

7. — Continuando a considerare il caso del piano (r=2), riprendiamo 

le cose del n. 5. Siene | C**! , | C~+* | , | C*+*| tre sistemi lineari successivi 

completi e regolari (collo stesso gruppo base) di dimensioni p^ , pn+i , Pn+s 

rispettivamente, tali cioè che sia applicabile la (1) (n^!): e però si abbia 

>- =("r)— * 

1 /n + 3\ , , 



Ph-« = (**2 )~1— *• 



*) Esclusi i fasci, anche i sistemi ellittici (cioè di genere 1) sono regolari, 
avendosi, se pn > 1 , D > p*» -- 1 , e quindi, per la (5), 3n < 1 , cioè 3» = 0. Un sistema 
completo ellittico, se è di dimensione pn > 1 , è di grado p» , e viceversa. 

^) Per mezzo della geometria sopra una curva, si ottengono proprietÀ più 
generali delie suddette ed altre. Cfr. il Gap. II delle Ricerche generali sopra i 
sistemi lineari di curve piane di Castblnuovo (Mem. della R. Accad. di Torino, 
42 (2), 1891), ovvero il § 9 della (/eomefria delle serie lineari ... di Bbrtini (An- 
nali di Matem., 22 (2), 1894). 

3) Sono pure semplici i sistemi completi ellittici, escluse le reti, 
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Associamo ad ogni C**+^ ogni retta del piano: avremo un sistema 
Qj,p«+i ^j Qrdijig n + 2 (non lineare). Sia |Cr+'| il sistema lineare di 
minima dimensione in cui questo è contenuto e sia p'^t la sua dimensione. 
Manifestamente il sistema |Cr+*| coinciderà con |C*^*| o sarà contenuto 
in esso : onde si avrà p„+j > f/^+t . Prendiamo nel piano due rette generiche 
a ,b, e consideriamo ì due sistemi lineari che si ottengono aggiungendo a 
|Qti+i| rispettivamente quelle due rette. Siccome ogni curva comune a 
questi due sistemi deve contenere amendue le rette a , i , è chiaro che 
il loro sistema d'intersezione si ha aggiungendo a | G*" | le due rette mede- 
sime, onde (n. 2, Gap. 10.^) il loro sistema di appartenenza ha la dimensione 
2p^i — pn. D'altra parte ogni retta per il punto a 6 associata a !G*^*| 
dà un sistema contenuto in quello che si stacca da |Gr^'| col fissare il 
passaggio per il punto ab: sicché amendue i sistemi sunnominati sono 
contenuti in questo sistema (ma non si può dire in generale che gli 
appartengano). Quindi deve essere 

P'n+t l*^2p^i p^, 

donde, per le (6), p'«+t>p^«. Adunque (essendo anche p'^8<p„4.t) 
p'n+«=p»+«; ossia i sistemi IG'*^*! , |Gr^*j coincidono. La proprietà può 
estendersi. Si ha cioè similmente che il sistema ] C*^ \ coincide col sistema 
lineare minimo che contiene le curve di ordine n + S ottenute associando 
ad ogni curva di | G*^' { ogni retta del piano, od anche associando ad ogni 
curva di | G'*+^ | ogni coppia di rette del piano (giacché, per la proprietà 
precedente, si possono prendere p^2 + 1 curve indipendenti G*^^ ciascuna 
costituita di una retta e di una C^^). Ma è lo stesso aggiungere ad ogni 
C~+^ ogni coppia di rette oppure ogni retta doppia oppure ogni conica 
del piano, che quelle si esprimono linearmente per queste, e reciproca- 
mente (cfr. ultimo alinea del n. 3, Gap. 10.<^). Adunque, proseguendo con 
analoghi ragionamenti, si può concludere: — Se |G**| , [G*^*! sono due 
sistemi lineari completi e regolari collo stesso gruppo base, il sistema lineare 
di minima dimensione che contiene tutte le G*+*** composte di ogni C*+^ e 
di ogni curva irriducibile d! ordina m- 1, o di ogni retta (m - i)«pi» (oppure 
di ogni curva di ordine m — 1 spejs/gata in modo determinato), è U sistema 
completo (e regolare) \ G**^"* | definito dallo stesso gruppo base ^). L' ipotesi 

*) Il teorema sta anche se non esiste gruppo base. Allora il sistema di tutte 
le curve di un dato ordine ò un sistema completo e regolare. 
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si poò raccogliere in queste due affermazioni che | C^^ | sia completo e 
che n sia abbastanza grande ( in che resta compreso che | G*" | , | G*^^ | 
sono regolari). 

Osserviamo anche quest'altra proprietà: — Un sistema lineare, completo 
rispetto ad un dato gruppo base, di curve piane di ordine n, sega sopra una 
retta generica dd piano una invdujrione completa, sene abbastansa devoto — 
Infatti, prendendo n così elevato che il dato sistema completo | C" | e quello 
completo collo stesso gruppo base | G*^'^ | sieno regolari, dalle 

si ricava che pn — pn-i — 1 è eguale ad n e quella è appunto (n. 17, Gap. 
lO.^') la dimensione deir involuzione segnata dal sistema |G"| sopranna 
retta generica (le curve del sistema passanti per questa essendo costi- 
tuite della retta stessa e del sistema |G^^|). 

8. — Ci proponiamo ora di estendere al caso di r = 3 i risultati 
dei n. 5, 7. 

Domandiamo in primo luogo se esiste in Ss proprietà analoga al secondo 
teorema del n. 7 : cioè, se, fissato il gruppo base di un sistema lineare 
completo di superficie {^"1, si possa far crescere l'ordine n di queste 
così che il sistema lineare di curve piane IG**! segnato da esse sopra 
un piano generico oo sia completo e regolare, rispetto, s'intende, al grup- 
po base sezione del gruppo base delle superficie ^). La risposta è afferma- 
tiva e si ottiene coli' aiuto del primo teorema del n. 7. 

Siccome il piano segante co è generico, il gruppo base sezione potrà 
contenere soltanto punti base ordinari': onde risulterà intanto dal n. 5 
che, chiamando | F*" | il sistema completo in cui è contenuto | G" {, si può 
supporre n così grande che { I^ | sia regolare, anzi che lo sia anche il 



^) Esempi. Il sistema di quadriche (co') per una quartica di 1.* specie sega 
sopra un piano un sistema (oo ') completo e regolare: quello (oo ^) per una quartica 
di 2.* specie, un sistema (oo ^) incompleto e regolare (cioè è regolare il sistema 
completo in cui esso è contenuto) : un fascio di superficie cubiche sega sopra un 
piano un sistema (x ') completo e irregolare : una rete di quadriche (per 7 punti), 

é 

un sistema oo* incompleto e regolare: ecc.. 
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sistema completo | P*~* | contenente il sistema | C*^^ | , nel quale il piano w 
taglia il sistema completo di superficie 1 4>*'"'^ { (collo stesso gruppo base 
dato). Se per questo valore di n il sistema | C { non fosse completo, cioè 
non coincidesse con IT*"!, dimostriamo ora che, facendo crescere ulterior- 
mente n, ciò può ottenersi. 

Cominciamo dal supporre che il dato gruppo base contenga soltanto 
linee basi L, di ciascuna delle quali è assegnata la moltiplicità X in un 
punto generico. Allora T accrescimento che deve darsi ad n per raggiun- 
gere lo scopo si determina colla seguente costruzione. Imaginisi che il 
piano OD sia variabile in un fascio di cui V asse a sia una retta generica 
di S3 e per ogni posizione di o) si stacchi una curva del sistema jF"! 
razionalmente: ad es., se r» è la dimensione di { PI, prendendo una curva 
gobba di ordine r», in particolare r^ rette sghembe, ed obbligando la F^ 
a passare per gli r^ punti nei quali o) sega la curva gobba. Il luogo di 
quella curva, al variare di co intomo ad a, è una superficie r, di ordine 
n-^-ky ove si indichi con k la moltiplicità della retta a per la superficie. 
Va notato che dell'arbitrarietà che compare nella costruzione di t (ad es. 
la scelta della curva gobba di ordine r„ di cui si è detto dianzi) si può 
sempre disporre in modo che la sezione F*" di t con uno dei piani 0» del 
fascio (air infuori della retta a k"^^}^) sia una curva assegnata a priori 
entro al corrispondente sistema jF*"!. 

Dico che Tordine n-{-k soddisfa alla condizione imposta superiormente. 
Notisi dapprima che se t ha (ip^^ una linea L, in un punto generico P 
di questa i soli piani che tagliano t in linee aventi ivi una moltiplicità 
> |JL sono i (1 piani tangenti in Par, piani passanti per la tangente ia 
P ad L. Ma di tali tangenti solo un numero finito incontra la retta gene- 
rica a; dunque il piano co, generico per a, non passa per alcuna di esse, 
e però la multiplicità [t deve essere proprio eguale alla multiplicità X che 
la P" di r ha nei punti sezione di (o colla L considerata. Per conseguenza 
le superficie t (al variare anche di a) passano per le linee del gruppo 
base colle multiplicità fissate e quindi sono tutte contenute nel sistema 
lineare completo 1 4>**+* j di superficie d'ordine n+A: definito dal medesimo 
gruppo base. Di qui segue la verità deiraffermazione suddetta, osservando 
che, preso un piano generico co e considerati di esso i sistemi | F'*^^ | , | T** | 
completi e regolari, il sistema { <1>*'+^ { sega co in un sistema lineare che 
contiene ogni F" associata ad ogni retta k^^^*- del piano (perchè assunta 
questa come retta a si può avere, come notammo, una t passante per la 
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P) ^). Ma il sistema lineare minimo che contiene qaeste curve composte 
è (n. 7) il sistema lineare, completo e regolare | T"^* | (definito sempre 
dal gruppo base sezione); dunque il precedente sistema lineare, segato 
dalle I *•*+* I , coincide con questo, e però ecc. . 

Che se il dato gruppo base contenesse inoltre un punto base M (o più) 
con multiplicità (ordinaria) {i, occorrerà in generale crescere ancora Tordine 
n-^k. Associamo ad ogni superficie r ogni cono d'ordine \l col vertice 
in M. Si avranno superficie di ordine »-f ^+f'' contenute nel sistema 
completo 1 4>'^*+^ I definito dal gruppo base, onde il sistema lineare che 
questo segherà in un piano o) conterrà le curve costituite di ogni F*^ ac- 
cresciuta (di ogni retta k""^^^ associata ad ogni curva di ordine (i e quindi) 
di ogni curva di ordine A; -j- H- del piano. Si conclude, come avanti, che 
il sistema 1 4>**+*"H^ | sega su co un sistema completo (e regolare). E ciò 
si conclude pure per un sistema 14>^| ove v>>w + i4-|^ aggiungendo ad 
ogni 4>*+*"'"^ ogni superficie di Ss di ordine v — (n + 4 + 1^) e riapplicando 
la proprietà del n. 7. 

Adunque un sistema lineare, completo rispetto ad un dato gruppo base, 
di superficie di S3 sega sopra un piano generico un sistema completo e 
regolare (rispetto ai gruppo base sesione di quello) quando V ordine delle 
superficie superi un certo limite (che può anche essere inferiore a quello 
indicato). Si aggiunga, come corollario, nella stessa ipotesi dell' ordine 
n abbastanza grande, che il sistema lineare di superficie sega sopra ima 
retta generica una invduaione completa, come segue subito dal secondo 
teorema del n. 7. 

9. — Sia |4>''| un sistema lineare completo di superficie, rispetto ad 
un dato gruppo base, di ordine qualunque n, e sieno pn 1a sua dimensione ^ 
ed r« la dimensione del sistema sezione di 1 4>*' ' con un piano generico. 
Di quest'ultimo sistema indichiamo inoltre con S^ il difetto di comple- 
tezza, con 0^ la sovrabbondanza (del sistema completo in cui è contenuto) 
e con ko la postulazione del gruppo base (sezione del gruppo base dato). 
Se Pn-i è la dimensione di | ***""^ | (sistema lineare completo collo stesso 
gruppo base di |4>"| e di ordine n — 1), osservando chele*» passanti 
per il piano segante sono costituite da questo piano e dalle <I>*"~\ si ha 
(n. 17, Cap. 10.°) 



1) Se A:^0 si ha, senz'altro, che \<^n\ sega già su a> un sistema completo. 
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vera anche se 1 4>*~^ | non esiste, purché si ponga p»_i = — 1. Aggiungiamo 
a questa le altre che se ne ottengono dando ad n i valori n -f- li ^ + ^i — i 
n-^-tn (m qualsiasi), e sommiamo: avremo 



ovvero *) 

(7) PH^-r>^i = ( 3 j-^ 3 J-*o(m+l)+ ^^i" g^ Si- 
Ora suppongasi (n. 8) che ì sia un limite tale che, per n^7, le 14>*, 
seghino sopra un piano generico un sistema completo e regolare (ces- 
sando per n<il Tuna o Taltra di queste due proprietà). Allora, essendo 
le Oi,8< nulle per i>Z, ponendo n=l e 



(8) 



*i=f 3 j— *oi— pi-i— 1 



si ricava dalla precedente 

fl + m + 3 



Per conseguenza si ha 

(9) PH = (**^^)-l-(n+l)4o-*i, pern^i-1, 

*) Si ricordi la formula combinatoria (n— <>fc) 

(;)-rrV(r,V("iit')+-+C:!)+Gi;) 

(che, ad es. , proviene dalla (t) = ( r ) + (i_i)» applicando successivamente 
questa stessa formula). 
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(cioè non solo per w>Z, ma anche per n = l — l,m virtù della (8)). 
Adunque un dato gruppo hase impone alle superficie di ordine n passanti per 
esso, quando i valori di n superano un cerio limOcj un numero di condizioni 
espresso da (n-f-l) k^-^-ku dove k^, ki sono due costanti che dipendono 
dal gruppo base. Precisamente k^ dipende soltanto dalle curve basi, è 
la postulazione del gruppo dei punti base che si ottiene segando con 
un piano generico le curve base, e la sua determinazione si riduce ad 
un problema di geometria piana già risoluto (n. 5): mentre h dipende 
da tutto il gruppo base e la sua determinazione è in generale assai 
difficile ^). 

Il numero (n-f-l)^o'~h^i dicesi posttdaeione del dato gruppo base, 
e la formula (9), formula di postulazione o formula caratteristica. 

10. — Per i valori di n inferiori ad 2 — 1 si determina subito l'espres- 
sione di pn, ponendo nella (7) n-|-w = ? — 1, avendo presente la (8) e 
sostituendo poscia n -f 1 ad n: si ha cosi 



Pn=('*t^ì-l-(*» + l)*^-*i+'2r'8*--'^'^*' per n<l-l. 



Ma è utile anche tener conto del numero che in tal caso è dato dalla (9), 
numero che diremo dimensione virtuale del sistema { <t>** { che si considera 
e che indicheremo con f/n, mentre pn è la vera dimensione o dimensione 
effettiva. La differenza fra la dimensione effettiva e quella virtuale è, per 
la precedente, 

Pn P'n== ^ *<~ 21 ^»- 

■ 

Come si vede, tale differenza si compone di due parti aventi segni op- 
posti. La parte positiva è data dalla somma delle deficienze dei sistemi 
di curve segati sopra un piano generico dai sistemi (completi) di superficie 
|4>H-i I ^ 1 4>H-f 1^^^^ successivi al dato (collo stesso gruppo base); e la parte 
negativa è data dalla somma delle sovrabbondanze degli stessi sistemi 
di curve piane (completati ove occorra). 



') Se esiste soltanto una curva base semplice, la quale sia irriducibile e 
priva di punti multipli, di ordine v e genere r, si ha ATo — v e si può mostrare 
(con c(»nsiderazionl di geometria sopra una curva) che /C| = 1 — ic — v. Se esistono 
solo punti base si ha ACo«»0 e le cose del testo ricadono in parte dei risultati 
del n. 4. 
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Se la parte positiva supera la negativa, si ha pn^i^'nj come avviene 
per i sistemi completi (irregolari) di curve piane. Ma ora si presenta 
un caso nuovo dipendente dal poter essere la parte positiva minore o 
eguale alla negativa e quindi p^ <, p^ *). Notisi però che, quando per il 
sistema \^J (»<!^ — 2) sia p^ = f»'^, non si può affermare che anche 
per il sistema successivo { 4>~+^ |, la dimensione effettiva sia eguale alla 
virtuale *). 

È opportuno di porre la seguente definizione. Un sistema lineare com- 
pleto di superficie di ordine n dicesi regolare rispetto ad un dato gruppo 
base se la dimensione di esso e dei sistemi lineari successivi (collo stesso 
gruppo base) è data dalla formula di postulazione (9) : nel caso contrario, 
si dice irregolare o sowàtbondante. Se un sistema completo è regolare, lo 
sono anche tutti i sistemi successivi. 

Si chiamerà ancora sovrabbondat^a la differenza On=pi* — p'm nia, 
come ora si è detto, mentre per r=2, On>0, si ha, per r= 3, '3*2:0. 
La dimensione di un sistema lineare di superficie di ordine n, del quale 
la deficienza sia Snela sovrabbondanza a*, si esprime colla formula 

Pn=('*"^^)-l-(n+l)J^-A, + ^.-S. »). 

11. — Il primo teorema del n. 7 si estende al caso di r= 3 con ra- 
gionamento simile a quello ivi esposto. 



1) Ecco un semplice esempio (che si può generalizzare) in coi la parte positiva 
è minore della negativa. Abbiasi soltanto una curva base C intersezione di due 
superficie (generali) del 3.<> e 4.® ordine. Questa curva è di ordine 12 e di genere 
19 (come può vedersi, ad es., coli* aiuto della rappresentazione piana della su- 
perficie dì 3.0 ordine): onde la sua postulazione (nota al n. 9) è 12 (n-f-1) — 30. 
Per n«=3 si trova quindi la dimensione virtuale p'^ = l^ mentre manifestamente 
la dimensione effettiva p^^^O. Si può mostrare infatti che le superficie del 4.^ 
ordine passanti per segano sopra un piano generico un sistema completo [cfr. 
nota al n. 2 del lavoro di Sbvbri, Sulla deficienza della serie caratteristica ... 
(Rend. Accad. Lincei, 12 (5), 1903) ], e che questo sistema ha la sovrabbondanza 
uno (84 =» , 04=» 1); ecc. . 

*) Dair essere eguali le due somme per un dato valore dì n non si può con- 
cludere la loro eguaglianza sostituendo n -}- 1 ad n (e invece se queUe somme si 
annullano separatamente, essendo somme di numeri positivi, questi devono essere 
tutti nulli). 

3) Il procedimento esposto è dovuto a Càstelnuovo. Vedasi il Gap. 1.^ della 
sua Memoria, Alcune proprietà fondamentali ... (Annali di Matem., 25 (2), 1897). 
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Sìa, al solito, 1 4>*' | un sistema completo: se n è opportunamente grande, 
esso ed i sistemi lineari successivi | <!>'*+* | , | ^'^^ | sono regolari (n. 10) : 
sicché le loro rispettive dimensioni p» , p«i+i » p«i+2 ^^^^ ^^^ ^^^^^ formule 

(10) /p^. = J'* + ^j_l_(n + 2)*o-*i 

P^ = y 3 1 — 1 — (n + 3)A;o — *i. 

Chiamando |4>r^'! il sistema lineare di minima dimensione che contiene ogni 
^''^^ unita ad ogni piano di Ss e (/^2 la sua dimensione, si ha f/»4.8<p«4«. 
Ora, presi due piani a, p, si vede, come nel n. 7, che 2p,^.l — p„ è la di- 
mensione del sistema di appartenenza dei due sistemi lineari che si ot- 
tengono aggiungendo a 1 4>"+^ | ciascuno di quei due piani. D'altra parte 
gh stessi due sistemi sono contenuti nel sistema lineare che si stacca 
da l^^r^^l imponendo il passaggio per la retta «P; sistema, che per il 
n. 17, Gap. 10.«, ha la dimensione f.',^, — (n-|-2) — 1. Infatti 1**^*1, 
quando n è abbastanza alto, sega sulla retta a p T involuzione completa 
di ordine w+ 1 (corollario del teorema del n. 8): e quindi |4>r+*| vi sega 
pure r involuzione completa di ordine n-|-2, in quanto contiene ogni 
gruppo di quella accresciuta di ogni punto della retta (involuzione com- 
pleta segata anche da |4>~+'|). Dunque 

p',^ — (w + 3) ^ 2 p^i — p« , 
ossia, per le due prime delle (10), 

P'„.;>2(»+*)-("+')+(»+')-i-(»+a)^-*, 

od anche ') 

f '..+«>(" "J" ^) - 1 -(« + 3) Ao - *, 



= (7") + ("■;') - (V) + U = ^ (V) - m + W ■ 
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cioè, per la terza deDe (10), pV^^Pn+a • Quindi, avendosi anche p'n+t <p*+4. 
deve essere p'n+« = p«+8 ; cosicché i sistemi 1 4>*^' | , | 4>r^ | coincidono. 
E adesso la proprietà si estende come nel n. 7, e si conclude che se 
1 4>**+^ I è un sistema completo ed né abbastanza grande^ U sistema lineare 
minimo contenente ogni <I>*^^ in unione ad ogni superficie irriducibile di 
ordine m — 1, <? ad ogni piano (m — 1)^^^^, è U sistemai completo (e regolare) 
|^n-H»| Sfinito dallo stesso gruppo base. 

12. — I teoremi per r = 2 , r = 3, contenuti nei n. precedenti, possono 
essere generalizzati, col metodo esposto, al caso di r qualunque ^). Si 
vuole cioè dimostrare che, designando ora con 1 4>'' { un sistema completo 
di ipersuperficie di S^ rispetto ad un dato gruppo base e con pn la sua 
dimensione, sussistono le seguenti tre proprietà, qua/ndo si dia ad n un 
valore abbastanza elevato: 

a) La dimensione p^ è espressa daUa formoia 

(11) p.=('»+'')-i-A,("+:-'^)^^"+:-^)-...-)k,^(»+i)-* 

o»e Ab ) ^1 } •••) K-^ I K^ sono costanti relative al dato gruppo base: e precisa- 
mente ko dipende soltanto dalla V,.^ base ; ki dalle V^-t , V^^ base ; ... ; k^^ 
dalle Yr-i , V^_a , ... , Vi base; ed infine 4^-2 da tutte le varietà base. Si 
deve anche osservare, come risulterà dalla dimostrazione, chekojki ,..., kr-^ 
(o in generale A^o , Ai , ... , K^t) sono identiche alle analoghe costanti della 
formula simile alla precedente relativa al gruppo base intersezione del 
dato con un Sr-i (od S^^i^t) generico. Se manca la Vr-.t base, Aio = 0; se 
mancano le Yr-t i V,.^ base, A^i = ; ecc. . 

b) Il sistema lineare minimo contenente ogni ipersuperficie dd sistema 
completo I ^*^^ I in unione ad ogni ipersuperficie irriducìbile di ordine m - 1 , 
ad ogni iperpiano [m — 1)*p^<», è U sistema completo (e regolare) | <&"+** | 
relativo allo stesso gruppo base. 

e) U sistema completo \ ^^ | sega sopra un iperpiano generico un sistema 
completo e regolare. Dal qual teorema discende (sempre nelP ipotesi di n 
abbastanza elevato) il corollario che il sistema completo |4>r{ sega sopra 
un Sr-h generico un sistema completo e ruotare, giacché la sezione di 1 4> 



^) Questa generalizzazione del procedimento di Castblnuovo mi fa indicata 
dal Sbvbri ed anzi il modo di esposizione dei n. 9, 10, 11 mi fa suggerito da 
tale generalizzazione. 
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con un iperpìano generico essendo un sistema completo, la sezione di 
questo sistema con un S^^ generico deiriperpiano, se n è grande, sarà 
pure un sistema completo e regolare; e così di seguito. 

La (11) si dice fonmia di postulaeione o caratteristica e Tespressione 

che dà il numero delle condizioni (indipendenti) a cui è sottoposta una 
^*' , quando n è sufficientemente alto, per avere le multìplicità espresse 
dal dato gruppo base, si dice postulaeione di tale gruppo *). Un sistema 
completo 1 4>*' I si dice regolare se la sua dimensione e quella dei sistemi 
successivi I <&*+^ 1 , 1 4>"+* | , ... (completi rispetto allo stesso gruppo base) 
sono date dalla formula di postulazione (11). Per un sistema non rego- 
lare (irregolare o sovrabbondante) la dimensione f/^ data dalla (11) dicesi 
dimensione virtuale e la differenza fra essa è la dimensione effettiva Pn , 
cioè a» = Pn — p n > si chiama sovrabbondanza. Onde, per un sistema qua- 
lunque, detta inoltre ^ la deficienza del sistema completo in cui esso è 
contenuto, si ha 

(12) P- = l";^'") - 1 - KÌ;^^-^ ^) - *.(" ^l; ^) - ... - K^in+ 1) - t,_.+o„ - 8, . 

La dimostrazione dei teoremi a) , &) , e) si farà per induzione, ammet- 
tendo che i teoremi stessi (già dimostrati per r = 2 , r ^ 3) sussistano 
negli spazi subordinati di Sr di dimensione <^r — 1. 

13. — Si arriva dapprima al teorema e) con considerazioni affatto 
simili a quelle del n. 8, e che per ciò presentiamo qui brevemente. 

Si fa crescere n così che il sistema completo | 4>*' | seghi sopra un 
iperpìano generico (o un sistema, che diremo l 'f *" | , il quale, completato 



^) Da questa espressione si passa a quella data dall' Hilbert nella Memoria 
Uéber die Theorie der algébraischen Formen (Math. Annalen, 36, 1890, a pag. 612) 
indicando con d la massima dimensione delle varietà base e trasformando colla 
identità 

(r)=c)+(;)U.)+-+(.M (")+(:)■ 

salvo che le x^ , X| , ... , x<{ della espressione di Hilbbrt sono funzioni lineari a 
coefficienti interi delle suddette Aq , A^ , ... , Ar-f. 

17 
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se occorra, sia regolare (come si può per il teorema a) ammesso neirSr-.i)- 
Se per tale valore di n il sistema | tp"" \ non è completo, si può crescere n 
cosi che ciò si verifichi. lu. vero, dicasi 1 9? | il sistema completo in coi 
|<p**| è contenuto e supponiamo anzitutto che il dato gruppo base sia 
composto solo di V^^i , Vr_3 ,..., Vi, cioè non contenga punti base. L'iper- 
piano 0) vari in un fascio generico, ossia intomo ad un Sr-i generico, 
e per ogni sua posizione si stacchi una f r razionalmente. Il luogo di 
essa sarà una ipersuperficie t di ordine n-^k se A; è la multiplicità di 
Sr^s per essa: e questa ipersuperficie si potrà far passare per una 77 
scelta a priori in uno degli iperpianì (o del fascio. Si noti poi che in an 
punto M dMntersezione dì co colla Vi base (i^^^*, in un punto M generico 
della varietà d' intersezione di co con un'altra V< base it'*^^, gli S^-i tan- 
genti a r passano per T Si T Si ivi rispettivamente tangente alla Y] 
alla Vi (n. 1). Di tali Si od S^ soltanto un numero finito è incidente 
(cioè rincontra rispettivamente in un So od in un Sv_i) ad un Sr-« gene- 
rico : sicché un iperpiano co generico del fascio non può essere tangente 
in alcun punto M a t, ma sega t in una ^ff (oltre T Sr-2 i""'^^)) 1& quale 
ha in M la multiplicità (jl; questa è adunque la multiplicità di M per r. 
Le ipersuperficie t per conseguenza sono tutte contenute nel sistema 
completo 1 4>*^^ | definito dal considerato gruppo base. La sezione di 
questo sistema con un iperpiano generico a> abbraccia quindi ogni iper- 
superficie di co costituita di ogni yf e di ogni Sr-t k^^^^: ma, (per il teo- 
rema b) ammesso neirSr-i), se n è abbastanza alto, il sistema minimo 
che contiene ogni tale ipersuperficie è il sistema \^T^^\ completo e re- 
golare (rispetto al gruppo base sezione) ; dunque questo sistema coincide 
col detto sistema sezione. 

Se nel detto gruppo base vi sono punti base, in generale bisogna 
ancora crescere n-^k perchè la sezione sia un sistema completo e regolare 
(analogamente a ciò che si è detto nel n. 8). Il teorema e) è quindi di- 
mostrato. 

14. — Passiamo ora a dimostrare il teorema a). Anche qui si procede 
in modo analogo a quello tenuto nel n. 9. 

Dette Pn , pn^i le dimensioni (effettive) di due sistemi lineari completi 
(rispetto allo stesso gruppo base) | ^'^^ | , | *** | , ed r^ , 0^ , è« , rispetti- 
vamente dimensione, sovrabbondanza e deficienza del gruppo base del 
sistema sezione di j ^*' | con un iperpiano generico a> (a^ avendo significato 
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per il teorema a) già ammesso in S^^i), dalla 

si trae (sostituito r — 1 al posto di r nella (12), valida appunto in S^O 

Pn-P^. = ( 7_, )- g *.( ,_i_3 ) + o«-8n, 

ove le i< sono le costanti relative al gruppo ^ase sezione del dato 
coU'iperpiano w e quindi non dipendono affatto dai punti base di 14>"| i). 
Aggiungendo alla precedente le altre che se ne ottengono col dare ad n 
i valori n + 1 , n+2,..., n+»»» si ha: 

/n + r— 1\ , /n+l+r— 1\ /n + m + r — 1\ 

P^-r.^,= ^ ^^^ j + ( ^^^ J + - + 1 r-1 j- 






[("::;!:vr;rs:rv-r::r-r']i+ 



ossia (per la formula in nota al n. 9) 



Per n>J il sistema 1^*"! seghi sopra un iperpiano generico un 
sistema completo e regolare (n. 13). Allora, dalla precedente, fatto n = Z 
e posto 

(onde /c^^,, contenendo Z, dipende anche dai punti base) si ricava 

,„=C+»+n-,-'-|-.f+»+--). 



^) Queste Ai essendo poi quelle che compaiono anche nella formula finale 
(15), resta cosi provata l'affermazione che segue T enunciato del teorema a). 
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Adunque si ha 

05, .=("r)-i-x*.("|i7r7l.p« -^'-. 

(giacché, per n=Z— 1, questa diviene la (14)), che è la formola (11) 
da dimostrare. 

Per i valori di n inferiori ad l — 1 si trova subito la differenza fra 
la dimensione effettiva pn e la virtuale f/n (n. 12) del sistema lineare 14>^l . 
Basta porre nella (13) n + w=Z, tener conto della (14) e poi sostituire 
n-|-l ad n: si ottiene 

<— M+l <— «4-1 

sulla quale si possono ripetere le osservazioni del n. 10. 

15. — Dimostriamo da ultimo il teorema b) con procedimento pure 
conforme a quello del n. 11. 

Essendo n sufficientemente alto, per il teorema a), i sistemi completi 
|4>**| , l**^* I , |<l>*^*| sono regolari e quindi, dette p» , p^i , p^+t le rispet- 
tive dimensioni, si ha 

/ (n + r\ ^ *1^ , /n + r— i— 2\ 

P" =( r ) -'" Z '^ r-i-2 ) 



(16) 



\ 






Se |<l>r^{ è il sistema lineare di minima dimensione che contiene 
ogni <l>'^^ insieme ad ogni iperpiano ed è p'^2 la sua dimensione, si ha 
P«44 ^p'«-K- Prendiamo in S^ due generici S^_i, che si seghino secondo 
S^^t, e consideriamo i due sistemi lineari che si ottengono aggiungendo 
rispettivamente ad ogni <l>*^^ quei due Sr^i* Il sistema di appartenenza 
dei due sistemi avrà la 'dimensione 2p«^i — p^ e sarà certo contenuto nel 



— 261 — [Cap.11.» 11.15-16 

sistema delle ^T"^ che passano per V Sr-t- Qual è la dimensione di 
quest'ultimo sistema? Per il corollario di e), (sempre supposto n abba- 
stanza elevato) il sistema, che indicheremo con | f *^^ | , segato su Sr-^ da 
|4>*+^| è completo e regolare ed inoltre, per il teorema b) ammesso 
neU^Sr^t, è pure completo e regolare il sistema minimo che contiene 
ogni <p*+* in unione ad ogni Sr-s di Sr-t- Ma 1 4>?+*| sega su Sr-» un sistema 
contenente ogni <p*+^ insieme ad ogni S,.-3: dunque il sistema segato da 
|4>r+*l sopra Sr-2 è il sistema completo e regolare t?"^*| (che ha lo stesso 
gruppo base di 1?*+^ ® che è pure segato da |4>'*+*|). 

La dimensione di questo sistema | f^"^ { è, per il teorema a), 

ove (cfr. nota al n. 14) le A:o ) ^i !•••) K^ sono le medesime di quelle che 
compaiono nelle (16): e quindi la dimensione cercata sarà (n. 17, Gap. lO.^') 
la differenza fra f^^^^ — 1 e questo numero. Si avrà adunque 

donde, per le due prime delle (16), 

-TM^rti^*)-rt:7i7vrt7-i7')] 

ovvero (per la formula in nota al n. 11) 

cioè, per la terza delle (16), p'n+«>pn+2 e per conseguenza (ricordando 
che p'n+2^piH-2) si ha f/n+s = Ph-«- Quindi i sistemi j**^*! , \<i>T^\ coinci- 
dono. Ed ora, ragionando nel solito modo (n. 7), si conclude il teorema b). 
16. — Dell'argomento trattato si vuole oi;a esaminare un caso parti- 
colare rimarchevole, cioè la postulazione di una varietà di S^, ad r — h 
dimensioni, ^r-h nelle ipotesi seguenti: 1.* che ^r-h sia V intersetione di 
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A (^♦") ipersuperficie Fi, Fj,... ,Ffc di ordini qu(dunqi4e ni, n,, ... , n^*); 
2.* cÀ6 4>r-h (irriducibile o no) non contenga alcuna parte ') multipla, 
pur potendo possedere singolarità qualsiansi (costituenti varietà di dvmen- 
sione <Cr — h). 

Questa questione si collega con un'altra pure assai importante. Ma 
prima, ad evitare inutili ripetizioni, notiamo che, dalle ipotesi fatte, segue 
che U<Ch delle date ipersuperficie Fi, F„...,F^ si tagliano in una varietà 
di dimensione r — hf e senz^ parti multiple, altrimenti le rimanenti h — h' 
ipersuperficie segherebbero questa in una varietà di dimensione >>r — h 
avente parti multiple : e segue pure che, tagliando h'<,h di dette iper- 
superficie con un S;t generico, si ottengono in questo h' ipersuperficie segan* 
tisi in una varietà di dimensione k — h' e senza parti multiple, altrimenti 
si contraddirebbe di nuovo alle ipotesi stabilite. 

17. — Le forme Fi , F2, ... ,Fa determinano ciò che per brevità diremo 
modulo (in senso più ristretto di Kronecker e di Hilbert) e che indicheremo 
con (Fi F|...F/,), cioè la totalità di tutte le forme F rappresentabili con 
combinazioni lineari di quelle, ossia date dalla 

(17) F=AiFi + A,F,+... + A,F,, ») 

essendo Ai, A^, ... , A^ forme di ordini convenienti (n — ni, n — n,, ... ,n':-nx 
se n è l'ordine di F). La varietà <t>,._^ si chiamerà varietà base del modulo. 

Or bene, Taltra questione, a cui si è accennato nel n. precedente, è 
di ricercare la condizione necessaria e sufficiente affinchè una forma F 
appartenga al modulo (Fi Fs-.F^), cioè affinchè Tequazione F = di una 
ipersuperficie si possa scrivere nella forma A1F1+A2FX + — +AfcF/^=o, 
0, come diremo, corrisponda ad una forma F data dalla (17). 

Dimostreremo insieme i due seguenti teoremi: 



^) Per non moltiplicare i simboli indicheremo con F una ipersuperficie di Sr 
ed anche la forma ad r 4- 1 variabili a?o ,Xj , ... , x^ , che è il primo membro della 
sua equazione (onde si dirà indifferentemente la superficie Fo la superficie F«=0): 
avvertendo però che mentre ad una forma corrisponde una sola ipersuperficie, 
viceversa ad una ipersuperficie corrispondono infinite forme che differiscono fra 
loro per fattori costanti. 

^) Si ricordi, anche per il seguito^ che parie di varietà (riducibile) significa 
una varietà di egual dimensione, che entri a comporre quella. 

3) Come si suole e come già si è fatto anche altrove, col segno — si indica 
identità. 
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1.° Se h ipersuperficie Fi,F2,...,Ffc {h^r) si tagliano in ima varietà 
^r-h ài dimensione r — A, priva di parti multiple, la condizione necessaria 
e sufficiente perchè una ipersuperficie corrisponda ad una forma F data 
dalla (17) è che l'ipersuperficie passi per ^r-h' Se F è rappresentabile 
nella forma (17) è ovvio che F=0 passa per ^r-^^. Basterà adunque di- 
mostrare che: a) Se F=0 passa per ^r-x la F è rappresentàbile nétta 
forma (17). 

2.® La postulojnone di una varietà ^|.-\i senza parti mtiUiple, inter- 
sesAone di h ipersuperficie Fi , Fj , ... , F;^ degli ordini ni , nt , ... , n^ rispetto 
ad una ipersuperficie F diordine n qualsiasi è 



(18) 



("r)-2('"^''0+2(""v^V...+ 



+ (-l)*"^y (**"**** "^ -...-w,\_i -l-^\^/ jxfc/n- ni -«,-... -nfc+r\ 

ove per ii , ii iz , ... , ii it ... i^-i si devono porre tutte le combinazioni ad uno 
ad uno, a due a due ,...,ad h — 1 ad h — 1 dei numeri 1,2,..., A; ed 
ave inoltre si deve porre zero per ogni simbolo combinatorio nel quale il 
numero superiore è <ir. Notisi bene che T indicata postulazione vale per 
qualsiasi ordine n, a differenza del caso generale (n. 12), per il quale 
si richiede che l'ordine n sia superiore ad un certo limite. Questo 2.^ 
teorema sarà dimostrato se si proverà che : b) Il sistema lineare di iper- 
superficie 

(19) Al Fi + A, F, + ... + A^ F, = , 

di cui è dato comunque Vordine n e di cui sovu) parametri variabili i coef- 
ficienti delle forme Ai , A« , ... , A^ (degli ordini n — ni , n — n2 , ... , n — n,,) 
ha la dimensione 



(20) 



2f"';'"0-2;('""'r'^')+-+ 



, / jx,.-,Ww-Wi, -ni,-...-ni^_i+r\ ^__jj^_i/n-ni-n8-...-n;,+r\ ^^ 

giacché, per il teorema 1.^, il sistema (19) dà tutte e sole le ipersuperficie 
che passano per ^r~h ; o quindi il numero delle condizioni indipendenti 
che questa presenta ad una ipersuperficie di ordine n che debba conte- 



)è la sua postulazione rispetto alla ipersuperficie stessa, si ottiene 

io il numero (20) da (" + M — 1. 

- La dimostrazione delle due proposizioni antecedenti a) , h) si 
ultaneamente per via induttiva. Si osservi cioè che le due pro- 
sussistono quando h = \: perciò le avremo dimostrate in ogni 
mdo, ammettendole vere per h — 1 ipersuperficie, riusciremo a 

per A. 
piamoci dapprima della proposizione h). Per dimostrarla si ap- 

la formala (6) del Gap. I." (cfr. anche n. 2, Gap. I0.°), agli k 
ineari AiFi = 0,ikiFt = 0,...,AjkF,t = appartenenti al sistema 
?er chiarezza ammettiamo dapprima che esistano i sistemi lineari 
azione dì questi a due a due, atre a tre, ... . Due, ades., AiF, =0, 

s'intersecano nel sistema XF| F,= 0, ove X indica una forma 
ienti variabili di ordine n — n, — tt,; giacché per ogni ipersaper- 
ane deve aversi A, Fi ^^ A^ Ft e quindi, poiché le forme F, , F, sono 

fattori comuni cioè prime fra loro (per l'osservazione del n. 16, 
i'= 2), deve essere F, divisore di A* ed insieme F, di Ai (onde 
X , A, = F, X). L' intersezione di tre sistemi A, Fi = , A, F, = , 
» si troverà cercando l' intersezione del sistema X Fi F, = (ad es.), 
ione dei due primi, col terzo A3F3=0. Dovrà essere A» Fa^XFiF,, 

forma F^ che è prima col prodotto Fi Ft dovrà dividere X e però 
azione cercata sarà il sistema lineare YF|FtF« = 0, ove Y indica 
ma a coefficienti variabili di ordine n — «i — «,~»h. Analoga- 

quattro sistemi AiF, = , AsFs = 0, AaFj = 0, A*F4 = 0, s'inter- 
lel sistema ZFiF,F3F, = (Z di ordine n-ni-nt-n^-n^: ecc.. 
e le dimensioni degli h sistemi considerati, delle loro intersezioni 
dae, a tre a tre, ... ad h — 1 ad h — 1 e della intersezione di 



noti, anche per il sedilo, che dae (o più) Bìstemi lineari di ipersaper- 
o stesso ordine IXj fi ^-0, l^tii «i, ^0 (>.j , [ij, parametri) appartengono 
la £>-! fi -\--fK ft =0, perchè ogni sistema congiungcnte quei due ai- 
'c contenere ogni iperauperficie dell' uno ed ogni ipersuperficie dell'altro, 

ogni ipersuperficie del fascio formato con queste, cioè ogni ipersuper- 
terzD sistema (qualsiansi le >.< , ini )' Questa oBservazione del resto è in 

contenuta nel n. 7 del Gap. 1,°. 
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tatti gli h sistemi sono rispettivamente 
(21) (»-»H. + r|_j|«-«,-«^+r\_j |n-«,-«^-...-»*^.+rj_j^ 

/n-ni-nt-... -n^+r\ , .. . . , ^ h\ 

Verifichiamo ora, come occorre per Tapplicazione della surricordata 
formula, le condizioni di regolarità (n. 19, Gap. 1.®). Un sistema qualunque 
A3F3=0 sega (ad es.) i due sistemi AiFi = 0, A,F,=0 in XFiF8=0, 
X'FjF3=0 che appartengono al sistema XFiF3 + X'F,F3=0. D'altra 
parte AsFs^ sega il sistema AiFi -^ AcF3=0 a cui appartengono i due 
considerati in un sistema che si ottienedairidentità AsFs^AiFi-j-A^Fs, 
la quale, non potendo F3=0 passare per T intersezione di Fi=OF| = 
né per una sua parte (n. 16), mostra che A8=0 passa per questa in- 
tersezione e quindi (per il teorema a) ammesso per h — 1 forme) 
As^XFi + X'F,: cosicché il detto sistema d'intersezione di A8F8=0 
e di Al Fi + A, F3 = é lo stesso X Fi F3 + X' F, F3 = di prima. Adunque 
uno qualunque degli h sistemi é in posizione regolare rispetto a due 
(e in modo analogo a più) dei rimanenti. Similmente si verificano le altre 
condizioni di regolarità : anzi le dimostrazioni si riducono aUe stesse ora 
dette soppressi fattori comuni. Ad es., XF3F4=0 é in posizione regolare 
rispetto ad X'FiF4 = , X"F2F4 = 0, perché i sistemi in cui li sega ap- 
partengono al sistema Y Fi F3 F^ + Y' Fj F3 F4 = 0, mentre X F3 F4 = sega 
X'FiF4-|- X"FjjF4 = in un sistema proveniente dall'identità XF3F4^ 
X'FiF4 + X"F3F4, il che dà (come prima) X=YFi + rFt: e però 
ecc.. 

Quando non esistono tutte le intersezioni di cui si é discorso, cioè 
si ha n<Cni + W|+ ... + w^, le condizioni di regolarità per quelle che 
non esistono sono soddisfatte per sé, mentre per le altre vale la dimo- 
strazione precedente (cfr. n. 20, Gap. l.<^). Possiamo adunque applicare 
la (6) del Gap. 1.^ per qualunque valore di n, purché per le dimensioni 
(21) dei sistemi lineari che non esistono si ponga — 1, ovvero nelle 
espressioni (21) si ponga zero per ogni simbolo combinatorio nel quale 
il numero superiore é <!^. Abbiamo così che la cercata dimensione del 
sistema lineare (19) é, con questa convenzione. 
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+(-i)'-2 (""*■""* 7"~"''-+')-'~""(»-i) + 

donde segue subito la (20), che si voleva dimostrare. 

19. — Ed ora si arriva a stabilire la proposizione a) coU'aiuto del 
seguente lemma ^) — Se una ipersuperficie F=0 insieme ad un iperpiano 
che tagli 4>r^s i^ tma ^r-h-i senza parti multiple (ad es. un iperpiano 
generico, per il n. 16) corrisponde ad una forma appartenente al modulo 
(Fi F2 ... Fx) , anche la forma F appartiene a questo modulo. 

Premesso che valgono tali e quali le osservazioni del n. 16 applicate 
alle sezioni delle Fi = 0,..., Fj^ = coir iperpiano, si ha intanto, per Tipotesì» 
supposto che questo iperpiano sia Xo=0, T identità 

(22) ^oF = AiFi + A,F2+...+A^F;,. 

Se Al (ad es.) ammettesse il fattore Xo, cioè fosse Ai^a;bA'i, basterebbe 
osservare, per giungere al teorema, che, per la (22), T ipersuperficie 
F— A'iFi = passa per la *^_fc+i priva di parti multiple (perchè tale è 
la Or-0> intersezione delle F, = , F3 = , ... , F;^ = (non potendo, per 
r ipotesi, :ro=0 passare per essa per una sua parte), e quindi la forma 
F— A'iFi appartiene al modulo (F^Fs^.F^) in virtù della proposizione a) 
supposta vera per h — 1 forme. Sicché possiamo ritenere che nessuna 
delle Ai ammetta il fattore Xq. Non può essere poi che alcuna delle F< 
abbia questo fattore, altrimenti la sezione di <t>^_^ con Xo=0 non sarebbe 
una 4>^^H-i. Facendo quindi nella (22) :ro=0, si ottiene 

Ai(Oa:i...a:^)Fi(Oa:i...a:,.) +... + A^ {OXi...Xr) F^ {OXi.,.Xr) ^0 

e si trova che l'ipersuperficie (di a;o = 0) Ai (Oxi...Xr)F{Oxi...Xr)=0 (ad 
es.) passa per la varietà comune alle Fj (Oa?i ...Xr) = , ... , F* (Oa?i ... Xr) = 



^) Questo lemma è caso particolare di una proposizione assai più generale. 
Cfr. il n. 4 della recente Nota di Severi, Su alcune proprietà dei moduli di forme 
aigebriche (Atti dell*Acc. di Torino, 41, 1905). 
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sezioni delle F2^0,...,Fk = con a?o=0: la quale varietà comune deve 
essere una <t>*r_* senza parti multiple (n. 16). Siccome la F, (Oa;i...a?^) = 0, 
sezione di Fj = con Xo = 0, non passa per questa 4>*^_a , né per alcuna 
sua parte, perchè, di nuovo, nel caso contrario, Xo = segherebbe ^r-h 
in una varietà di dimensione maggiore di r - h — 1 , per la proposizione 
a) ammessa per h — 1 forme, dovrà essere 

Ai(0Xi,..Xr)^B2{Xi...Xr)Ft(0Xi...Xr) +...+ Bk{Xi...Xr)Fk (OXi...Xr). 

Questa (esprimendo che il resto dì una divisione per Xq è zero, qualsiansi 
Xi, rct , ... , Xr) conduce alla 

Ai(Xf^l...Xr)=Bi(^l,..Xr)¥t(X^l,..Xr)+...+Bh(Xi.,,Xr)¥h{X^l,.^r)'^ 

e, confrontando colla (22), 

a:oF=a:oA\F,+ (A,-hB,FOF,+... + (A.+BKFx)F.; 

la quale dimostra, collo stesso ragionamento fatto sopra, che la forma 
F— A'iFi appartiene al modulo (F.Fs — FO. Quindi si ha 

F=A\Fi + A',F, + ... + A\F. 

che prova il lemma enunciato. 

20. — Cominciamo dal dimostrare la proposizione a) nel caso A=r, 
nel quale le ipersuperficie Fi=0,F,= 0,...,F/^=08Ì tagliano in »int...n/^ 
punti tutti distinti (n. 16). Questi punti rappresentano certamente nin,...nK 
condizioni indipendenti per una ipersuperficie di ordine n obbligata a con- 
tenerli quando n abbia un valore opportunamente grande (>.nint...ns - 1 
per la nota del n. 4) ; cioè le ipersuperficie di questo ordine, passanti per i 

detti punti, formano un sistema lineare di dimensione 1 ^ j - 1 - ni nt ... n^^ . 

Ma è facile vedere che questa, per un valore pure opportunatamente 
grande di n ( ni+W2+ —+Wfc P^r il n. 18), è anche la dimensione (20) 
del sistema lineare (19), di cui le ipersuperficie passano per gli stessi 
punti, cioè che, per un tale valore di n, si ha la postulazione (18) 

(22) f'+*)-2;("-i:'^V^r""T ""*)—•+ 
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eguale ad nin^.n^ ^). In vero la (22) è funzione intera di grado h nelle 
ni ,^2, ...,%, la quale riducesi a zero per ni = (e analogamente per n^ = 0, 
— )^A=0), poiché i termini si elidono manifestamente a due a due, ed 
è quindi eguale a Cnint...n;^, essendo C indipendente dalle ni,nt, ...,ni^: 
e si trova poi G==l, notando che nella (22) il prodotto nin2...nj, è dato 
soltanto dair ultimo termine e che vi compare col coefficiente 1. Si conclude 
che, se n è opportunamente grande, il sistema lineare (19) coincide col 
sistema lineare delle ipersuperficie passanti per gli ni n^.n^ punti co- 
muni alle Fi=0 ,F8 = 0,...,F,^=0, e però che una ipersuperficie F = 
per questi punti e di quell'ordine è rappresentabile nella forma (19). 

Se ora, mantenendo per n il detto valore, si prende una ipersuper- 
ficie F di ordine n — 1 passante per i detti ni n, ... nj, punti e si associa 
ad un iperpiano generico, si ha una ipersuperficie di ordine n rappre- 
sentabile, per ciò che si è dimostrato, nella forma (19): ma allora, per 
il lemma del u. 19, con una equazione di questa forma sarà pur rappre- 
sentabile la F isolata. Similmente dalle ipersuperficie di ordine n — 1 si 
passa a quelle di ordine n — 2 : ecc. . La proposizione a) resta così di- 
mostrata per r = A. 

21. — Sia ora h=r — k (i^l). Applicheremo un nuovo processo 
d'induzione, mediante il quale potremo ricavare il caso presente da quello 
considerato avanti. Supporremo cioè che la proposizione a) sia vera 
quando il modulo contiene h forme ad r variabili {h<ir) e dimostreremo 
che allora la proposizione è pur vera quando il modulo contiene h forme 
ad r-f 1 variabili. Siccome la proposizione fu dimostrata se il modulo 
era di h forme ad A + 1 variabili, ne seguirà che è vera se il modulo 
è di A forme ad A + 2 variabili, ed allora se è di A forme ad A + 3 va- 
riabili..., ed infine se è di A forme ad A4-A;+l=^+l variabili, ossia 
in S,., 

Adunque T ipersuperficie F = 0, di ordine n, passi per la <t>r^K inter- 
sezione delle ipersuperficie Fi = , F2== , ... , F^ = (ad r + 1 variabili 
rcoi ^1 , — , ^r). Segando con un iperpiano, ad es. a^ = 0, così che la se- 
zione della ^r-h sia una 4>^_;,_i senza parti multiple, in forza della pro- 
posizione ammessa per r variabili, dovrà essere 



^) Per un valore di n inferiore al detto limite la dimostrazione seguente non 
è più valida per le convenzioni introdotte nel n. 18. 
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donde 

F(a;oiCi ...Xr)^ki{xi ...Xr) Fi (x^x^ ...Xr)+-..+A„ {Xi ...Xr)FH (aJoa?! ...Xr) + 

■^XoT(XoXi...'Xr) 

la quale mostra che la ipersuperficie F = di ordine n — 1 passa per 
4>^_fc. Se n è uguale all'ordine minimo, che diremo a, delle ipersuperficie 
passanti per ^r-h, deve essere F^O, e l'ultima relazione prova la 
proposizione. Se poi n = y.-^q (g^l), ragionando su F come si è ra- 
gionato su F e seguitando, avremo una successione di forme F , F, F', ... , 
degli ordini n , n— r, n — 2 , ... , le cui ipersuperficie corrispondenti pas- 
sano per 4>r-~fc- Dicasi F*^ T ultima di esse non identicamente nulla: al 
più i=q, giacché la forma F'+*^, essendo di ordine a — 1, deve essere 
identicamente nulla. Ne viene che F'^ appartiene al modulo delle Fi,Ft, 
... , Fa ed allora anche F*"*^ e così via, fino ad F: come si voleva dimo- 
strare ^). 



^) n procedimento esposto è dovuto a Sbvbri. Veggasi la sua Nota: Rap- 
preèentazUme di una forma qualunque ... (Bend. della R. Accad. del Lincei, 11 
(5), 1902). Avvertasi soltanto che il teorema *&J, ottenuto qui immediatamente 
coll^applicazione della formula (6) del Gap. 1.^, fu dal Severi dimostrato dapprima 
per n abbastanza elevato in quella Nota, e poi per n qualunque nell'altra Nota : 
Su alcune questioni di postulaziane (Rend. del Gire. mat. di Palermo, 17, 1902). Si 
deve anche menzionare la Nota, A proof of Noether '« fundamental Theorem 
(Math. Ann., 52, 1899) della 8ig.°^ Scott, in qualche punto afQne al suddetto 
procedimento. 

E qui rimandiamo il lettore alla Nota di Severi, citata nella nota al n. 19, 
nella quale sono notevolmente estese le cose esposte sopra (in seguito a risultati 
algebrici del Laskbr) e, fra altre proprietà, è dimostrato il seguente teorema di 
KoBNiG (pag. 398 del libro citato nella nota *) al n. 2, Gap. 9.o) : — Se, in Sr , Fi=0, 
... ,Fr"»0 hanno soltanto Z punti multipli comuni colle rispettive mulHplicità 
rt*^ , ... , p^^*Hi = 1 , ... jl)ed ivi presentano il caso semplice (n. 16, Gap. 8.®),oanrfi- 
eione su f fidente perchèsia F«=AiF,-|-... + ArFr èche F«=0 abbiainquei punti 
multiplieità p\*^+ ... + p^^'J — r + 1. H qual teorema è, nel caso r = 2, un celebre 
teorema di Noether (per la bibliografia relativa a quest'ultimo, cfr. Brill e 
NoBTHBR, Die Entwichelung der Theorie der algebraischen FunctUmen in tìlterer 
und neurer Zeit (Berlin, 1893), pag. 350 e seg.: e cfr. anche il citato lavoro della 
8ig.°<^ Scott). Ulteriori estensioni del teorema di Noether danno Torblli nella 
Nota: Sopra certe estensioni del teorema di Noether (Atti della B. Accad. di Torino, 
41, 1905), e G. Z. Giambblli nella Nota: Alcune estensioni ... (ivi). 
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Capitolo 12.<> 



Cnrre rasionaU, 



1 . — Le coordinate di un punto x sieno funzioni razionali, intere 
(prime fra loro) di un parametro X, 

(1) x,=f,{\) (i = 0,l,...,r). 

Ad ogni valore di \ corrisponde un punto x, ed al variare di X si ottiene 
una curva, le cui equazioni nascerebbero dalle precedenti eliminando il 
parametro. Se, viceversa, ad un punto generico x della curva corrisponde 
un solo valore di X , cioè vi è corrispondenza biunivoca fra i punti della 
curva ed i valori del parametro la curva è razionale (n. 17, Gap. 9.^). Ma 
ciò si può ancora affermare se ad un punto generico x della curva cor- 
rispondono n 0>1) valori Xi , Xt , ... , X^ del parametro X? La risposta è 
affermativa ^), come ora mostreremo: onde seguirà che curva raeionàle 
è ogni curva le cui coordinate sono funzioni rcufionaii intere di un para- 
metro. 

Basterà provare che si può trasformare razionalmente il parametro X 
in un nuovo parametro (t, per il quale si abbia la corrispondenza biu- 
nivoca. Ciò si ottiene subito osservando che i gruppi di numeri (Xi>^...XJ, 
corrispondendo biunivocamente ed algebricamente ai punti x della curva, 
costituiscono, come questi, una totalità algebrica ed anzi un^ involuzione 
00 \ perchè ogni numero del gruppo individua x e quindi gli altri numeri 
del gruppo. Adunque i nominati gruppi saranno dati (n. 5, Gap. 10.<^) da 
un'equazione della forma cp — (jl<|) = (ove f,^ sono funzioni razionali 



*) LuROTH, Betotia eines Satzes ilber ratlonale Curven (Math. Ann., 9, 1876). 
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intere di grado n in X) ; la quale appunto dà la richiesta trasformazione 
razionale 

(2) , = |. 

Per questa è chiaro infatti che si corrispondono i punti x della curva ed 
i valori del nuovo parametro {i biunivocamente, onde è dimostrato quanto 
volevasi. 

Le coordinate Xi di uu punto della curva si potranno quindi esprimere 
in funzioni razionali, intere, prime fra loro, del parametro (i 

(3) x, = 6,(j^) (i = 0,l,...,r). 

Il grado massimo m delle 6^ (o, introducendo Pomogeneità nel parametro, 
il loro grado comune) è l'ordine della curva, perchè, sostituendo le (3) 
nella equazione di un iperpiano generico, si ha un'equazione del grado 
m che dà i valori del parametro (j. corrispondenti biunivocamente alle 
intersezioni dell' iperpiano colla curva. Invece, dicendo m' il grado mas- 
simo delle fi nelle (1), colla stessa considerazione, corrispondendo adesso 
ad ogni punto d'intersezione n valori di X, si ha m'=^nm. 

2. — Per trovare eflfettivamente la sostituzione (2), si può, come si 
disse nel n. 5 del Gap. 10.<>, (ove si adottarono altre notazioni), prendere 
due (certo esistenti) delle r funzioni fi così che il loro rapporto prenda 
Io stesso valore solo per gli n valori Xj , X2 , ... , X^ . 

Ma si può procedere in altro modo, che ora esporremo, e che fornisce 
anche un mezzo per giudicare, date le (1), se avvenga il caso conside- 
rato e quale sia il valore di n. Consideriamo l'involuzione dei gruppi 
(Xj Xt ... X J come una corrispondenza simmetrica fra due parametri X , X^ 
(n. l. Gap. lO.^'). L'equazione della corrispondenza moltiplicata per X-X^ 
sia Q(XXi) = o, dell'ordine n tanto in X quanto in X^,. Siccome questa è 
soddisfatta se per X si pongono gU n valori Xj .Xj^, ... ,Xh, la funzione 
2(XXi) è divisibile per le differenze X — Xi,X — X, , ... ,X — X,,, cioè, a 
meno di un fattore indipendente da X (per essere Q di grado n in X), 

si ha 

2(XX0 = (X— Xi)(X — X,)...(X — X;). 

Prendansi ora le funzioni 

W A(X)/",(X,)-A(X)A(XO (i+i;i,i = 0,l,-..,r). 



[Caf. ld.« n. 2] 
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Queste, in virtù dell'ipotesi fatta sulle (1), si annullano simultaneamente 

per X=Xi , X, , ... , X^ e non per altri valori, altrimenti per più di n valori 

f (X) 
del parametro X i rapporti 4--)^ prenderebbero lo stesso valore, cioè si 

avrebbe un medesimo punto x della curva. Né può darsi che esse am- 
mettano uno dei valori X^ , X, , ... , X^ come radice multipla, perchè se si 
avesse 

i\ - — ■ f^i 

0, ciò che è lo stesso. 



f'i(^)fs0^i)-f'i(h)f<Q^i) 

fi 9-y 



= 



JX— X, 



ossia 



d fi (X) 

dX fs (X)J,^,^ 



= 0, 



si avrebbe (Xi essendo variabile come X) 



AW 



= cost. , 



contrariamente al supposto che le fi sieno prime fra loro (del resto, 
sussistendo le precedenti, la curva si ridurrebbe ad un punto). Ne de- 
duciamo che il prodotto (X — Xi)(X — X,)... (X — XJ è il massimo comun 
divisore delle (4) e quindi per ottenere Q(XXi) basta costruire questo 
massimo comun divisore ^). Ciò fatto, si può avere Hubito la sostituzione 
(2) ordinando Q (X XO in X^ (ad es.), osservando che i rapporti dei suoi 
coefficienti (di grado :<n in X) restano invariati sostituendo Xi , Xt , ... , X« 
a X, e prendendo per [i uno (certo esistente) di questi rapporti il quale 
sia variabile con X (onde uno almeno dei termini di esso sarà di grado n). 
Ed ora, per giungere alle (3), rimane solo da notare che Xifj(k) - a:j/»(X), 
ordinata in X, deve essere divisibile pery — [t^, pure ordinata in X, 
essendo amendue nulle per X=Xi ,X|t, ... ,X,^, quando Xi.Xj sieno le 
coordinate del punto della curva corrispondente a X. Eseguendo la di- 



^) Se il massimo comun divisore è lineare in X e in X| , ciò significa che 11 
caso considerato (n > 1) non si verìfica. 
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▼isione ed annullando identicamente il resto della divisione, che sarà 

lineare nelle x^ , x^ e razionale in (i, si ricava il rapporto -^ in funzione 

razionale di |i, come si voleva. 
Esempio. Sia 

a;o:ah:«f=(X*+l)*:X(X"+l):X^+3X"+l. 

Il massimo comun divisore delle differenze (4) è, nel presente caso, 
XXJ— (X*+l)Xi-f X^O(XXi): cosicché si ha n = 2, e si può prendere 

{t= 7" . Le espressioni in X: 

a^(X^ + 3X« + l)-a?,(X«+l)« 

divise per Xjt— (X*+l) danno rispettivamente per resto 

{t(jtX— l)(a;i{i.— a;^,) 

Adunque 

e la curva considerata è una conica (di equazione (x^ — Xo)xo=Xi*). 

3. — Vedemmo (n. 6, Gap. 9.^) che per una curva qualunque irriducibile 
C*" di ordine n appartenente ad uno spazio Sr si ha r^n e che, se 
r=n (n. 10, Gap. 9.^), la curva è normale. Nel caso di r=n aggiungiamo 
ora che C è anche ragionale e priva di punti multipli. Premesso che r — 1 
suoi punti qualunque appartengono ad un Sr-ti altrimenti esisterebbero 
Sr.i aventi più di r punti comuni con C, si vede che si verrebbe allo 
stesso assurdo se G'' possedesse punti multipli. Inoltre un S^-i mobile in 
un fascio, la cui base S^-s sia (r — 1)- secante di C dà i punti di G** uno 
ad uno e però questi corrispondono biunivocamente ed algebricamente 
ai valori di un parametro (quello del fascio). 

4. — Ora si ha il teorema : — Una curva rajrionale qualunque G*' d'or- 
dine ri appartenente ad uno spaeio Sr* {n' ^ /) ei pub sempre pensare come 
proiejrione di una curva C di ordine r^n\ appartenente ad uno spcurio 
Sr (curva razionale normale, per ciò che si è detto avanti) ^). 



*) Siccome deve essere r > r', almeno in una delle due diseguaglìanze r>n' 
n' > r' deve valere il segno superiore. 

19 
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In vero le coordinate Xo,Xiy.., ,Xr' di un punto variabile di C*' sieno 
date dalle formule 

oi^i=fi{^) (i=0,l,. ..,/), 

le fi{\) essendo razionali intere, prime fra loro e di ordine <, fi (una 
almeno di ordine =n ). L'ipotesi che la C*"' appartiene ad Sr' è espressa 
dal fatto che le dette r' -\-\ funzioni /*< (X) sono linearmente indipendenti 
(cioè che la matrice dei coefficienti delle potenze di X nelle funzioni stesse 
è diversa da zero) : giacché, se ciò non fosse, sussisterebbe, qualsiasi X, 
una relazione lineare (o più) fra le x^ , Xi ,..., x^' e quindi C*^' apparterrebbe 
ad uno spazio subordinato di S,.. Segue che si potranno scegliere (in 
infiniti modi) nuove funzioni, razionali intere in X, /V.|.i(X) , /*r44(X),..., 
/V(X), di cui una almeno di grado r, così che tutte le r+1 funzioni 
/I)(X) , f\ (X),..., fr' (X) ,..., fr (X) sieno linearmente indipendenti e prime 
fra loro. Allora, preso uno spazio S^ passante per S^* ed assunta in esso 
come piramide fondamentale quella costituita dalla piramide fondamentale 
dì Sh e da altri r-/ punti (indipendenti fra loro e dai vertici di questa), 
le formule 

«i=A(X) (i=0,l,... ,r) 

definiscono in S^ una curva (razionale) QT di ordine r. La sua proiezione 
fatta dall' Sr-r'-i fondamentale opposto ad Sr' (individuato dai detti r — r 
punti) su questo spazio, è appunto C*' (n. 8, Gap. 2.®), L'Sr-r_i avrà co- 
muni con C** r — vi punti, come si verifica anche direttamente. 

Se l'ordine ti di C*' è >-r', prendendo r^=n\ si trova che C*' è 
proiezione della curva C** dello stesso ordine (onde Io spazio Sr~r'~i da 
cui si proietta non avrà punti comuni con C**). Ne risulta che le curve 
di ordine r di Sr sano le sole curve razionali normali, È adunque la stessa 
cosa dire curve di ordine r di S,. o curve razionali normali. Da queste 
curve, per il teorema dimostrato sopra, si può far dipendere Io studio 
di qualsiasi curva razionale. 

5. — Le proprietà delle curve razionali normali sono facili estensioni 
di quelle note per la coniche di Ss e per le cubiche (gobbe) di Ss. 

Una curva razionale normale C'' ammette una doppia generazione 
proiettiva (una sola se r == 2). Se si considerano infatti r S^-t che sieno 
suoi (r — l)-secanti (Cfr. n. 3), i fasci di S^^i che proiettano da questi 
Sr~t i punti della curva sono proiettivi fra loro (nota al n. 1, Gap. 3.<»), 
ogni punto della curva essendo T intersezione di r S^.i corrispondenti» 
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Bappresentiamo gli r fasci proiettivi con equazioni della forma 

intendendo (come può sempre farsi) che i detti r S^.i corrispondenti si 
ottengono ponendo in queste equazioni lo stesso valore per X. Allora le 
coordinate di un punto qualunque di C annullano la matrice (cioè tutti 
i suoi minori di 2.<» ordine) 

Ui Ut ... Ur 

Vi Vf ... Vr 

Segue che, prese le due stelle proiettive 

P-l**! + I^Wl + ... +^r Wr = 

che hanno evidentemente per centri due punti qualunque di C e nelle 
quali gli Sr-i corrispondenti sieno dati dai medesimi rapporti dei para- 
metri {!., ogni punto di C è comune a due Si corrispondenti (che s^ in- 
contrino) delle due stelle (Cfr. n. 12 Gap. 7). Dunque utM curva rcunonale 
normale di Sr può riguardarsi come il luogo détte intersesfioni degli iper- 
piani corrispondenti di r fasci di iperpiani proiettivi (aventi per sostegni 
Sr-s (^ — \)' secanti qualsiansi della curva), o come U luogo delle intersejrioni 
degli Si corrispondenti (che si tagliano) di due stelle proiettive (aventi per 
centri punH qualunque della curva). 

È manifesto che gli r fasd proiettivi del primo modo di generazione 
le due stelle proiettive del secondo modo possono prendersi affatto 
genericamente. Cosi, segando due stelle proiettive generiche con un S^^i 
pure generico, si vede subito che il luogo del punto comune a due Si 
corrispondenti (che s'incontrano) è una curva di ordine r. Se ne trae che 
per r+3 punH dello spastio Sr, dei quali r+ 1 non sieno mai in un iper- 
piano, passa una ed una scia curva ragionale normale. 

&. — Sul secondo modo di generazione si osservi ancora che gli S^^ 
intersesioni degli S^.i corrispondenti sono tutti e soli gli Sr.t (^ — 1)- se- 
canti di C. Infatti, se un S^-t è T intersezione di due iperpiani cor- 
rispondenti delle due stelle, la proiettività fra queste subordina una 
proiettività fra le stelle coi medesimi centri contenute rispettivamente 
nei due iperpiani, e quell' S^^t taglia queste due stelle in due spazi omo- 
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grafici sovrapposti ad r — 2 dimensioni che hanno in gen«ral« r — 1 punti 
uniti appartenenti evidentemente a C". Viceveraa risulta subito che ogni 
S,_t (r — 1)-Becante di C è intersezione di due iperpiani corrispondènti 
delle due stelle. 

Freso un punto dello spazio S, , l'Si che da va al centro di una 
stella ha un S'i corrispondente nell'aUra stella; gli S'r_i che passano per 
rS't=OS'i hanno per corrispondenti nella prima stella gli S,-i passanti 
per rSj corrispondente all'S't, il quale St contiene l'S,. Si hanno così due 
stelle proi;;ttive dì sostegni S, , S'i: gli S^_, intersezioni degli S,_i cop 
rispondenti di tali stelle sono tutti e soli gli S,-% (r— t)-secanti di C 
passanti per 0. 

7. — Le coordinate di un punto variabile di una curva C (razionale 
normale) di S^ saranno date in funzione di un parametro X dalle formule 
seguenti: 

f a;„=AoX' + BoX-' + ... + C,X + D„ 

\ ic,=A,X^+B,X^-' + ... + C,X+D. 
(6) \ 



\ ir,=A,X' + B,X'-' + ... + C,X+D,, 
nelle quali dovri essere il determinante 
A, Bo ... CoD. 



A, B, 



. C.D, 



A. B, . 



, CD, 



+ 0. 



altrimenti la curva C data dalle (6) apparterrebbe ad uno spazio subordi- 
nato di Sr (C&. n. 4). Se si fa quindi la trasformazione di coordinate 
definita dalle formale 

a^ = A,y„+B,y,+ ... +Doy, 
3=1 = A, y, -t- B,y, + . . . + D, 8f , 



fl:r=A,y(,+B,yi- 



.+D,y, 



e per comodità si tornano a chiamare Xt,Xi,..., z, le nuove coordinate 
y*>yu—,yr, è chiaro, dal confronto di queste equazioni con le (€), die 
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le nuove coordinate saranno espresse dalle formule 

Una prima immediata conseguenza di queste formule è che tutte le curve 
ragionali normali di Sr sono proiettivamente identiche. 

8. — Applichiamo' le (7) a determinare Tiperpiano osculatore alla 
curva C in un suo punto qualunque ossia l'iperpiano che ha ivi r punti 
infinitamente vicini comuni con C ^). 

Se 

€oiBo+£ia?i+ ... +ÌrXr = 

è Tequazione di un iperpiano qualunque di Sr, T equazione 

ottenuta da essa col sostituire alle coordinate Xi le loro espressioni (7), 
dà i valori del parametro \ corrispondenti agli r punti secondo cui T iper- 
piano medesimo taglia C: dunque, se questi r punti devono tutti raccogliersi 
nel punto corrispondente al valore Xi del parametro, il primo membro 
dell'equazione precedente non può differire che di una costante da (X — Xi)**; 
e quindi le coordinate ii deir iperpiano saranno (posto X invece di Xi) 

€o=l,€I=-(^)x,€. = Qx^...,5. = (-l)^x^ 

Di qui risulta prima di tutto che la varietà od^ degli iperpiani osculaiori 
di Cr è ragionale, e poi, tenendo presenti anche le (7), che la correlazione 
involutoria dello spazio S^ che è definita dalle formolo 

(8) 5o = a?r,€l=— L Ja?r-l,St= (o)^»-»» ••• j5r = { ^Y X^ 

trasforma la curva C* nella varietà dei suoi iperpiani osculatori. Si ha 
cosi, questa correlazione essendo un sistema nullo se r è impari e un 
sistema polare se r è pari, il teorema di Clifford *) : — Ogni curva C 



*) Per ima curva qualunque un St-i dicesi osculatore in un punto se ha ivi 
un contatto i i'»"*'' colla curva ; e dicesi invece iperosculcUore o stazionario se ha 
ivi un contatto (i-f-l)*'""*" o maggiore. 

*) On the dassificaUon of loci (Philos. trans, of the rovai Soc, 1878). 
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male normale di S^ può trasformarsi, con vna eorrdatiùme inedutoria 
ì un sistema nuUo o un sistema polare aecondochè r è impari o pari, 
varietà dei suoi iperpiani osculatori (ad ogni ponto di C conispon- 
lo il relativo iperpiano oscnlatore). 

fel caso di r pari C giace sulla quadrìca degli elementi incidenti 
sistema polare ed i suoi iperpiani oscalatori sono iperpiani tangenti a 
ta quadrica. Nd caso di r impari gli r punii di contatto di r iper- 
i osculatori a C partenti da un punto P qualunque di S, determinano 
perpiano che passa per T; giacché, nel sistema nullo, l'iperpiano cor- 
mdente a P passa per P e per i punti corrispondenti a quegli iperpianL 
botiamo anche quest'altra proprietà. Un S^i di coordinate 



-(0 



la per polo nel sistema (polare o nullo) definito dalle (8) un pnnto 
oordinate ( — !)'£,,( — I)'""'£r-i, — .ì»- Le coordinate T)o,iii,...,i]r-i 
n S'r_i coniugato a queir S^-i debbono quindi soddisfare alla 

(-ir5r»i.+ (-ir-'t-.>i. + ...=o. 

questa è appunto la condizione che esprime che il gruppo G è conìn- 
al gruppo G' di r punti segato su C dall' SV-i cioè dato dalla 

i),X' + Y,,X'-' + ... = 

. nota al n. 3, Gap. 10.*'). Adunque due gruppi di r punti coniugati 
1 una curva ragionale normale sono segati da due iperpiam coniugati 
ito al suddetto sistema (polare o nullo). 

i. — Quando le formule che danno i punti di una C sì scrivono nella 
la (7) od anche, introducendo l'omogeneità nel parametro, nella forma 

a!< = ),'-*[i' (i = 0, l,...,r), 

laro che l'iperpiano Xt^O taglia C in V punti, dei quali r — t si 
ilgono nel punto corrispondente al valore del parametro ed i nel 
:o corrispondente al valore oo del parametro, ed inoltre che il punto 
i giace sopra C. Reciprocamente, prendendo la piramide fonda- 
tale ed ii punto unità nelle condizioni ora dette, si ottengono le 
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(7). Queste formule possono adunque scriversi per una C in qo' modi 
(potendosi scegliere arbitrariamente su di essa i tre punti corrispondenti 
a 0, 00, 1). 

(>-+l)(r+t) 

Osservisi inoltre che, nel caso di r impari, sono qo * i modi 
diversi nei quali le equazioni di un sistema nullo si possono mettere 

nella forma (8) (n. 6, Gap. 5.^) e che, nel caso di r pari, sono qo * i 
modi nei quali le equazioni di un sistema polare si possono mettere nella 
stessa forma (8) (n. 8, Gap. 6.^). Se ne deduce che, dato un sistema nuUo 

in uno spazio S,. (r impari), esistono oo * = oo « curve 

raeionaii normali di Sr, che sieno da qud sistema nuUo trasformate nella 
varietà dei loro iperpiani osculatori^ mentre, dato un sistema polare in uno 
spazio Sr (r pari), le curve razionali normali che si comportano in modo 

analogo sono oo * = oo « 

In due spazi' successivi Sr , Sr-i [r impari) le due infinità sono le 
medesime. 

10. — Aggiungasi ora alla proprietà del n. 8 T osservazione generale 
che ogni proiettività (omografia o correlazione) fra gli spazi S^ di due 
curve razionali normali, per la quale Tuna si trasforma nell'altra, dà 
origine, come è manifesto, ad una proiettività subordinata fra i punti 
delle due curve. Viceversa una tale proiettività dà origine ad una proiet- 
tività fra gli spazi. Giò si vede nel modo più semplice supponendo date 
le due curve dalle formule 

Xi^V"^ , y< =(!.'-* (i = 0, l,...,r). 

Se si pone (ad es.) nelle prime formule X= ~\j^ e s'introducono poi 

le seconde formule, si trovano le coordinate Xi di un punto della prima 
curva espresse linearmente per le coordinate del punto (o iperpiano cor- 
rispondente) della seconda; le quali espressioni, dando alle Xi ,yi varia- 
bilità generale, dimostrano l'asserto. 

Sono adunque oo'le trasformazioni proiettive (omografie o correlazioni) 
di una curva razionale normale in un'altra: in particolare sono oo' le 
trasformazioni proiettive di una curva razionale normale in sé stessa ^). 



^) Proprietà dì queste trasformazioni trovansi in Loria, Sulle curve razioncdi 
normali ... (Giornale di Matematiche, 26 (1), 1888). 
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Fra le correlazioni che mutano i punti di una curva razionale normale 
nei suoi iperpiani osculatori trovasi il sistema nullo o sistema polare già 
considerato (n. 8). 

11. — Determiniamo le quadriche passanti per una curva razionale 
normale C. Le (7), ad es., danno 



Xi Xf Xr 



I 

I 
9 



e quindi -^-r — ^quadriche 

x^Xt — iuì = , x^Xz — iCia^ == , . . . , x^Xr — X\ iCr— i = , 

XiX^ — ^ = , . . . , a?ia?r — ^Xr-\ = , 



Xr^lXr ai^i = 



linearmente indipendenti (come è facile vedere), che determinano un 

r (r-1) 



— 1 



sistema lineare co < di quadriche passanti per C. Ora questo è U 
sistema lineare di tutte le quadriche passanti per C ; il che si prova os- 

servando che tutte le quadriche di Sr sono od > , che esse segano 
sopra C r involuzione formata da tutti i gruppi di 2 r punti e che quindi, 
se il detto sistema lineare è oo', deve aversi (n. 17, Gap. 10.<>) 



^'(♦•+3) ^ , „ 
^ J ' —t—1 =2r 



donde appunto 



,= !fcl)_l. 



12. — Se prendiamo sopra la curva (razionale normale) C di Sr r - m 
punti (m<Cr) e dall' Sr-m~i , cui essi appartengono, proiettiamo C sopra 
un Sm da esso indipendente, si ha in S^ una curva G*^ (razionale normale). 
Applicando a questa le cose precedenti seguono altre proprietà per la 
G** di Sr. Gosì avendosi, per il n. 8, che da un punto 0' di S» partono 
m Sm-i osculatori a G"", i cui punti di contatto determinano un S«,.i polare 
di 0' in un sistema polare se m è pari o in un sistema nullo se m è impari, 
ritornando alla curva primitiva, si ha che per un punto qualunque di 
S> e per r — m punti di C"" passano m iperpiani aventi altrove un contatto 
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m^"^^ con C: Viperjriano mdivichuUo da quegHi r — mpunti^ doè dai loro 
Sr-m-i I ^ da questi m punii di contatto corrisponde al punto^j se m è 
pari, in un sistema polare singolare con lo spasio fondama/ntàle ^r-m^\ i «> 
seme impari, in un sistema nullo singolare collo stesso spajno fondamene 
tale, onde in questa ultimo caso Viperpiano passa anche per (anzi per ' 

13. — Si può invece (per il n. 4) applicare il metodo delle proiezioni 
a dedurre proprietà di una curra razionale qualunque da quelle di una 
curva razionale normale. Ad es. consideriamo le C razionali di S^.i , che 
nascono proiettando la C di S^ da un punto estemo ad essa. 

Siccome da partono r Sr.i osculatori di C**, segue senz'altro che 
esistono, per una C ragionale di S^-i , r S^-i stouAonaH od iperosculatori 
(cioè con contatto r^™^). Anzi, ser è impari, i punii di contatto di quesU 
r Sr-t appartengono ad un Sr^ (per un teorema del n. 8). Nel caso par- 
ticolare r ^ 3 si ha una (? con punto doppio (per il n. 6, mentre, se 
r>>3, la C di S^iuon ha in generale punti multipli): i suoi tre flessi 
sono in linea retta. 

Dalla proprietà del n. 12, essendo il centro di proiezione e ponendo 
(ad es.) m=r — 1 , si ricava che, quando r è pari, da un punto P di una 
G** ragionale di Sr-^i partono r — 1 Sr-ti ciascuno avente con C contatto 
(r — 1)P"»*«, e V Sr_t determinato da questi punti di contatto passa per P. 
Ad es., per ogni punto P di una quartica gobba di 2/ specie (di Ss) pas- 
sano tre piani che osculano altrove la curva: i tre punti di contatto sono 
in un piano che passa per P. 

Particolari C razionali di Sr-i si ottengono assumendo particolari 
posizioni per il centro di proiezione. Ad es., se S^^ ha con C di Sr 
contatto (i-j-l )»"»*<> in un punto ed Sr-* contatto (r— A +!)»'»*• in un 
altro punto, prendendo per il centro di proiezione il punto comune 
ai due spazi Sjt , Sr-j^, si trova una C di Sr~i con due spazi Sa_i , S^.».! 
aventi rispettivamente colla curva contatto (i+ 1)'"**» (r-i-j- 1)p«»*« «). 



^) Osseirazione di Brambilla nella Nota, Intorno aUe curve ragionali ... 
(Bend. del R. Ist. lomb., 19 (2), 1886). 

') Varie proprietà di questo caso particolare ed altre del caso generale si 
trovano dimostrate, per via algebrica, nella trattazione di Lobia, Intorno alle 
curve rasionaU d^ ordine n deUo spazio ad n — l dimensioni (Bend. di Palermo, 
2, 1888). Una trattazione completa, col metodo delle proiezioni, della quartica di 
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Dì questa è caso particolare la quartica di 2.' specie con due tangenti 
osculatricf^). 

14. — Per una curva razionale qualunque (non normale) accenniamo 
pure a queste altre proprietà che si collegano ad importanti ricerche 
* algebriche *). 

Gli iperpiani di una stella di sostegno Sr^K^i segano sopra una C 
(razionale normale) di S^ una involuzione Ir . Dello spazio Sr-k-i si con- 
sideri Io spazio coniugato S\ nel sistema polare o nullo che trasforma 
C** nella totalità dei suoi iperpiani osculatori, spazio S\ che è il luogo 
del punto comune agli r iperpiani osculatori a C nei punti di un gruppo 
(variabile) di quella involuzione. Per ciò che si è dimostrato nel n. 8 
(ultimo alinea), T involuzione l;~^~^ segata su C dagli iperpiani della 
stella S\ è coniugata ad I^ . 

Se ora si proietta C dall' Sr^K-i sopra un S\ si ottiene in questo 
spazio (supposto che Sr-]t~i non abbia punti su C) una curva razionale 
F'', e la proiezione della I^ è T involuzione segata su f da tutti gli iper- 
piani (S^i) del proprio spazio. La involuzione coniugata a questa cioè, 
per quanto si è detto, la proiezione della l;-''-^ è ciò che dicesi invclusione 
fondamentale sopra V. Anzi tale nozione si estende nel modo seguente. 

Ritornando alla curva razionale normale C, si consideri su di essa 
r involuzione segata dai piani di una stella il cui sostegno &r-h-i con- 
tenga Sr_fc-i (*>A) e prendasi di nuovo 1' S\ (contenuto in S\) coniugato 
ad Sr^h.i (nel suddetto sistema polare o nullo). Le due stelle di S^ aventi 
per sostegno Sr-.^-! , S\ segano su C due involuzioni coniugate; e, 
quando si passa a f* di S\, si ha su questa una involuzione segata 
dagli iperpiani per un S^^h^i (intersezione di S^-a-i ed S**), e la involu- 
zione ad essa coniugata. Quest'ultima è Vinvóltmone relativa aU*Sx^h--i' 
V involuzione fondamentale è contenuta manifestamente in tutte le invo- 
luzioni di r** relative agli spazi subordinati di S'^jt- 

L' involuirìone fondamentale di una cu/rva ragionale V di un 8% {r^k) 
possiede in generale un gruppo ed uno sólo giacente in unHperpiano nd- 



2.* specie (di S3) è lo Studio geometrico della quartica gobba razionale di Marlbtta 
(Annali di Matematica, 8 (3), 1902). 

*) Cfr. Cremona, Sopra una certa curva gobba di quarfordine (Bend. del R. 
Ist. lomb., 1 (2), 1868). 

') Cfr., anche per le numerose indicazioni bibliografiche, Berzolarx, Sulle 
curve razionali ... (Annali di Matematica, 21 (2), 1893). 
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rtmieo caso in cui sia ad un tempo r impari e h pari. In vero, perchè 
un grappo di r punti dì detta involuzione sia in un S]t.i , questi e i 
loro r punti obbiettivi sulla curva razionale normale G*" devono essere 
sopra un S^^i , il quale quindi deve passare non solo per Sr^j^i , ma per 
S\ . Ora ciò esige che questi due spazi coniugati s' incontrino, il che in ' 
generale non è se r è pari (cfr. n. li, Gap. 6.®) e, quando r è impari, 
avviene se k pari e non in generale se A; è impari (n. 5, Gap. 5.®). 

Per una C razionale di S^-i V involuzione fondamentale si riduce ad 
un solo gruppo, quello degli r punti di contatto degli r S^^t stazionari 
(giacenti in un &r-t, se r è impari, come già vedemmo nel n. 13). 

15. — Un S<-cono (n. 3, Gap. 9.^) irriducibile ed appartenente ad 
Sr è segato da un Sr-i-i generico (indipendente ' quindi dal vertice S^) 
secondo una curva dello stesso ordine p del cono (i punti della quale sono 
le traccio degli spazi' generatori), onde dovrà essere (n. 6, Gap. 9.^) 
p^r — i — 1 . Tale curva sezione e in generale ogni curva, giacente sul- 
rS<-cono, che abbia un solo punto comune (variabile) con ciascun spazio 
generatore dicesi curva direttrice. Un S,-cono rajrionale ha (n. 21, Gap. 
9.^) le sue curve direttrici pure razionali. 

Le proprietà degli S<-coni razionali si traggono quindi facilmente da 
quelle delle curve razionali. Ad es. dimostriamo il teorema, che ci occor- 
rerà in seguito: — Per p-{~ 1 punti di un Si -cono ragionale, d^ ordine p, 
appartenente ad Sr, presi su altrettanti spaet generatori, passa una curva 
(razionale) direttrice di ordine p . Vedemmo che p ^ r — i — 1 . Ora se 
p=r^ — i — 1, il teorema è immediato. Infatti un Sp generico sega il cono 
in una curva d'ordine p appartenente air Sp e quindi razionale normale, 
cosicché p-{-l spazi generatori qualsiansi, passando per p-f 1 punti della 
curva (cfr. n. 3) appai*tengono ad S,., e per conseguenza p -|- 1 punti presi 
comunque (fuori di Sj) su detti spazi generatori debbono essere indi- 
pendenti (altrimenti questi spazi apparterrebbero a spazio di dimensione 
inferiore ad r), cioè determinano un Sp che sega pure in una curva ra- 
zionale normale di ordine p. 

Se p>r-i- 1, si consideri la G^ determinata nel cono da un S,.«i_i 
generico e si faccia passare per questo spazio un Sp indipendente da S^ 
onde si amplierà lo spazio ambiente ad un Sp^.^^.!. Poscia si prenda 

in Sp un Sp-r+< indipendente da Sr.<-.i e si consideri una Gf razionale 
normale di cui la G^ sia proiezione dal detto Sp>r+i (n. 4). Proiettando 



k G? dairS< (o anche da nn qualunque S, deU'Sp.,+ti+i ^S()-.4.fBt. 

indipendente dall' Sp-r+i) si ha un S<-cono appartenente ad S|h.<+i. di 
cui quello proposto è proiezione dall' Sp_,+i sopra l' S, e per il quale ha 
luogo la condizione del primo caso considerato (cioè p = (p+i+l)-i- J). 
TI tAArama valevole per questo caso, ei trasporta quindi per proiezione 
caso. 



Capitolo 13.* 



Superflole rlir^^te nudonalL 



i. — Dal n. 10 del Cap. 9.^ (ultimo alinea), posto ks^2, risulta che 
una superficie di ordine r — 1, irriducibile ed appartenente ad Sr % V|'*\ 
è normale. Ora si può aggiungere che è rcufioHàley giacché, presi r — 2 
suoi punti generici, dal loro S,.^ una Vp^ è manifestamente proiettata 
(in modo biunivoco) sojHra nn Sf 

In seguito si troverà (Gap. 14t.^) che le Yp^ di S^ sono rigak (luogo 
di oo^ rette) ad eccezione di una particolare superficie di Ss. Qui vogliamo 
escludere questa superficie, cioè limitarci allo «tudio delle Yi'^ rigate 
di Sr; le quali sono rcufionàU sia come luogo dei loro od' punti, il che 
si è veduto or ora, sia come luogo delle loro od' generatrici <cfr. n. 21, 
Gap. 9.^)y il che si vede segando ecm un S^-^i generico e notando che 
la sezione (luogo delle traccio delle generatrici) è una curva irriducibile 
d'ordine r — 1 appartenente allo stesso S^-i e però una curva razionale 
normale. 

Quest' ultima osservazione mostra anche, per essere una curva razio- 
nale normale priva di punti multipli, che una Vp^ non ha linea multipla. 

2. — L* importanza del suddetto studio è resa manifesta dal seguente 
teorema : — Ogni superficie rigata raaUmale éH ardine r — 1 di uno ^^curio 
Sr', se r^r\ si può dedurre per proienone da una Vf""* rigala rfi 8r. — 

Infatti seghiamo la data superficie rigata razionale, che indicheremo 
con Wt~S con un Sr .-i generico di Sr, e sia G'*"^ la curva razionale sezione. 



*) Si avverta bene che T irriducibilità e l'appartenenza (agli spazi rispettivi) 
delle superficie che in appresso si considerano, sono sempre sottintese. 
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Questa, preso un S^ per TS^. e in esso un Sr_r-i indipendente dall' Sr», 
si può sempre pensare come proiezione (n. 4, Gap. 12.<») da questo S^-^.i , 
di una curva razionale normale F'""^ giacente in Sr-i^Sr-r.-i-Sr'-i. 
Un Sr-t di tale Sr_i condotto per rS^-r-i sega F*"""* in r — 1 punti 
Pi , P2 , . . . , Pr_i indipendenti, aventi per proiezione altrettanti punti 
Fi , P'2 , ... , F^^i di C*""* esistenti nelF Sr-« intersezione di queir Sr-i 
coll'S^_i. Prendasi per questo Sr.-t, in S^-, un altro SV_i, il quale se- 
gherà Wf~* in un'altra curva razionale Cp^ passante per Fi , F» ,..., Fp_i 
e proiettata dall' S,.«r_i in un cono di ordine r — 1. Per i punti Pi , P,, 
... , Pr-i e per un altro punto generico P^ di detto cono passa una curva 
Fp* (n. 15, Gap. 12.«), appartenente alFS^-i^PiPt... Pr-iP». e quindi 
razionale normale, avente per proiezione Gf~* dallo spazio Sr-r-i • Le due 
curve F*""^ , Ff* sono riferite in corrispondenza proiettiva perchè lo sono 
le G*"""* , Cr* dalle generatrici di W|"\ ed hanno gli r — 1 punti comuni 
Pi , Pi ,..., Pr-i uniti in quella corrispondenza. La rigata luogo delle rette 
congiungenti i loro punti corrispondenti appartiene ad Sr ed ha per 
proiezione Wf~\ come è chiaro: inoltre è di ordine r — 1, il che fi prova 
nel modo seguente. Si consideri, in un fascio di iperpiani di Sr , la cor- 
rispondenza (r — l,r — 1) che ha luogo fra due iperpiani proiettanti 
due punti corrispondenti di F""*^ , Ff^ e si noti che la corrispondenza 
ha 2(r — 1) iperpiani uniti (n. 18, Gap. 9.®), dei quali r — 1 vanno agli 
r — 1 punti comuni sunnominati : sono adunque soltanto r — 1 le gene- 
ratrici della rigata incontranti un S^-s generico (base del fascio d' iper- 
piani). Il teorema è così dimostrato. 

La dimostrazione fu fatta considerando la Wp^ razionale come luogo 
di generatrici: ma ora, dal teorema stesso, per un'osservazione del n. 1, 
segue che essa è razionale anche come luogo di punti. Viceversa una 
superficie rigata razionale come luogo di punti. Io è come luogo di ge- 
neratrici, perchè nella rappresentazione (biunivoca) della superficie rigata 
sopra un St, le generatrici saranno rappresentate da un sistema di curve, 
di cui passa una sola per un punto generico dell' St cioè (n. 5, Gap. 10.<^) 
da un fascio di curve, e però ecc.. 

Notiamo anche che dal teorema discende essere la stessa cosa dire 
yi"^ rigata di Sr rigata razionale normale. 

3 — Una Vi"^ rigata di Sr che aibia un punto multiplo è un cono: 
giacché un Sr~.i generico per un tal punto P sega la rigata in una curva 
d' ordine r — 1 che evidentemente appartiene all' Sr^i e che, avendo P 
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multiplo, non può essere una curva razionale normale, cioè deve spezzarsi 
in parti. Di queste una sola potrà essere una curva propriamente detta, 
perchè se fossero più, la rigata si scinderebbe in tante rigate le cui ge- 
neratrici taglierebbero queste varie curve. Sicché ogni Sr-i per P con- 
tiene (almeno) una generatrice di Yi"^, la quale (poiché le generatrici 
sono 00^) dovrà quindi passare per P: onde ¥«""* è un cono. Volendo ora 
occuparci delle rigate razionali normali, escluderemo che queste sieno 
coni, e però, parlando di V;~^ rigate di S^ , intenderemo d'ora innanzi 
(nel presente Gap.) non coni ^). 

Un Sr-i taglia una Vp' rigata di S^ in una curva razionale normale 
d'ordine r — 1, oppure in una curva d'ordine m<ir — 1 incontrata da 
tutte le generatrici e in r — 1 — m generatrici : ma non può mai la curva 
d' intersezione scindersi in due o più curve proprie per una ragione detta 
dianzi. Possiamo aggiungere che ogni Gurva G"", irriducibile, cP ordine 
m^r — 1, gi(icenie su una Vf""^ rigata di Sr, è una curva rasionale nor- 
male, vale a dire esiste in uno spazio S,»- Occorre dimostrare la proprietà 
per m>*l. In tal caso, se G"* esistesse in uno spazio S^i e fosse ^<C.fn, 
per Su e per r— 1 — \k punti generici di VJ"^ e quindi per le r — 1 — |i 
generatrici passanti per questi punti (in quanto tutte le generatrici devono 
incontrare C"*) si potrebbe far passare un S^-i segante Vj"* in una curva 
(composta) di ordine m + r-l-|i>r-l,il che^non può essere. 

Segue che ogni G"* irriducibile giacente su una Yi"^ rigata di Sr, 
quando K^ntK^r — 1, incontra ciascuna generatrice in un punto, cioè, 
come dicesi, è curva direttrice. 

La dimostrazione fatta sopra prova anche che una curva d'ordine 
w<Cr — 1 composta di una curva direttrice (di ordine >:1), e di gene- 
ratrici non può appartenere ad uno spazio di meno che m dimensioni. 

4. — iSfe G"* , G* sono due direttrici (irriducibili) di una Vf "^ rigata di 
Sr , degli ordini m , n rispettivamente, deve essere m-\-n^r — 1 . Infatti, se 
fosse invece ♦» + *»<*•— 1 (e quindi m<r — 1 ,n<r — 1), ogni gene- 
ratrice di Vf"^ dovendo incontrare G** e C* e queste essendo contenute 
rispettivamente in spazi S^ ed &n (per ciò che si è detto sopra), la Yi"^ 
sarebbe contenuta nello spazio a cui questi appartengono, di dimensione 
al più m+n-\-l<ir, contrariamente all'ipotesi che Vp^ appartiene ad Sr. 



^) Per le proprietà di queste Vp^ cfr. Sbgrb, Stdle rigate razionali ... (Atti 
della B. Accad. di Torino, 19, 1884). 
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Si può certamente far passare un S,_, per k generatrici di V;~' se 
t= -- quando r è pari e se ft= — j— quando r è impari. Iia residna in- 
tersezione dell' Sr-i con Vf-' è una linea di ordine —5— se r è pari e di 
ì —^ se r è ìmpari, la quale è irriducibile in generale, ma in 

articolari (cfr. n. 12) può spezzarsi in 1 , 2 , ... generatrici ed in una 
rice residua {poiché tutte le generatrici incontrano S^-i). Si prova 

'esistenza dì una curva direttrice di ordine <, se r è pari e 

— se r è dispari. Ma, per la proprietà superiore, V;~' non può 
due direttrici di ordine <, -—- se r è pari, né due direttrici di 
} <; --■ se r è impari ; quindi ogni su/perfiàe rigata Vt di S, amr 
una «rfo direttrice di ordine minimo e precisamente di ordine ^ 
! pori e di ordine <^ —^ se rè import, ad eceeeione dd caso, in 
ssendo r impari, l'ordine minimo ddla direttrice sia proprio — ^ — . 

isulterà in seguito che esistono effettivamente rigate razionali nor- 
in cui l'ordine della direttrice minima ha, nella limitazione suddetta, 
i^alore che più ci piace e che, nel caso di eccezione, esistono <»> curve 

rici minime dì ordine — ^ . Dal che deriva una classificazione 

te, come sì vedrà, carattere proiettivo) delle rigate razionali normali 
!cie a seconda dell'ordine della (0 di una) direttrice minima. Per r 



e aggiungere la specie dei coni (in cui l'ordine della direttrice mi- 
è zero). 

— jSe una rigata Vp' di S, Ao la (od una) direttrice minitna (F or- 
mi k generatrici qtuUunque di V|^* sono imUpendmti no, seeon^xkè 
t+1 ovvero t>-f»+l. 

ia S{ lo spazio a cui appartengono m-\-l generatrici qualunque: 
(n. 4) 5^2m+l^r— 1 se r è pari e 5<;2m + l:^i- se r è 
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impari. Segue che, se 5 = r, cioè se S^ è lo stesso spazio S^, deve essere 

8=2w+l e le m + 1 generatrici sono indipendenti. Se poi 8<r, lo 
spazio S|) contenendo m-f 1 punti della direttrice minima C"* la con- 
tiene per intero; quindi un iperpiano S^-i condotto per questo Sg e per 

altri r — 5 — 1 (^0) punti di VJ""^ situati sopra altrettante generatrici 
diverse dalle precedenti m -|- 1 , avrà comune con VJ""* la curva C** ed 
(r-8-l)H-(w + l) generatrici, cioè una linea di ordine r — S-\-2m. Ma 
r Sr-i deve segare Vf"^ secondo una linea di ordine r — 1 , dunque 
8 = 2m+ 1 , cioè di nuovo le m-|- 1 generatrici (e quindi anche un nu- 
mero minore) sono indipendenti. Cosi è dimostrata in ogni caso T indi- 
pendenza di k^m-\-l generatrici. 

r+l 
Se fc^w+1 (e naturalmente si suppone A; ^ —^, altrimenti il 

teorema è evidente; onde risulta 2(m+l):^>' — 1), si prendano w+1 
generatrici delle k considerate : esse appartengono, per ciò che si è di- 
mostrato, ad un Stm+i) il quale contiene C"" e quindi taglia in un punto 
ciascuna delle rimanenti k — m — 1 generatrici. Allora A; — m — 1 punti, 
presi sopra queste generatrici uno su ciascuna e fuori di C"*, determinano 
con queir Ssm+i un S^+h (o spazio di dimensione inferiore ad m+A;) con- 
tenente tutte le k generatrici ^). Ma dalla i>m4-l si trae m+ik-<2A:- 1 : 
dunque queste k generatrici non sono indipendenti. 

6. — Continuiamo ad indicare con m V ordine della (o di una) diret- 
trice minima di una rigata Vp^ di S^, e consideriamo k generatrici della 
rigata, essendo k^m.Vn S^-i variabile per esse, cioè (n. 5) per T 82^-1 
a cui appartengono, non può contenere alcuna direttrice fissa; altrimenti, 
facendolo passare inoltre per un punto (esterno a tale direttrice) di Yi^\ 
cioè per VStk congiungente VSi^^i a questo punto, si avrebbe che ogni 
Sr-i per YSiK e quindi VSzk medesimo conterrebbe la generatrice pas- 
sante per il punto stesso, cioè conterrebbe in tutto k-^1 generatrici con- 
trariamente al teorema del n. 5. A simile assurdo si verrebbe se si fa- 
cesse l'ipotesi che rS,._i, variabile per le k generatrici, ne contenesse 
un'altra (fissa), giacché questa dovrebbe giacere neirSa^-i detto. Dunque 



*) Si noti anzi che, se m+fc< r le h generatrici appartengono precisamente 
ad un Sm+k , perchè, se appartenessero ad un S,»+fc_i , per questo e per r — w — A 
punti generici di Vj-^ passerebbe un Sr-i che segherebbe la Vj-* in una curva 
d'ordine m'{-k-\-r—m^k^ri assurdo. 

19 
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tenore intersezione con Vf ' de! considerato S^^i è tutta variabile 
stesso Sr-i ; ed ora aggiungo che è irriducibile '). Infatti, se a coni- 
la entrassero k' generatrici, presi due di quegli S^^i , aventi quindi 
lune con V,^-' l'uno cei-te k' generatrici e l'altro certe altre k' gene- 
ici, rs,_, loro intersezione conterrebbe k' punti di quelle e V punti 
(ueste, anzi, variando un S^_i nel fascio dei due Sr_i, l'S^-i medesimo 
36) verrebbe ad avere comuni con V,'"' infiniti gruppi di analoghi k' 
iti, il cnì luogo sarebbe una curva direttrice esistente in tutti gli S^-i 
fascio. Ne seguirebbe (variando uno solo dei duo S^_i presi) che tale 
va direttrice dovrebbe essere su tutti gli S,_t per le k generatrici, 
he si vide non poter essere. 

Reciprocamente una curva irriducibile C'*"' situata sopra la rigata 
'' e A: sue generatrici qualunque sono sempre situate in un S„, . Con- 
liamo che le cune (direttrici) d'ordine r-k-1 giacenti sopra una ri' 
2 Vi-'rfi S,, a direttrice minima d'ordine m, quando k<^m, si ottengono 
e tagliando la rigata con gli S,._i passanti per k sue genercUrìci quo- 
que. Esse co^ituiscono una serie lineare od''-"' (n. 16, Cap. 10.°) irri- 
iìnle (cioè la curva generica della serie è irriducibile). 
7. — Prima di fare applicazioni del teorema precedente, notiamo 
altra proprietà. 

Anzitutto si ha la proposizione generale: — La rigata generata dalU 
e congiungenti i punti di due curve in eorrispondema hiraeionaU fra 
loro ha per ordine la somma degli ordini deUe due curve diminuita dd 
nero dei punti uniti (se esistono); che si dimostra coll'applicazìoae del 
ncipìo di corrispondenza nello stesso modo tenuto in un caso parti- 
ire nel n. 2. 

Ne discende, osservando che i punti comuni a due direttrici qualunque 
una rigata V;~' di Sr sono punti uniti per la corrispondenza bira- 
nale (proiettiva) data fra esse dalle generatrici, che due direttrici 
Hunque di una rigata Vp' di Sr degli ordini v ,v' si ta^iano in 
-v' — (f-l) punti. 



') Ciò potrebbe dedarsi sabito dal teorema del n. 18, Cap. 10.°, osservando 
, fn caso contrarlo, la curva ^nerica della serie lineare sej^ata dal saddetto 
1 Bopra Vf ~' avrebbe panti doppi variabili nei punti comuni alle generatrici 
Ha curva costituenti l'ulteriore intersezione: ma il ragionamento del testo 
irre a mezzi più semplici. 
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r— 1 

8. — Dal teorema del n. 6, facendovi fc=m= — ^r—, se r è dispari, si 

ricava che ogni Vp^ rigata, la quale ammetta una direttrice minima di 

r— 1 
ordine — ^r— , ne ammette od*; che è una delle affermazioni del n. 4. 

Che poi esista effettivamente una rigata, per la quale Tordine della 
(o di una) direttrice minima abbia un valore fissato ad arbitrio fra quelli 

f 2 Y 1 

che soddisfano alla diseguaglianza m <, —— se r è pari, m <^ —^ se 

r è dispari (che è Taltra affermazione del n. 4), segue dair invertire una 
immediata conseguenza del surricordato teorema. Cioè, esistendo la di* 
rettrice minima C*", per questo teorema, esiste anche una direttrice (irri- 
ducibile) C*■~~~^ e le C"*, C"""""^ appartengono a due spazi indipendenti 
(altrimenti Vp* non apparterrebbe ad S^) e sono riferite proiettivamente 
dalle generatrici della rigata. 

Si prendano adunque, inversamente, due spazi S^ ed Sr-«i-i indipen- 
denti di S^ ed in essi due curve razionali normali riferite proiettivamente 
in un modo affatto arbitrario. Le congiungenti i punti corrispondenti 
delle due curve costituiranno appunto una rigata d'ordine r — 1 appar- 
tenente ad Sr (n. 7), della quale sarà C"* la (o una) direttrice minima, 
giacché, per le diseguaglianze superiori, èm<r — w--l e quindi non 
può esistere altra direttrice di ordine <^m (primo teorema del n. 4). 

9. — La generazione esposta di una Vp* rigata di S^, avente la (o 
una) direttrice minima d'ordine m, conduce spontaneamente ad una forma 
canonica delle equazioni di Vp* di data specie m. 

Infatti si prendano gli spazi S^ , Sr-m-i di due curve direttrici 
C"*, C"*^' come spazi fondamentali opposti della piramide fondamentale 
di Sr, e si supponga (come si può) che le C**, C"""*"^ sieno dati in quegli 
spazi rispettivamente dalle formule 

ed infine si ritenga (come pure si può approfittando deirarbitrarietà che 
ancora rimane nella scelta dei punti 0, oo , 1 sulle due curve) che i punti 
corrispondenti, nella proiettività fra C"* e C''""*^\ sieno dati dallo stesso 
valore del parametro X. I punti della Vp^ si ottengono allora manifesta- 
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mente dalle formule 

Xt=l ,2^ = >.,... ,a;„ = ),'", 3:^1 = 1]., 3;„^=[I.X X, = [LK'-^^ 

scendo variare in tutti i modi possibili i due parametri X , [i.. L'elimina- 
ione di questi parametri conduce alle equazioni di Vp': 



he si possono raccogliere anche nell'annullarsi di una matrice: 

I XiXj ...X^ ^m-iJl ^m+3 ••• ^r \ 

lueste equazioni mostrano in primo luogo che coadisione sufficUtde perchè 
lue rigaie Vp' siano proidtivamerUe identiche è che aibiano direttrici mi- 
ime dello slesso ordine, cioè che le due rigate sieno della stessa specie. Che 
ale coodizione sia anche necessaria è evidente per sé. 

Le equazioni stesse forniscono inoltre una doppia generazione proiet- 
iva della Vj'"', in quanto mostrano che la V;~' può riguardarsi come il 
uogo delle rette d' intersezione degli iperpiani corrispondenti degli r-l 
asci proiettivi 

i) — Xa;i = , ... ,x„^i — Xx„,^0 , x„^i — ^x„^,t^O , ... , x,-i — ì.x^ = 0, 

I come il luogo dei punti d'intersezione degli S, corrispondenti, che si 
agliano, delle due stelle proiettive 

\ti,Xo-\- ... +iim_ia;^i +ti™+i2!«+i + ... + n.r.ia;,_, = 
lifl3;,+ ...+ ^„x„ -(-[^^.a;,^^.... -(- ^,^x, =0 

iventi per sostegni due Si (cfr. n. 12, Gap. 7.°). 

Si noti che la forma particolare delle precedenti equazioni dipende 
lon soltanto dalla scelta particolare degli elementi di riferimento, ma 
lalla specie della rigata. Quando si prendessero r — 1 fasci proiettivi, 
iffatto generici, di iperpiani, la rigata che ne risulterebbe sarebbe la piti 
generale, cioè quella per cui l'ordine della direttrice minima è massimo 

= —^ o — 2~) ; dalla quale specie di rigata si può pensare che pro- 

rengano (come vedremo nel n. 12) le altre specie, spezzando la direttrice 
oinìma in un certo numero di generatrici ed in una curva semplice. 
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10. — La rappresentazione di una Vf* di Sr sopra un piano, accen- 
nata nel n. 1, deve essere ora considerata in modo particolare per le 
Vf~^ rigate di specie w, cioè con direttrice minima C"*. 

Degli r-2 punti, che nel n. 1 si prendevano generici, ne fisseremo ora 
2 k sopra k generatrici qualunque ^i , ^s , . . . , ^h , due per ciascuna, sup- 
ponendo 0^k<im, e i rimanenti r — 2k — 2 punti Pi , Pj ,..., Pr-2*-2 ge- 
nerici, indicando con *!,*«,..., K^zx-^i, lo generatrici (certamente diverse 
fra loro e dalle precedenti) passanti per essi. Le rette g ed i punti P 
apparterranno (cfr. n. 5) ad un Sr-U - od è facile assicurarsi che la proie- 
zione di Yi~^ da questo Sr-s sopra un piano (indipendente da esso), che 
diremo ;:, è biunivoca. In vero un Sr_i generico per l'S^-s taglia Vf*"* 
nelle k generatrici ^ e in una curva residua di ordine r — k — 1 passante 
per gli r- 2A;- 2 punti P ed appoggiata a quelle k generatrici (cfr. n. 6). 
Tale curva è quindi segata da un S,..t di S^-i , passante genericamente 
per rSr-3, in un solo punto ulteriore. 

11. — Troviamo gli elementi eccezionali (fondamentali) della rappre- 
sentazione. Gli r — 2k — 2 punti P individuano una curva direttrice 
Qr-*-« (irriducibile), residua intersezione di Vp* coll'S^-i che passa per 
quei punti, per le k generatrici g e per un'altra generatrice qualunque 
(come segue dal n. 6, per essere 4+1 <w). La C""*"*, ovvero TSr-k^t 
a cui appartiene, ha r — k — 2 punti (che appartengono ad un Sr-^-a) 
comuni coirSr_3, da cui si fa la proiezione: quindi la C"*"* esiste in 
uno spazio proiettante S^-» , onde ha per proiezione un punto solo Q d'in- 
tersezione di Sr-t e Tc. Anzi, considerando l'Si tangente a Vp^ in un 
punto (variabile) di C'""''"* ed osservando che esso ha già un Si (quello 
tangente a C**"*"*) comune con queir S^-j e però giace con questo in 
un Sr-i proiettante, si può dire che la curva direttrice C"*"* determinata 
dagli r — 2k — 2 punti P ha per imagine un punto Q del piano rappre- 
sentativo TT, così che ai punti di C*"'"*"* corrispondono (proiettivamente) le 
direzioni dì i: uscenti rfa Q. Le curve di V^'^ passanti per un punto di 
Qr-.*-t haujiQ pgj. imagini curve aventi in Q la stessa direzione (o tan- 
gente), quella corrispondente al punto stesso. 

In modo analogo si trova che le generatrici hu h^', ..., hr-t\^2 hanno 
per imagini altrettanti punti Ti , Tt , ... , Tr-tk-t di tc, ai punti di una retta 
hi corrispondendo (proiettivamente) le direzioni uscenti dal suo punto ima- 
gine Ti. 

Il punto Q ed i punti T sono fondamentali per tu. Invece i punti P 
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sono fondamentali per Vp* ; poiché i punti di Vf ~' successivi ad un punto 
P, cioè contenuti neir S2 ivi tangente, hanno per imagini i punti della 
retta secondo cui n taglia V S^-i proiettante che passa manifestamente 
per queir S« tangente (e di più quei punti corrispondono proiettivamente 
a questi). Siccome un punto P,- giace tanto sulla direttrice C"""*"* quanto 
sulla generatrice À< , cioè ha un punto successivo tanto sull'una quanto 
sull'altra, è chiaro che le imagini dei punti Pi , P» , ... , Pr-sk-i sono le réttt 
QTi , QTj , ... , QT^ -2fc-2. 

12. — Le imagini su tu delle sezioni iperpiane di VJ""* sono curve (m- 
rionali) di ordine r — k — 1 che hanno un punto (r — k — 2)^9io nel punto 
Q e passano semplicemente per glir — 2k — 2 punti T: il che risulta dal- 
Tosservare che una sezione iperpiana generica ha k punti sulle genera- 
trici g, cioè suirSr-3 di proiezione, ha r — k — 2 punti su C*"*"' ed un 
punto su ciascuna delle generatrici h. La direttrice minima C"* (ed ana- 
logamente per ogni altra direttrice) è rappresentata da una curva di 
ordine m — k avente in Q un punto {m — k — 1)°p^o, (perchè C"* incontra 
Qr-*-2 jjj ^ — j — 2 punti (n. 7)) e passante inoltre semplicemente per 
i punti T. Le generatrici della Vp* sono rappresentate dal fascio di rette 
di centro Q. 

Viceversa si considerino tutte le curve dell'ordine r - A; - 1 di un piano 
n aventi un dato punto Q (r — i — 2) ^p*<> e passanti semplicemente per 
r — 2i — 2 punti Ti , Tj , ... , T^_,fc_2, di cui due qualunque non allineati 
con Q. Si ha un sistema lineare irriducibile perchè le r — 2k — 2 curve 
di esso costituite dalle rette QTi , ... , QT<_i , QT<+i , ... , QTr-»*_» da una 
retta generica per T< e da altre A;+l rette generiche per Q non hanno 
parte fissa comune, né sono composte di curve dello stesso fascio (n. 11, 
Gap. 10.<»). Il sistema è inoltre 00 '" perchè nessuna delle condizioni im- 
poste è conseguenza delle rimanenti, bastando osservare l'esistenza di 
curve (ad es. formate di r — k — 1 rette) aventi un punto (r — k — 2)"p^* 
in Q, passanti per un certo numero dei punti T e non per i rimanenti, 
e perchè si ha 

(r—k—l){r—k + 2) (r—k—2)(r—k—l) , „, ^, 
r= ^^ '-^ ' — '-- ^r^ -— (r—2k — 2). 

Infine il sistema, essendo di curve razionali, è semplice (n. 6, Gap. 11.''). 
Ed ora, facendo corrispondere proiettivamente le curve del sistema agli 
iperpiani di uno spazio S,., si ha una Vp^ rigata di questo spazio rap- 
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presentata biunivocamente in ir e di cui le sezioni iperpiane hanno per 
imagini le curve del sistema stesso. Infatti due curve generiche di questo 
sistema si segano in r — 1 punti variabili e le rette per Q sono imagini 
di rette della superficie. Del concetto generale che qui è applicato si dirà 
più ampiamente in seguito (n. 1, Gap. 14.^). 

Adesso vogliamo soltanto aggiungere qualche osservazione per la 
rappresentazione particolare che si ha dalla esposta facendovi A; = 0. 
Allora il sistema lineare di ir è di curve piane di ordine r — 1 aventi un 
punto Q (r — 2)"»*« edr — 2 punti T semplici base. Se il punto Q ed i punti 
T si prendono coatto genericamente in k, poiché per la imagine della 
direttrice minima C* quel punto è (m — 1)"p^<> e questi sono semplici, 

deve essere— ^-^r — ^ + r-2 <.— ^-^ — ^cioèm^ -^r— eperom= ~— - 

r-1 
se r è pari, m = —^ se r è impari: adunque si ha la specie generale 

ma 

delle Vp^ Per avere le altre specie debbono necessariamente il punto 
Q ed i punti T essere soggetti a vincoli espressi dall'essere quel punto 

(w — \Y^^^ e questi punti semplici di una curva di ordine m<; -^~. 

In altre parole si può dire che dalla specie generale si viene alle altre 
spezzando la detta imagine di C*" in rette per il punto Q ed in una curva 
residua; il che equivale obbiettivamente a spezzare la direttrice minima 
C"" in generatrici ed in una direttrice minima residua. 

13. — Abbiamo dato a A; il valore minimo zero. Diamo ora a A; il 
valore massimo. 

Si è sempre supposto A;<<m e quindi nella trattazione generale fatta 

r — 1 
potremo ritenere al più 4 = »» — 1. Anzi, se r è dispari ed m= — -— , 

non possiamo dare a k valore maggiore di m — 1, che la detta tratta- 
zione diverrebbe illusoria (essendo r — 2 A; — 2 = — 1). In quelle ipotesi 

f 3 

si faccia adunque i= — ^r— e si troverà che le imagini delle sezioni iper- 

r+1 Ir — l\*p^o 

jpiane sono curve di ordine — ^ con un punto base I — ^1 Q ^d un punto 



r—l 



base semplice T. Il punto Q corrisponde ad una direttrice minima C ' 
della rigata (quella che passa per il punto P), mentre le altre direttrici 

r—l 

minime C ^ sono tutte rappresentate dalle rette uscenti dal punto T 
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f 3 

(ciascuna giacendo in un S^-i colle — ^ rette g e colla generatrice per P). 

JU 

Escluso questo caso Ir dispari ed m= — ^), si vede subito che in 

tutti gli altri si può spingere k fino al valore m, modificando leggermente 
le cose esposte. Cioè, fatto k=m, TS^-s di proiezione contiene le m ge- 
neratrici gè gli r-2m-2 punti P e per esso passa un Sr-% contenente 
inoltre C"* e le r-2w-2 generatrici A. Il punto Q in cui questo S^-i 
sega 7c è imagine quindi non solo di C"" ma delle dette r-2fn- 2 ge- 
neratrici (alle quali e alla C"* si riduce ora la C""*"* del caso generale 
(n. 11) ). Precisamente, avendo ciascuno degli r - 2w - 2 punti P per ima- 
gini altrettante rette uscenti daQ,ler-2m-2 generatrici h hanno per 
imagini gli r-2m-2 punti successivi al punto Q nelle direzioni indivi- 
duate da quelle rette. Adunque, essendo m la specie della rigaùa, le imagini 

delle sezioni iperpiane di una Vj""^ rigata di Sr (w<C —5—) sono curve di 

ordine r - w - 1 con un punto {r-m- 2)^'^® e con r - 2 w - 2 tangenti fisse 
in questo punto ^). Questa e la rappresentazione precedente si dicono 
rappresentazioni minime *) delle corrispondenti rigate. Su esse (0 sulle 
rappresentazioni del n. 12) si può fare lo studio della geometria delle 
curve sulla superficie. Ad es., nel caso generale per r pari, cioè quando 

f 2 

sia w=— — , nella rappresentazione considerata testé non esistono 

sulla Vp^ punti fondamentali, e però le rette del piano rappresentativo 

sono imagini di oc' curve di ordine - non aventi punti fissi comuni^ di 

cui passa una per due punti generici e di cui due si segano in un sólo 
punto: ecc.. 



*) Se si suppone m = si hanno curve di ordine r — 1 con punto (r—2)'p'» 
Q ed ivi tutte le r — 2 tangenti fisse. Queste sono le imagini delle sezioni iperpiane 
del cono razionale normale di Sr (non compreso nelle considerazioni del testo); 
giacché un punto successivo a Q in direzione diversa dalle r — 2 tangenti suddette 
stacca dal sistema lineare imagine il sistema qd*'-^ costituito da tutti i gruppi di 
r — 1 rette per Q , al qual sistema corrispondono quindi piani passanti per un 
punto, ciascuno segante secondo r — 1 rette (generatrici), e però ecc. . 

') Si prova infatti, colla teoria delle trasformazioni cremoniane, che non si 
può rendere più basso Tordine delle imagini delle sezioni iperpiane. 
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La scelta delle rappresentazióni minime, talvolta utile per ragione di 
semplicità, ha però lo svantaggio, come osserva Segre ^), di non far sempre 
apparire le dipendenze fra le varie superficie date dalle rappresentazioni 
stesse. Così, nel caso nostro, non è più possibile verificare sulle rappre- 
sentazioni minime, come si è fatto sulla rappresentazione del n. 12 (A; = 0), 
la provenienza di tutte le specie di Vf ~' rigate di S^ dalla specie generale. 
Infatti i due tipi del presente n. sono essenzialmente diversi e nel se- 
condo tipo, decrescendo m, cresce T ordine delle imagini delle sezioni 
iperpiane. 

14. — Consideriamo una rigata razionale Wp' di uno spazio S^* 
{r<^r), la quale, come sappiamo (n. 2), si può ottenere per proiezione 
da una rigata razionale normale (di una cerla specie) Vp^ Se S^.,.'.i 
è lo spazio di proiezione, tutte e sole le sezioni di Wf^ con gli Sr^i 
di Sr' si ottengono tagliando Wf^ cogli iperpiani di S^ che passano per 
S^_r'^i . Segue da ciò che dalla rappresentazione piana della rigata Yf"^ 
si ottiene subito una rappresentazione piana della Wp\ staccando dal 
sistema lineare oo** delle curve imagini delle sezioni iperpiane di Vp^ 
il sistema lineare 00**' composto delle curve corrispondenti agli oo**' iper- 
piani passanti per rSr-r-i. Viceversa, preso un sistema lineare 00''' su- 
bordinato di quel sistema lineare 00''; esiste una rigata proiezione di 
yp\ di cui esso dà le imagini delle sezioni iperpiane. 

Si può aggiungere che, se il sistema subordinato si stacca senza im- 
porre passaggi per punti, l'ordine della rigata proiezione è r — 1 ; mentre 
se si impongono passaggi per t punti (semplici), (onde rSr-r'-i si ap- 
poggia in t punti a Vp*) l'ordine è r- 1 -^. Fissando soltanto tali pas- 
saggi, si ottengono dalle rigate razionali normali di S^ le rigate razionali 
normali degli spazi inferiori. In ogni caso, la scelta particolare di un 
sistema subordinato equivale a dare posizione particolare allo spazio di 
proiezione Sr-r'~i. 

Delle cose esposte si troverà una generalizzazione ed una più difi'usa 
trattazione nel n. 4 del Cap. 14.^. Qui noteremo soltanto che ciascuna 
specie di rigate razionali normali dà origine per proiezione ad una classe 



*) In una nota al n. 9 dèlia Memoria di Castrlnuovo : Stille superficie alge- 
briche le cui sezioni piane sono curve iperelliitiche (Rendiconti di Palermo, 4, 1890). 
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gruppo di rigate razionali ; classi o gruppi che sono precisamente gli 
stessi ai quali giunse Clebsch con mezzi algebrici ^). 

15. — Facciamo un'applicazione allo studio della superficie gobba di 
S.^ grado F dello spazio ordinario, che è certo razionale, come si vede, 
ad es., tagliandola con un piano che passi per una sua generatrice. 

La F si ottiene come proiezione sopra un 8%, fatta da un punto 
esterno 0, della Vi di S4 con una direttrice rettilinea s (unica specie 
esistente in S4 , esclusi i coni) ; e la proiezione s' di s sopra 8*3 è una 
direttrice semplice di F. Poi un 83 generico per sega V| in una cubica 
razionale normale, di cui una sola corda passa per 0: quindi le 00^ corde 
di Yf uscenti da giacciono tutte in un Si che taglia Vi secondo una 
conica dy e questa conica si proietta (doppiamente) in una retta d^, di^ 
rettrìce doppia per la superficie F. 

La rappresentazione minima di V| è quella (n. 13) in cui le imagini 
delle sezioni iperpiane sono le coniche per un punto. Per conseguenza 
(n. 14) la rappresentazione minima di F è data da un sistema lineare 
(incompleto) 00* di coniche per un punto Q. Questo punto Q è Vimagine 
della direttrice semplice s\ 

Nella suddetta rappresentazione minima di Vi la conica d ha evi- 
dentemente per imagine una retta dTi, sulla quale le imagini delle 
coppie deir involuzione segata su d dal fascio di raggi di centro sono 
le coppie di una certa involuzione Ig. Ora ogni 83 per passa per una 
coppia di punti dell' involuzione su (2, i quali si proiettano in un solo 
punto della direttrice eT . Dunque, nella suddetta rappresentazione piana 
di F, V imagine della direttrice doppia di e una retta d^i^ed i punti di éf , in 
quanto appartengono air una alV altra falda di F passante per (f , hanno 



*) Se 3C< = <pi (X) , sc'< = ^< (X) sono le formule che danno due sezioni iperpiane 
di una superficie rigata razionale e sono omologhi, cioè sulla stessa generatrice, 
due punti corrispondenti allo stesso valore di X, i punti della rigata sono dati dalle 

formule se»- = <p< (X) + ji 4»< (X), ossia (posto X = ?^ , ji = ?^ j dalle 

formule di rappresentazione (non minima) della rigata stessa. Queste formule (di 
cui quelle del n. 9 sono caso particolare) sono il punto di partenza della Memoria 
di Clebsch: IJéber die geradlinigen FlàcT^en ... (Math. Ann., 5, 1872). 
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per imagini coppie di una ìnvólugUme \\. Quindi le o:>^ coniche^ hnagini 
delle sezioni pìane^ sono le coniche passanti per Q e per le coppie ddVinvo- 
lussione 1\. 

Le rette partenti da Q sono imagini delle generatrici di F ed il fascio 
involutorìo che da Q proietta T involuzione lì è imagine dell'involuzione 
che viene stabilita nell'ente a>^ razionale costituito dalle generatrici di 
F, quando si considerino come corrispondenti due generatrìci uscenti da 
un medesimo punto della direttrice doppia d!. In particolare le rette che 
da Q proiettano i punti doppi U , Ui della involuzione li rappresentano 
le generatrici, dette singolari (o a carattere sviluppabile)^ le quali incon- 
trano d! nei due punti che si denominano uniplanari (n. 10, pap. 8.^) od 
anche cuspidali. 

16. — Prendiamo in S4 il centro di proiezione nel piano determi- 
nato dalla direttrice 5 di Vi e da una generatrice Z qualunque. La su- 
perficie cubica rigata Fi, proiezione di V| su 8*3, ha ora la direttrice 
semplice e doppia coincidenti in una sola retta s\ nella quale cade pure 
una generatrice (cioè si ha il caso osservato per la prima volta da 
Cayley); giacché ora la conica d si spezza nelle rette s ,1. Può notarsi 
che rSs contenente Z e la sua generatrice successiva, cioè contenente 
tutti gli Ss tangenti a Vs nei punti di l (e quindi in particolare il piano 
si) è proiettante, e però sega su S*z un piano che è tangente ad Fi in 
ogni punto di s\ L'altro piano tangente in un tal punto (proiezione del 
piano tangente a Vs nel punto corrispondente di s) è variabile coir unica 
generatrice passante per il punto stesso: ecc.. 

Siccome gli S3 per segano s ,1 in due punteggiate prospettive, è 
chiaro che, nella rappresentazione piana di Fi, le 00^ coniche imagini delle 
sue sezioni piane sono definite dal passare per Q (imagine di s") e dal 
corrispondere le loro direzioni uscenti da Q proiettivamente alle loro 
intersezioni (residue) con una retta l' (imagine di l) passante per lo stesso 
punto Q. 

17. — Ritorniamo alla superficie gobba di 3.° grado generale F, e 
consideriamo una curva 7' del piano rappresentativo tc e la curva gobba 
Y di F, della quale essa è T imagine. Se 7' è d'ordine n e passa a volte 
per Q, 7 è d'ordine N=2n-a (perchè una conica imagine di sezione 
piana ha questo numero d'intersezioni con 7', fuori di Q) ed attraversa 
a volte s' ed n volte cT. La curva 7 può acquistare punto doppio (ed ana- 
logamente punti di maggiore multiplicità) sia perchè 7' possiede punto 
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doppio, sia perchè 7' passa per una coppia dell'involuzione IJ su «fi, onde 
obbiettivamente 7 passa per un punto della retta doppia Ì due volte, 
una su ciascuna falda (nel primo caso il genere di 7, che è il genere di 
y, diminuendo di uno, nel secondo no) : ma noi considereremo queste curve 
7 particolari come casi limiti di quelle generali che sono rappresentate 
su 7c da curve 7' di un certo ordine n, con un solo punto multiplo secondo 
a (> 0) in Q e non passanti per alcuna coppia dell' involuzione IJ. Potremo 
quindi dividere le curve gobbe esistenti su F in tante famìglie, caratteriz- 
zando ciascuna famiglia coi numeri n ed a ed indicandola col simbolo (na). 
Le curve della famiglia (wa) hanno l'ordine N ed il genere j> dati 
dalle formule 

T^_9^ „ ^__ (W"l)(n-2) a(gt~l) (y^- 1 -a) (n-2+a) 

Da queste, se si pone x = n-2H-a,^ = n-l-a, onde x = y-\-2a-l (e 
però dei due numeri interi x , y uno deve essere pari e l'altro impari), 
si ricava 

x-f 3y + 5 xy 

2 '^~ 2 • 

Escluso il caso n=l, che si discute subito ^), una curva (irriducibile) 

d'ordine n può avere al più un punto (n-l)°p*<»; quindi a<n-l ed i 

numeri x , y non possono essere negativi. 

Baccogliamo le suddette famiglie in gruppi, ponendo in un medesimo 

gruppo quelle famiglie per le quali il genere p ha il medesimo valore. 

Or bene, se p^O ogni grìippo contiene un numero finito dì famiglie. In 

vero il numero dato 2p dovrà spezzarsi in tutti i modi possibili in due 

fattori interi e positivi x,y, l'uno pari, l'altro impari, escludendo quelle 

coppie di valori per x^y, per le quali y supera x di più di un* unità, 

X -f- 1 — y 
perchè a = — ~- — - non può essere negativo. In particolare per j> = 2* 

(Jl^O) vi è una sola famiglia di curve per cui ic = 2''+^ , y = 1 ; ed i primi 



^) Le rette del piano rappresentativo che passano per Q sono imagini delle 
generatrici di F : quelle che non passano per Q sono imagini delle od^ coniche 
di F (che si ottengono segandola con piani passanti per le generatrici). 
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Invece, se p = 0, deve essere xy = e quindi oa; = Ooy = 0. Nel 
primo caso si ha n = 2,a = 0, e quindi si hanno in n le coniche non 
passanti per Q, cui corrispondo:. o quartiche di 2.^ specie di F bisecate 
dalle generatrici. Nel secondo caso si hanno infinite famiglie di curve 
raeìondi situale sopra F, poiché dall' essere y = segue a = n — 1 , 
N = n+1, essendo n un numero intero qualunque Ol). Le curve di 
queste famiglie, come si rileva subito dalla rappresentazione piana, sono 
incontrate in un sol punto da ogni generatrice della F. 

In particolare, per n = 3 , si ha una seconda famiglia di quartiche di 
2.^ specie. La prima famiglia di tali quartiche, notata dianzi, ne contiene 
00^ ed ognuna incontra le generatrici di F in due punti : la seconda, ora 
osservata, ne contiene a>^ ed ognuna incontra le generatrici in un solo 
punto ^). 

18. — Applichiamo da ultimo la rappresentazione piana di F alla 
determinazione delle sue linee asintotiche, cioè delle linee le cui tan- 
genti sono rette osculatrìci di F. Si hanno in generale due famiglie di 
asintotiche, delle quali una per la F (come per ogni superficie rigata) 
è fornita dalle generatrici. 

Per trovare Taltra famiglia di asintotiche, consideriamo un punto M 
di F e la generatrice g passante per esso. Per avere l'elemento di asin- 



^) Le osservazioni precedenti sono di Clbbscu (Math. Ann., 1, 1868). 
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totica passante per M (oltre g) dobbiamo condurre in M il piano tan- 
gente ad F e poi la tangente in M alla conica che forma insieme a g 
l'intersezione di quel piano con F. Nel piano rappresentativo tc il punto 
M abbia per imagine M' : la generatrice g avrà per imaglne la retta Q M' 
e la conica suddetta avrà per imagine la retta che congiunge M' col punto 
Y corrispondente nell'involuzione li a quel punto X in cui QM' sega d'i 
(alla qual coppia X , Y corrisponde l'altro punto comune a ^ ed alla conica, 
esistente su et). L'elemento di questa retta M'Y uscente da M' è adunque 
imagine di un elemento di asintotica. Ma la conica che passa per M' 
e tocca nei punti doppi U , Ui di I{ le rette QU , QUi ha evidentemente 
la retta QX per polare di Y e quindi essa tocca in M' la retta M'Y; 
cosicché il detto elemento imagine è quello partente da M' della conica 
stessa. Ne risulta senz'altro (potendosi ripetere le stessa cosa per il punto 
successivo ad M' comune alla conica ed alla imagine dell'asintotica, e così 
di seguito) che la conica è imagine dell'asintotica passante per M e 
quindi che (n. 17) le asintotiche di F sono quartiche gòbbe di 2.^ specie. 
Le loro imagini costituiscono un fascio di coniche bitangenti (tangenti in 
U,Ui alle QU,QUO. 

Se diciamo A , Me generatrici singolari di F, rappresentate in n dalle 
QU,QUi,sono hj tangenti ad ogni asintotica nei punti cuspidali 
héC ^Id aventi per imagini i punti (J,Ui: anzi sono rette osculatrici, 
perchè un piano per A (ad es.) contiene, fuori del punto cuspidale Aef , 
un sol punto di ogni asintotica, la sezione di quel piano con F essendo 
rappresentata dalla retta QU e da una retta per U. Le asintotiche sono 
adunque quelle particolari quartiche di ^.*» specie che posseggono due tan- 
genti osculatrici (n. 13, Gap. 12.®). I due piani stazionari di ogni asin- 
totica sono i piani hs' , ls\ le sezioni dei quali con F sono rappresentate 
rispettivamente dalle QU,QUi, ciascuna contata due volte. 

Se si considera la quadrica passante per una asintotica (e quindi 
per le A,Q, questi medesimi piani hs' ,ls' %qvlq suoi piani tangenti nei 
punti cuspidali hd^Jd. Infatti il piano A^' (ad es.), incontrando l'asin- 
totica in quattro punti raccolti nel punto cuspidale Atf , deve segare quella 
quadrica, oltreché in A, in una retta (unisecante dell'asintotica e quindi) 
passante per il punto A(f , retta che dovrà inoltre passare per il punto ls\ 
Parimente la stessa quadrica passa per la retta congiungente il punto 
Id^ col punto hs. Concludiamo che U considerato sistema di asintotiche 
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è segato su F dai fascio di quadriche passanti per le due rette h,l e per 
le due congiungenti rispettivamente % punti hct ,ls';ld^ ^hs' ^). 

19. — Le superficie rigate razionali ammettono una importante ge- 
neralizzazione. 

Analogamente al n. 1, osserviamo dapprima che una VJ+/ (i>"l) ap- 
partenente ad Sr non solo è normale (n. 10, Gap. 9.^), ma è rcumnale, 
giacché, presi r — i — 1 suoi punti generici, dal loro Sr_<~2 la Vjifi è 
proiettata (biunivocamente) sopra un S^+i . 

Si vedrà in seguito (n. 10, Gap. 14.*») che le Vjijli di S^, escluso un 
caso particolare, sono costituite di od* S< . Queste, che vogliamo ora sol- 
tanto considerare, indicheremo con S<-Vj+i a significare il loro modo 
di generazione. 

Le Si-Vjij:/ sono razionali anche come luogo di S<, perchè la sezione 
con un Sr-< generico è una curva razionale normale. 

20. — Si ha il teorema analogo a quello del n. 2: — Ogni S^-Vl+i 
di uno spazio Sr», se r^r\ è proiezione di una S<-V<:j:J di S^ — . 

La dimostrazione si fa per induzione, il teorema essendo già vero per 
i=l. Si tagli S<-Vj+i con un S^'-i generico di Sr-: la sezione sarà una 
Si.i-Vi"^ la quale, avendo ammesso il teorema per i valori inferiori 
ad i, preso un Sr per TSr' e in esso un Sr-r-i indipendente dall' Sr», si 
potrà ritenere come proiezione dall' Sr r-i sopra rSr-i di una S<_i-Wl""* 
di Sr-i ^Sr^r'-i • ^r'-ì • Uu Sr-<-i gouerico di Sr-i 6 passauto per rSr-r-i 
incontra S,-«.i-Wj~* in r—i punti Pi , P, , ... , Pr_< *), i quali hanno 



*) Cfr. Cremona, Rappresentazione della superficie di Steiner ... (Rend. Ist. 
lomb. 4, 1867). Il fatto della algebricità delle linee asintotiche per le superficie 
gobbe di 3.<> grado fu poi riconosciuto da Cremona sussistere per tutte le super- 
ficie gobbe razionali con due direttrici rettilinee nella Memoria : Rappresentazione 
di una classe di superficie gòbbe ... (Annali di Mat., 1 (2), 1868). Lib (Math. Ann. 
5, 1871) osservò più in generale che se una rigata algebrica fa parte di un com- 
plesso lineare, la curva della rigata che ha per tangenti rette del complesso è 
un'asintotica; onde, se la rigata è in a^ complessi lineari, ne seguono le oo^ 
asintotiche. Cfr., anche per indicazioni bibliografiche, le note di Pittarblli nei 
Rendiconti dei Lincei del 1891 e 1894. 

^ Per quanto non sia necessario per la dimostrazione, notisi che i punti 
?! , P, , ... , Pr-< sono indipendenti (e quindi la W[--*, di cui si parla in appresso, 

è razionale normale) : il che si può dimostrare cosi. Dapprima un Sr~2 generico 
per rSr-r'-i sega Si_i-Wp< in una S<-f-Wj-* appartenente all'Sr-» (altri- 
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per proiezioni altrettanti punti Fi , F, , ... , P'r-< di S<-V7+f posti nel- 
rSr'~<-i in cui queir Sr-<-i sega S^-. Un Sr'_< di S^» condotto per questo 
Sr_<-i, esternamente all'Sr_i , sega S^ -V<+i in una curva razionale Vf"* 
che, proiettando dall' Sr-r^-i , dà in Sr-<^Sr'_< . Sr_^._i un S^-r'-i-cono 
di cui r — i spazi generatori passano per i punti Pi , Pj , ... , Pr-< • Si de- 
scriva per questi e per un altro punto Pr~<+i generico su quel cono una 
curva razionale W[~', come è possibile (n. 15, Gap. 12.®). Allora esiste 
una corrispondenza proiettiva fra gli S^.i della S<_i-Wj"' e i punti 
di Wr~~^ (proveniente dalla corrispondenza proiettiva che ha luogo fra 
gli S<_i di Sf^i-Vj"* ed i punti di Vf*)» ideila quale r—i punti 
Pi , Ps , ... , Tr-i giacciono nei loro S<.i corrispondenti. È chiaro che il 
luogo degli S< che congiungono gli S<-i ai loro punti corrispondenti ap- 
partiene ad Sr, ha per proiezione S^-VJ+i ed è di ordine r — i. Per 
quest'ultima affermazione si faccia passare un Sr^f+i generico per la 
Wp*, con esso si seghi la Si«i - Wp* e si applichi il primo teorema 
del n. 7. 

Si hanno qui osservazioni analoghe a quelle del n. 2. Nella dimostra- 
zione si è supposto Si -Vj:^! razionale come luogo di S^: dal teorema 
(per il n. 19) risulta che essa è razionale anche come luogo di punti. 
Viceversa una S<-y(:;:i razionale come luogo di punti lo è come luogo 
di Si, perchè nella sua rappresentazione sopra un S<+i TooMi Si sarà 
rappresentata da un fascio di ipersuperficie (n. 5, Gap. 10.<>). 

Dal teorema segue pure che ha Io stesso senso dire di una Vi^i di 
Sr, la quale sia luogo di oo^ Si, che è dell'ordine r — i (cioè che è una 
Si -Vi+0 ovvero che è razionale normale. 

21. — Sulle Si-Vjifi accenAeremo soltanto al loro doppio modo di 
generazione proiettiva analogo a quello esposto per le curve e le rigate 



menti Si-i - Wj-' non apparterrebbe air Sr-i) ed irriducibile, perchè, spezzan- 
dosi, dovrebbe necessariamente spezzarsi in una varietà luogo di Si.« e in un 
certo numero di Si-i, mentre gli Sr-j per gli Si-i di Si-i-Wj-' e per rSr-r'-i 

(indipendente da essi) sono oo^+C— ^-lìn^—rt^ oo'-* e gli Sr-2 per V Sr-r'-i sono 
oo*"'-! ed è r'— t<r'— 1. Similmente si vedrebbe che è irriducibile ed apparte- 
nente ad un Sr-3 (generico di Sr-s e passante per l'Sr-r'-i) la sua sezione con 
Si-2-Wj[~j' : e cosi di seguito, fino a ehe si arriva alla sezione suddetta con 

un Sp~i— 1. 
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razionali normali (n. 5, Gap. 12.<> e n. 9), rimandando per altre proprietà 
delle S<-Vj:fi ai lavori su queste varietà ^). 

Un Sr-iche passi per un S^ di una Sj-Yj^:; la taglia ulteriormente 
in una S,_i -VI"*""* di un Sr-i ; onde tutti gli iperpiani che passano per 
questo Sr_t segano ulteriormente S,-Vj+i in un S<. Considerando r — i 
di tali Sr.t come sostegni di fasci di S^-i , ogni Si della S^-V;:;! si 
attiene come intersezione dir — i Sr-i corrispondenti di r — i fasci riferiti 
proiettivamente fra loro. Dalla quale generazione discende, nel solito modo, 
Faltra: — Una S<-Vj+i è il luogo delle intersezioni degli S^+i corrispon' 
denti (che s' intersecano) di due stélle proiettive^ aventi per sostegno due S< — . 

22. — Ma questa doppia generazione e le analoghe che abbiamo ve- 
dute, come quella della V3 con dieci punti doppi di S4 (n. 25, Gap. 8.®), 
rientrano tutte nella seguente proprietà generale dovuta al Veronese '). 

Gonsideriamo le ^>m equazioni 



(1) 



>^1 t*U + >^f Wit + ... + K W|m= 0, 



ove le u^fc sono forme lineari nelle coordinate Xi di S^ e le X sono pa- 
rametri variabili. Esse rappresentano t stelle di iperpiani aventi per 
centri altrettanti S^-m *): e, se riteniamo come corrispondenti gli iper- 
piani di queste stelle le cui equazioni si ricavano dalle (1) ponendovi 
per le X i medesimi sistemi di valori, le stelle stesse saranno riferite 
proiettivamente fra loro. Ora si supponga che un punto di coordinate Xi 
sia comune a t iperpiani corrispondenti di queste t stelle proiettive : le 



^) L^estensione al caso di t»2 delle proprietà esposte per le rigate razionali 
normali fa fatto dal Segrb nel lavoro : Sulle vanetà normali a tre dimensioni ... 
(Atti della R. Accad. di Torino, 21, 1885). L* estensione al caso di t qualunque 
fd fatta dal Bellatalla, seguendo la via tracciata dal Seghe, nella Nota : Stelle 
varietà razionali nornuili ... (Atti suddetti, 36, 1901). 

') Cfr. TAbschnitt V. della Memoria citata nella prefazione. 

') Per brevità di discorso supporremo /<r e quindi anche m<r. Allora i 
detti centri e quelli di cui si dirà in appresso esistono effettivamente. Quando 
questi centri non esistano, ciascuna delle relative stelle è sostituita dalla totalità 
degli iperpiani di Sr : ma valgono sempre in sostanza le proprietà che esporremo. 

so 
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Xi renderanno le (1) soddisfatte per valori non tutti nulli delle X, e però 
dovrà essere 



(2) 



**ll Wi2 . . . Uitn 
Usi 1^ . • . Ujtm 



UtiUti.*.U 



tm 



= 



(cioè dovranno annullarsi tutti i minori di ordine m di questa matrice, 
il che si ottiene annullandone t — m + 1), e reciprocamente. 

La varietà V definita dalla (2) è di dimensione r — t-^-m — 1 e si 

può dimostrare ^) essere di ordine 1 __ J • La stessa varietà si ottiene 

in quest'altro modo. Consideriamo il sistema di equazioni 



(3) 



Pi Wu + Pt W,i + . . . + pt Wn = 
Pi «*« + Pt «M + ... + p, Utt = 

Pl«*lm + P« Wtm+"* + Pl«'tm= , 



la cui matrice è sempre il primo membro della (2), scambiate soltanto 
le linee colle colonne. Esse rappresentano m stelle proiettive di centri 
Sr-t ' Le coordinate Xt di un punto di Y, in quanto soddisfano alle (2), 
rendono la matrice delle (3) di caratteristica m—I: onde, per la sostitu- 
zione di quelle coordinate nelle (3), queste possono soddisfarsi con cd'""" 
sistemi diversi (a meno di un fattore di proporzionalità) delle p. Ciò si- 
gnifica che per il punto a? di V passano m Sr-t+m-i corrispondenti delle 
m stelle proiettive suddette, e reciprocamente. Adunque (essendo t^m) 
la varietà V, generata dalle intersezioni S,._c di t iperpiani corrispon- 
denti delle t stélle proiettive (1), è anche generata dalle intersezioni degli 
Sr_t+«-i corrispondenti (che si tagliano) delle m stélle proiettive (2): e vice- 
versa. I due sistemi (1) , (3) sono i così detti sistemi coniugati di Veronese. 
23. — I sostegni delle stelle (3) esistono manifestamente sulla va- 
rietà y e possono essere scelti genericamente fra gli Sr-i d'intersezione 



^) Cfr. il n. 5 del lavoro di Sbqrb citato nella nota ^) del n. 9, Gap. 10. <» (so- 
stituendo ora ad m , n rispettivamente ^ — - 1 , m — 1) . 
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di t iperpiani corrispondenti delle stelle (1), giacché, dando nelle (1) m 
sistemi di valori alle X (di cai il determinante sia 4=0) e combinando 
linearmente con parametri pi , pt > — > Pi per ogni sistema di valori delle 
X , si ottengono, invece delle (3) , m altre stelle proiettive che generano 
ancora la varietà V per una notissima proprietà delle matrici. 

Similmente i sostegni delle stelle (1) possono essere scelti generica- 
mente fra gli Sr.m d'intersezione di m iperpiani corrispondenti delle 
stelle (3). Se t = m tutti questi Sr~m (come quegli Sr-t) appartengono a V 
(che è allora una ipersuperficie di ordine t);s€ t^m, questi Sr-^sono 
spasi secanti della varietà V, cioè tagliano Y in una varietà di dimensione 
superiore a quella secondo cui la tagliano gli S^^m generici. In vero 
possiamo supporre, senza diminuzione di generalità, per ciò che si disse 
innanzi, che uno generico dei detti S^-» sia quello dato dagli m iperpiani 
Wii = 0,u„=0, ... ,Wi,H = (ad es.). Tralasciando nella (1) la prima 
equazione, le rimanenti rappresentano ^ - 1 stelle proiettive che generano 
una varietà Y di dimensione r — t-^-m, cioè superiore di una unità a 
quella di V e contenente V stessa. La Y è segata dai . precedenti m iper- 
piani (cioè dal loro S^^m d'intersezione) in una varietà, che appartiene 
evidentemente a V, di dimensione r — t, superiore di una unità alla di- 
mensione della sezione di V con un Sr~m generico. 

Facciamo ancora quest'altra osservazione. Se esiste un Sr~t+i che sia 
intersejrione di iperpiani corrispondenti dei t sistemi (1), esiste anche un 
Sr-w+i (spazio secante o giacente in V, secondochè t^m o t = m) che è in- 
tersezione di iperpiani corrispondenti degli m sistemi (3). Amendue le pro- 
prietà sono infatti espresse dall'esistere opportuni valori dei parametri 
X , p per i quali si abbia identicamente (nelle variabili x) 

2 X< p^ Uffc ^ (i = 1 , 2 , ... , m ; A = 1 , 2 , ... , 0. 

Notiamo infine che le proposizioni di questo n. e del precedente si 
estendono facilmente al caso in cui le Uìhì anziché lineari, sieno forme 
di qualunque ordine. 



Capitolo 14.® 



Le Vr' di S. 



1. — Premettiamo lo sviluppo di un concetto fondamentale e fecondo 
della geometria moderna (che deriva dalla rappresentazione esposta nel 
n. 2, Gap. 10.®), il quale fa dipendere la ricerca e lo studio di proprietà 
non proiettive da quelli di proprietà proiettive. Esporremo le relative 
considerazioni in un caso particolare, ma si scorge facilmente che esse 
hanno carattere generale. 

Abbiasi una superficie F, appartenente ad Sr, rappresentabile razio- 
nalmente (non è necessario che lo sia birazionalmente) sopra un piano :: 
per mezzo delle formule 

(1) Xi=fi(yi) (i = 0,l,...,r ; Z = 0,l,2), 

le fi essendo forme prime fra loro e, per appartenere F ad Sr, anche 
linearmente indipendenti. Alle sezioni iperpiane di F date dagli iperpiani 

(2) 2 ^i ^< = ^ 

corrispondono le curve di una sistema lineare od'', che diremo |C|, di 
equazione 

(3) ^^ifi(yi) = 0] 

sistema irriducibile, perchè, essendo le /*< prime fra loro, non vi può essere 
parte fissa e perchè, se le fi fossero forme di due altre forme (cfr. n. 11, 
Gap. 10.®), le (1) definirebbero una curva razionale, non una superficie. 
Fra gli iperpiani (2) di Sr e le curve (3) di | G | esiste proiettività, es- 
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sendo corrispondenti quelli dati dai medesimi valori dei parametri X 
(cfr. il citato n. 2). 

Viceversa, abbiasi sopra un piano k un sistema lineare od '^ , | C | , irri- 
ducibile, definito dalle (3), e si stabilisca una proiettività fra questo si- 
stema e la totalità degli iperpiani di uno spazio Sr\ il che si fa, senza 
limitazione, scrivendo la (2) e fissando che ogni iperpiano dato da questa 
equazione corrisponda alla curva (3) data dai medesimi valori dei pa- 
rametri X. Allora ogni punto ^ di :c individua un punto a; di S^, in 
quanto y stacca da |G| un sistema lineare oD''~Mato dai valori di X 
soddisfacenti alle (3), ove si sieno poste le coordinate di ^, e a questo 
sistema lineare corrispondono per la proiettività, gli od*"* iperpiani (di 
una stella) passanti per un punto x. Anzi, notando che anche questi iper- 
piani sono dati dai valori di X soddisfacenti alle (2), ove si sono poste 
le coordinate di x, si vede che le (2) , (3) risultano identiche nelle X e 
quindi che le coordinate del punto z si esprimono colle (1) per le coordi- 
nate del punto y. Se y descrive ir, x descrive una superficie F, le cui 
sezioni iperpiane corrispondono alle curve di | G { (e le cui equazioni na- 
scono dalle (1) coireliminazione delle ^();non descrive una curva, perchè, 
essendo | C { irriducibile, le sue curve per un punto generico non passano 
per infiniti punti, cioè un punto generico x non corrisponde ad infiniti 
punti y ^). 

2. — Però il sistema lineare |C| può essere semplice o composto, non 
con un fascio, come ora si è visto, ma con una involuzione di ordine p 
(n. 12, Gap. 10.<^): ossia possono le (1) dare un solo o p sistemi di valori 
per le yi corrispondenti ad un sistema generico delle Xi (soddisfacenti 
alle equazioni di F). 

Se il sistema { G | è semplice, e quindi anche le yi si esprimono razio- 
nalmente per le Xi , la rappresentazione di F su ff è biunivoca ed F è 
razionale. L'ordine di F è manifestamente il numero delle intersezioni 
variabili di due curve generiche di [Gj, cioè il grado DOO) di questo 
sistema. 



*) Se si voglia considerare un sistema lineare riducibile per questo soltanto 
che contiene una parte fissa, si può rappresentare, nel modo detto, il sistema 
lineare descritto dalla parte variabile (irriducibile) colle sezioni iperpiane di una 
superficie F e poi associare a ciascuna di queste sezioni iperpiane quella curva 
di F che corrisponde alla detta parte fissa. 
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Se il sistema |G{ è composto con una involuzione di ordine pO^l), 
la corrispondenza fra ir ed F è razionale in un solo senso e V ordine di 

Fé—, giacché ogni gruppo dell'involuzione dà un solo punto di F e 

per ogni punto comune a due curve di |C| queste ne hanno altri p — 1 
formanti con quello un gruppo delP involuzione. La superficie F è sempre 
razionale, avendosi il teorema di Gastelnuovo già ricordato altrove (nota 
al n. 17, Gap. 9.<>), per il quale ai gruppi delF involuzione su i: si possono 
far corrispondere birazionalmente i punti di un altro piano. 

Se si vuole evitare la precedente distinzione fra sistemi lineari sem- 
plici e composti, cioè, anche nel secondo caso, pensare ad una corrispon- 
denza biunivoca fra n ed F bisogna concepire questa superficie ripetuta 
p volte, 0, come si dice, p'^p^, e quindi sempre di ordine D. Con questa 
considerazione si può spesso far rientrare il secondo caso nel primo. 

3. — Gosì ogni sistema lineare | G | irriducibile, semplice (il che sottin- 
tenderemo sempre in seguito) di curve piane é collegato ad una superficie 
razionale F, e reciprocamente. Si dice indifferentemente che il sistema 
|G| è rappresentativo o imagine della superficie F, ovvero F di |Gj, 
perchè appunto (a seconda delle questioni) si potrà passare dalle proprietà 
del sistema a quelle della superficie o viceversa. 

Gome abbiamo visto, la dimensione di\C\èla dimensione dello spcurìo 
a cui appartiene F ed il grado di\G\è V ordine di F, ma la proprietà che 
rivela T importanza di quella relazione è che ogni trasformatone birasio' 
naie di un piano r, nel quale sia fissato un sistema lineare | G | , equivcUe 
ad una trasformajsione proiettiva della superficie F rappresentativa di\C\, 
e reciprocamente: e quindi la geometria di quelle trasformazioni birazionali 
si traduce in questa geometria proiettiva e viceversa. In vero sia tc il 
piano riferito birazionalmente a ^ ed in esso sia | G' | il sistema lineare 
trasformato di | G | ^). Se F" di S'r indica la superficie rappresentativa di 
I G' [ , fra F ed F" si ha una corrispondenza biunivoca, corrispondendosi due 



*) Che il sistema | C | trasformato di | C | sia lineare ed anzi riferito, proietti- 
vamente a questo, si dimostra (anche se soltanto la trasformazione è razionale 
in un senso) in modo analogo a quello del n. 1, cioè dalle 

« 

si ricava 

2U<^A(/'(y))=0. 
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punti aventi per imagini due punti corrispondenti fra loro nella trasfor- 
mazione birazionale di n , n\ Ora quella corrispondenza biunivoca giace 
evidentemente nella corrispondenza proiettiva fra le totalità degli iper- 
piani di S^ , S'r , le cui sezioni con F , F corrispondono alle curve di | C | 
I G I rispettivamente, corrispondenza proiettiva nascente dall'essere quelle 
totalità proiettive ai sistemi | G | , | C | e questi fra loro. Analogamente si 
dimostra la reciproca. 

Possiamo anche dire (ritenute non differenti due superficie in corri- 
spondenza proiettiva) che ad ogni superficie rappresentabile hiunivocamente 
sul piano corrisponde una famiglia di sistemi lineari di curve piane, dedu- 
cibili Vuno dall'altro per trasformasAoni hiraeioncdi. 

4. — Se una superficie (irriducibile) Fi appartenente ad S^ è proie- 
zione (biunivoca) di una superficie (irriducibile) F appartenente ad Sr 
(^\<i^) da uno spazio 8,^^-1, le sezioni iperpiane di Fi sono proiezioni 
di quelle di F, ottenute cogli iperpiani passanti per lo spazio di proiezione, 
liberate eventualmente di una curva fissa giacente in questo spazio. Ne 
segue, quando F (e quindi Fi) sia razionale, che un sistema lineare rap- 
presentativo di F contiene un sistema lineare rappresentativo di Fi ag- 
giungendo a questo sistema, ove occorra, una curva fissa (imagine di 
quella giacente nello spazio di proiezione Sr-.ri~.i)* Beciprocamente, se 
ciò ha luogo, il sistema rappresentativo di Fi ovvero questo accresciuto 
di una curva fissa, essendo subordinato del sistema rappresentativo di 
F, ha per corrispondente in Sr una stella di sostegno Sr--ri-i (nel quale 
giace r imagine della eventuale curva fissa), cioè le curve di quel sistema 
sono le imagini delle sezioni di F con piani passanti per Sr-n-i: cosicché 
la proiezione di F dall' Sr-n-i sopra un Sr, generico è una superficie che 
ha manifestamente lo stesso sistema rappresentativo di Fi e quindi è Fi 
od è (n. 3) riferita ad essa proiettivamente. Dunque (continuando a ritenere 
identiche due superficie riferite fra loro proiettivamente) è la stessa cosa 
dire che un sistema lineare è contenuto in un altro o dire che la superficie 
imagine del primo è proiezione ddla superficie imagine del secondo. 

Dalle cose esposte segue poi che l'ammettere che lo spazio di proie- 
zione Siv-ri-i , da cui si proietta (hiunivocamente) F in Fi , ha con F una 
curva comune (che è il caso dianzi considerato) od anche soltanto un numero 
finito di punti comuni equivale ad ammettere che il sistema |Gi| rappre- 
sentativo di Fi si ottiene dal sistema | C | rappresentativo di F, obbligando 
le curve di | G | a contenere una curva fissa o a passare per punti fissi 
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ed anche a soddisfare ad altre condizioni non consistenti in passaggi per 
punti, le quali non ci saranno o ci saranno secondochè la suddetta curva 
i suddetti punti comuni apparterranno o no air S,wr,-i . In ogni caso 
r ordine di Fi è minore di quello di F (come si vede, ad es., segando con 
un Sr-i Sr-2 passante per rs,^ri-i). Saranno eguali gli ordini di F 
ed F, allora soltanto che lo spazio di proiezione S,wrj-i non incontra F, 
cioè che il sistema lineare | Ci | è subordinato del sistema | G | senza che 
si aggiungano nuovi punti base, in numero finito o infinito, a quelli 
di |C|. 

Secondo la definizione del n. 10, Gap. 9.<», una superficie appartenente 
ad un dato spazio dicesi normale quando non esiste alcuna superficie 
(appartenente a spazio superiore) dello stesso ordine di cui essa possa 
considerarsi proiezione. Per ciò che si è detto or ora, il sistema lineare 
rappresentativo di una superficie razionale normale non potrà quindi 
essere ricavato da un sistema più ampio imponendo condizioni lineari 
non consistenti in passaggi per punti, cioè il detto sistema rappresenta- 
tivo sarà un sistema lineare completo (rispetto al gruppo di tutti i suoi 
punti base). Si ha adunque che una superficie ragionale normale ha un 
sistema rappresentativo completo, e viceversa *). 

5. — Il Gap. precedente sulle superficie rigate razionali fornisce un 
esempio notevole delle considerazioni svolte '). 

Un altro esempio notevole si ha nella superficie (normale) rappresenta- 
tiva del sistema (completo) di tutte le curve di ordine n (>> 1) di un piano. 

Evidentemente tale superficie appartiene ad un StKn+s), è di ordine n', 

t 

ed è rappresentata analiticamente col porre le x< fi = 0,1 ,..., r" } 



^) Le proprietà esposte nei n. precedenti si generalizzano im media tanaente 
(come già si è accennato nel n. 1) a sistemi lineari di ipersuperficie qualunque 
ed anzi a serie lineari qualunque (cfr. il Gap. I della Memoria di Sbgrb citata 
nella nota del n. 7, Gap. 10.<^). In questa generalizzazione rientra qualche teo- 
rema trovato nei Gap. precedenti, ad es. il teorema del n. 4 del Gap. 12.«. 

') Nella rappresentazione piana delle rigate razionali si hanno anche esempi 
dei punti e delle curve fondamentali che si incontrano generalmente nella rap- 
presentazione di una superficie razionale. Di questi elementi fondamentali nulla 
si è detto in generale, non solo perchè non occorrono per il seguito, ma perchè 
richiedono altre cognizioni (una parte delle quali è l'oggetto del Gap. 2 del- 
rAppendice). 
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proporzionali a tutti i prodotti di grado n di tre variabili ^o » Vi » ^2* La 
superficie stessa non contiene curve di ordine diverso dai multipli di n, 
in particolare non contiene rette, mentre contiene oo' curve di ordine n, 
00^ curve di ordine 2n, cx>^ curve di ordine 3n, ..., rappresentate da tutte 
le rette, coniche, cubiche , ... , del piano. 

Della proprietà di questa superficie (o di una sua proiezione) di con- 
tenere co' curve di ordine n (segantisi a due a due in un punto) sussiste 
l'inversa; cioè una superficie F che contiene una totàlUà o algebrica, oo*, 
di curve di ordine n, tale che due curve gefieriche si tagliano in un solo 
punto variabile, è la superficie ragionale rappresentativa di tutte le curve 
di ordine n del piano o una sua proiezione, e quella totalità ha per imagine 
le rette del piano rappresentativo. Anzitutto, dall'ipotesi che due curve 
generiche della totalità o si segano in un solo punto variabile, discende 
(trascurando una parte fissa che eventualmente facesse parte della tota- 
lità) che una curva generica C di a è irriducibile. In vero se C si com- 
ponesse (ad es.) di due curve C^ C' (irriducibili), o queste al variare di 
C, descrivono lo stesso sistema ed allora, non potendo avvenire, per 
quella ipotesi, che due curve di questo sistema non abbiano intersezioni 
comuni variabili, due curve di o si segherebbero (almeno) in quattro 
punti variabili, cioè in quelli in cui le componenti di una curva incon- 
trano le componenti dell'altra : ovvero C , C" descrivono due sistemi di- 
stinti ed allora, siccome per un punto di F passa (almeno) una curva di 
un sistema ed una dell'altro, una curva generica di un sistema ha almeno 
un punto comune variabile con una curva generica dell'altro e perà due 
curve di o avrebbero (almeno) due punti comuni variabili. 

Ne consegue che due punti generici di F (e basta anche che sieno 
due punti qjialunque sopra una curva irriducibile di o) determinano una 
sola curva di o, perchè se per essi ne passasse un'altra, le due curve 
avrebbero per la stessa suddetta ipotesi (e per l'algebricità del sistema) 
infiniti punti comuni, cioè una componente /comune. In particolare (pren- 
dendo quei due punti successivi) una curva generica di o per un punto 
generico di F è individuata dal punto stesso e dal punto della curva a 
questo successivo : e quindi le curve di o uscenti da un punto generico 
di F, che diremo costituire un fascio, corrispondono biunivocamente (ed 
algebricamente) alle loro tangenti in quel punto, cioè costituiscono una 
00^ razionale. I punti di F, potendosi determinare come intersezioni delle 
linee di due tali fasci, si riferiscono biunivocamente ai punti di un piano 
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TC, facendo corrispondere proiettivamente quei due fasci a due fasci di 
rette di tu. Se in queste proietti vita la curva di o comune a quelli si 
prende omologa alla retta comune a questi, si può ragionare come nella 
ordinaria costruzione delle collineazioni piane (cfr. n. 12, Gap. 3.®) e con- 
cludere che alle oo^ curve di s corrispondono le rette di ^ (potendosi anzi 
prendere ad arbitrio di quattro curve date di a le quattro rette omologhe 
di n) 1). 

m 

Infine, essendo le curve di ^7 di ordine n cioè incontrate in n punti 
da ogni sezione iperpiana di F, ogni retta del piano it deve incontrare 
rimagine di detta sezione in n punti. Queste imagini costituiscono adunque 
il sistema completo dì tutte le curve piane di ordine n, o un sistema 
lineare in esso contenuto (anche di ordine inferiore ad n e ciò dipen- 
dentemente dalla esistenza eventuale di una par.te fissa di o sopra tra- 
scurata) : e però (n. 4) la proposizione è dimostrata. 

6. — Facciasi delFesempio del n. 5 il caso particolare n = 2: si ha 
allora la superficie di Veronese, Questa è adunque la superficie (normale) 
rappresentativa di tutte le coniche di un piano : superficie del 4.^' ordine 
appartenente ad S5. Le formule di rappresentazione si ottengono ponendo 
le sei coordinate di Ss proporzionali ai quadrati e ai prodotti a due a 
due di tre variabili. Sulla superficie esistono soltanto curve di ordine pari 
e precisamente oo* coniche corrispondenti alle rette del piano, od^ quar- 
tiche (razionali) corrispondenti alle coniche , ... . 

Dal teorema dello stesso n. 5 si ricava che una superficie contenente 
od' coniche, tale che due si tagliano in un solo punto (variabile), è la 
superficie di Veronese od una sua proiezione : ma ora è superflua la con- 
dizione del segarsi in un solo punto, cioè si ha la proprietà: — Una 
superficie che contiene 00 ' coniche è la superfi^cie di Veronese od una sua 
proiezione. — In vero sia a una totalità (irriducibile) od* di coniche gia- 



^) Si può aggiungere che, in virtù delle formole 

yi^fiixi) (i=0,l,2 ; i = l,2,...,r) 

che danno la rappresentazione di % su F, alle rette SoVo + Si^i + Etyi^O corri- 
spondono le curve di segate dalle ipersuperficie £o?o + ?i?i + 5«T8=0> onde le 
curve di a costituiscono una serie lineare (n. 16, Gap. 10.°). Ciò è caso particolaris- 
simo di un teorema di Enriques (cfr. il n. 27 della Memoria di Sbgre citata nella 
nota al n. 7, Gap. 10.»;. 
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centi sopra una superficie. Per un punto generico di questa debbono pas- 
sarne 00^: sicché, presa una conica generica di o, le coniche di a passanti 
per tutti i suoi punti costituiscono la totalità stessa a, e però due co- 
niche di questa totalità si segano almeno in un punto. Se si segano in 
un punto solo il teorema è dimostrato; e lo è anche se si segano in due 
punti, come è subito veduto. Infatti allora la superficie esiste manifesta- 
mente in un Ss, e la quadrica passante per due delle causi derate coniche 
e per un punto ulteriore della superficie conterrà tutte le coniche di 
questa passanti per quel punto e quindi coinciderà colla superficie stessa: 
ma d'altra parte una quadrica di S3 è rappresentativa del sistema di 
coniche di un piano passanti per due punti, cioè (n. 4) proiezione della 
superficie di Veronese da una sua corda. 

La proiezione in S3 della superficie di Veronese da un Si che non 
ha punti comuni con essa, ossia rappresentativa di un sistema oo^ di co- 
niche senza punti base, dicesi superficie di Steiner *). Notando poi che, 
proiettando la V^ di Veronese da un Si che la incontra in due punti, 
si ha, come già si è detto, una quadrica di S3 e, proiettandola invece da 
un Si avente un punto comune con essa, si ha una superficie rigata di 
3.^ grado, rappresentativa di un sistema oo^ di coniche per un punto, 
dal teorema dimostrato si ha, per r = 3 , il teorema di Darboux ^): — Le 
superficie di S3 che contengono 00* coniche sono le quadriche, le rigate cu- 
biche e le superficie di Steiner — . 

7. — Per ciò che vedemmo testé, la superficie di Veronese è carat- 
terizzata dair appartenere ad S5 e dal contenere 00* coniche. La superficie 
si può caratterizzare in un altro modo non meno notevole che qui espo- 
niamo. 

Osserviamo che se una superficie è un cono (di S^) ovvero la super- 
ficie di Veronese (di S5), due suoi Se tangenti hanno sempre un punto 
comune. Per il cono la proprietà é evidente, per la superficie di Veronese 
segue dal notare che per i due punti di contatto dei due St tangehti 
passa una conica della superficie e che le tangenti nei punti stessi a 
questa conica s'incontrano. 

Reciprocamente, se due Sg tangenti generici di una V2 irriducibile ed 
appartenente ad Sr hanno un punto comune ed è r>>4, la Vj è un cono 



^) DI questa superficie si dirà nel Gap. seguente. 
2) BuUetin des Se. math., 4 (2), 1880. 
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{di Sr) la Vi di Veronese (di Ss) *). In vero, due Sg tangenti generici 
della Vs non possono segarsi in una retta, altrimenti passerebbero tutti 
per una retta fissa (n. 16, Gap. 1.*^), ed allora un S,...i generico taglierebbe 
V2 in una linea (appartenente ad Sr_i ed iniducibile) di cui tutte le tan- 
genti passerebbero per un punto (comune alla retta fissa e airS,-_i), cioè 
in una linea retta, e quindi dovrebbe essere r — 1 = 1. Neppure possono 
tutti gli 82 tangenti di Yg segare in rette un piano fisso, altrimenti un 
Sr_i generico taglierebbe Vj in una linea di cui tutte le tangenti incon- 
trerebbero una retta (comune airS^^i e al piano fisso), cioè in una linea 
piana e quindi si avrebbe r — 1=2. Possono invece gli Sg tangenti di 
V2 passare tutti per un punto : allora un S^-i per questo punto sega V» 
in una linea di cui tutte le tangenti passano per il punto stesso e quindi 
composta di linee rette : allora Vg è un cono. Escluso questo caso, tre 
S2 tangenti generici di ¥2 avranno a due a due tre punti comuni distinti 
appartenenti ad un piano jr , perchè se i tre punti fossero in linea retta 
questa sarebbe comune ai tre 82 contrariamente ad una osservazione fatta 
avanti: e i tre Sj tangenti generici, per T ipotesi (r>4), apparterranno 
ad un S5. Un quarto S2 tangente generico di V2 deve incontrare quei 
tre Sj in tre punti indipendenti e quindi giacere in questo S5, perchè 
se i tre punti fossero su una retta, questa non incontra il piano n ed 
allora i tre primi S2 sarebbero in un 84, incontra z e allora due (almeno) 
dei tre S^ sarebbero in un 83 (non potendo avvenire, per un'altra osser- 
vazione fatta avanti, che la retta giaccia iu ::). 

Si è così dimostrato, che, esclusi i coni, deve essere r=5. Prendansi 
ora su Vj due punti generici A, A' e dicansi 82 , 8^2 i rispettivi piani tan- 
genti : r 83 che passa (ad es.) per 82 e per A', contenendo la retta congiun- 
gente A' col punto d'intersezione di 82 , 8'2 , viene ad avere un altro punto 
comune con V2 , successivo ad A'. Per conseguenza un 84 passante per 
82 sega V2 in una Vi , così che ogni 83 passante per 1' 82 e per un punto 
di^Vi esterno all' 82, contiene Vi 0, se questa è riducibile, almeno la sua 
parte irriducibile che passa per quel punto: giacché, se non la contenesse, i 
punti comuni ad 83 e Vi essendo di contatto, si avrebbe sulla detta parte 
irriducibile una serie lineare con infiniti punti multipli, il che è assurdo 
(n. 18, Gap. 10.^). Dunque ogni 83 per rSg tangente in A e per un punto 



*) Cfr. Del Pezzo, SulU superficie dell' n.^ ordine.,. (Rendiconti del Ciro. Mat. 
• di Palermo, 1, 1887) n. 12. 
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A^ (esterno ad S2) ha comune con V^ una linea passante per A' (e simil- 
mente scambiando i punti A , A'). 

Ciò premesso, la linea secondo cui un S4 per V Ss tangente in A sega 
Vt avrà certo (almeno) una parte irriducibile per A, che diremo 7. Due 
casi sono possibili: 

l.<» .7 è neirSj tangente in A. Allora l'Sa per l'S'» tangente in A' 
e per un punto di 7 deve contenerla per intero: altrimenti, muovendosi 
un punto X su y, rSs=S'2X varierebbe contenendo sempre una linea 
di \t e quindi questa superficie sarebbe contenuta neirS4^S2S'2. Segue 
che T è una retta, comune all'St e aU'Sa condotto per S'^ e per A, retta 
segante S\ nel punto comune ad St , S'2 . Parimenti esisterà una retta per 
A' segante Ss in questo medesimo punto. Adunque Vs sarà luogo di rette 
che a due a due s'incontrano, e quindi un cono. 

2.^ Y è estema alFSg tangente in A, e quindi non retta. Variando rS4 
(intorno air Ss tangente in A) 7 descriverà V»: onde, preso un tale S4 
genericamente e un punto A' generico sulla relativa 7, questo punto A' 
è generico su Vs . L' S3 per V Ss tangente in A e per A' conterrà 7 in forza 
della proprietà superiore. Ne segue che 7 è pure contenuta nelPSa pas- 
sante per rS's tangente in A' e per un punto di 7, giacché, se ciò non 
fosse, facendo variare un punto X su 7 si vedrebbe, come nel !.• caso, 
che Vs giacerebbe nell'S4^=ES2.S'i. Dunque 7 è neir Ss intersezione dei 
nominati S3 ossia è una linea piana e precisamente una conica, perchè, 
se fosse di ordine >2, la retta A A' congiungente due punti generici 
di V, avrebbe con questa superficie altri punti comuni (n. 8, Gap. 9.^). 
La V^ essendo così luogo di qo* coniche, è la VJ di Veronese. Questa 
superficie è adunque caratterizzata dall'essere una superficie di S^ (^>4), 
non conOf tale che i suoi piani tangenti a due a due s*incontrano. 

8. — Vi è un terzo modo di caratterizzare la superficie di Veronese 
che ora andiamo ad esporre. 

Siccome le corde di. detta superficie sono distribuite sopragli c»*pfani 
delle sue coniche, è chiaro che esse costituiscono una ipersuperficie e quindi 
che nessuna di esse passa per un punto generico di S5, cioè, come dicesi, 
la superficie di Veronese non possiede punti doppi apparenti, ossia la sua 
proiezione su S4 da un punto generico non ha punti doppi. Il numero 
finito dato dal n. 9, Gap. 9.<> è adunque zero. 

Viceversa abbiasi una superficie Vg, irriducibile ed appartenente ad 
S5 , priva di punti doppi apparenti. Le sue 00 * corde devono allora for- 
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mare una varietà a 4 dimensioni al più : ma si vede facilmente che tale 
varietà è proprio a 4 dimensioni. In vero non può essere a due dimensioni, 
come è evidente, e neppure a tre dimensioni, una W3, perchè per un 
punto generico di W3 passerebbero 00 * corde di Vj e quindi la linea sezione 
di Vs con un iperpiano generico avrebbe la proprietà che per ciascun 
punto di ciascuna sua corda passerebbero 00 ^ corde, ed allora per ciascun 
punto della linea 00^ corde appoggiate ad una corda data, cioè la linea 
stessa dovrebbe essere piana, il che (dovendo la linea appartenere airiper- 
piano) è assurdo. 

Il luogo delle corde di Vj essendo una W4 , da ogni punto di questa 
partono 00^ corde costituenti una superficie conica, che dico essere un 
piano (ondo le dette corde formano un fascio). Per dimostrarlo osservo 
che, presa una sezione di Vj con un S4 generico (linea irriducibile ed appar- 
tenente a questo S4), per un punto generico di una corda generica di tale 
sezione non passa, oltre questa, alcun' altra corda; altrimenti, gli estremi 
di queste altre corde partenti da tutti i punti di quella costituendo la 
sezione, questa sarebbe biproiettata. da ogni sua corda, cioè ogni piano 
trisecante della sezione sarebbe quadrisecante, il che non può essere 
(n. 8, Gap. 9.<>). Ciò significa che il cono di corde di Vj che ha il vertice 
in un punto generico di una corda generica è tagliato da un S^ generico 
per la corda in questa sola corda e però, come si disse, è un piano. 
Questo piano ha comune con V, una curva almeno di 2.^ ordine, cosicché 
ogni retta del piano stesso è corda di V,. Le corde di Vj si distribui- 
scono adunque in 00* piani : e di piiì la sezione di ogni Ule piano con 
V2 deve essere precisamente una conica, perchè, se fosse di ordine >2, 
ogni corda di V^ sarebbe almeno trisecante. Se ogni conica si spezza, 
la V2 è rigata e le sue rette si distribuiscono in 00* coppie di rette 
segantisi, cioè ogni retta incontra ogni altra retta di V^ e questa è quindi 
un cono ^). Se le coniche non si spezzano si ha la superficie di Veronese 
(n. 6). 

Il risultato può estendersi ad un Sr qualunque. Se una V2, non cono, 
appartenente ad S^ è priva di punti doppi' apparenti, cioè un S^-^ non 
incontra alcuna sua corda, ossia il luogo delle sue corde è una W4, la 



^) Un cono è effettivamente privo di punti doppi apparenti, perchè la retta 
che va al vertice da un punto generico dello spazio non è una corda (impropria) 
del cono. 
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proiezione di V2 da un S^^ generico sopra un S5 è priva di punti doppi 
apparenti, non cono, e quindi la superficie di Veronese. Ma questa è 
normale in S5, dunque la V, non può esistere se r>5. 

Concludiamo che una superficie di S^ , noti cono, priva di punti doppi 
apparenti è la superficie di Veronese ^). 

9. — Ed ora dimostriamo il seguente teorema, dovuto al Del Pezzo ^, 
al qual teorema abbiamo già accennato nel n. 1 del Gap. 13.^: — Le super- 
fide Vf"^ irriducibili, appartenenti ad Sr , sono scitanto le rigate rajrionali 
normali (coni compresi), aggiunta, quando r=b,la superficie di Veronese. 

Premettiamo che se la proiejsìone di una Vf "^ di Sr da un suo punto 
generico sopra un Sr-i è un cono ed inóltre r>>3 anche Vf~* è un cono. 
Infatti, detto il centro di proiezione ed M il vertice del cono proiezione, 
r — 2 generatrici generiche di questo cono giacciono in un Sr~2 e quindi 
in un Sr-i per OM, e saranno imagini di rette di Y;~^ non passanti 
per di coniche di Vp* passanti per 0. Ma, essendo r>>3, non pos- 
sono tutte quelle r — 2 generatrici essere imagini di coniche, perchè il 
detto Sr-i deve segare Vf~Mn una linea d'ordine r — 1: dunque una 
almeno di esse, cioè una generatrice generica del cono proiezione, è ima- 
gine di una retta di Vi^~^ e però lo sono anche tutte le altre generatrici 
del cono stesso, e la Vp^ per conseguenza è rigata. Di più, come tutte le 
generatrici del cono proiezione passano per M, così la retta OM dovrà 
incontrare tutte le generatrici di Vf"^ e dovrà incontrarle in uno stesso 
punto; altrimenti OM sarebbe una direttrice rettilinea di Vp^ e quindi 
questa superficie (per essere generico) ammetterebbe infinite direttrici 
rettilinee, cioè apparterrebbe ad S3, contro il supposto di r>>3. La nostra 
proposizione preliminare è cosi dimostrata. 

Ciò posto, facciamo dapprima il caso di r==4, cioè consideriamo una 
Vs di S4, non cono: la sua proiezione, da un suo punto generico 0, sopra 



^) Cfr. le due Memorie di Sbtdri citate nella nota <) del n. 25, Gap. 9.<> e 
precisamente il n. 8 delia prima Memoria e la nota quarta del n. 2 della seconda. 
Cfr. pure, per la trattazione di una questione della quale Targomento del presente 
n. è caso particolare, la recente Nota di Palatini, Sulle superficie algebriche i cui 
Sfc {h'\-\)' secanti non riempiono lo spazio ambiente (Atti della R. Accad. di 
Torino, 41, 1906). 

') StUle superficie di ordine n immerse nello spazio di n-\-l dimensioni (Rend. 
dell'Accad. di Napoli, 1885) e Sulle proiezioni di una superficie e di una va- 
rietà... (Ivi, 1886). 
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un S3 sarà una quadrica V|, non cono (per quella proposizione). I punti 
di Vi successivi ad avranno per imagini i punti di una generatrice g 
di V| intersezione dell' S3 coir S^ tangente nel punto a Vi : quindi le 
rette di VI, appartenenti al medesimo sistema di g (non incontrando g) 
saranno imagiui di rette della Vi non passanti per 0, mentre le rette 
di V| dell'altro sistema saranno imagini di coniche della Vi passanti per 
e incontranti le generatrici della VI. La retta di Vi che si appoggia 
a g nei punto in cui g è incontrata dalla generatrice di Vi passante per 
è imagine di una conica che si spezza nella generatrice medesima e 
in una retta appoggiata a tutte le generatrici di Vi; dunque, poiché V* 
non può avere più di una direttrice rettilinea, ricaviamo che ogni super- 
ficie Vi appartenente ad S4 è rigata e, come già sappiamo (n. 4, Gap. 13.*), 
ammette una sóla direttrice rettilinea. 

Consideriamo ora una V, di S5, non cono, e proiettiamola da un suo 
punto generico sopra un S4 : la proiezione sarà la superficie rigata Vi 
dianzi caratterizzata. I punti di Vi successivi ad avranno per imagini 
i punti di una retta : ma adesso due casi sono possibili. Dapprima questa 
retta può essere la direttrice di Vi. Allora le generatrici di Vi sono 
tuttq imagini di 00^ coniche uscenti da e la superficie V^ non contiene 
rette, ma 00* coniche e quindi (n. 6) è la superficie di Veronese. Oppure 
può darsi che la retta imagine dei punti di Vs successivi ad sia una 
generatrice 5^ di Vi- Allora, poiché le altre generatrici di V? sono imagini 
di rette della Vi, questa superficie è rigata. Secondochè il punto, in cui g 
taglia la generatrice di VJ passante per 0, coincide no col punto ove g 
si appoggia alla direttrice di Vi, questa direttrice sarà imagine di una 
retta ovvero di una conica (passante per 0) : onde VJ può essere, come 
già ci è noto (n. 4, Gap. 13.<^), con una sola direttrice rettilinea con 
00* coniche direttrici. 

Dopo ciò passiamo alla V| di Se, che proiettiamo da un suo punto 
generico sopra un S5. 1 punti di Vi successivi ad hanno per imagini 
i punti di una retta e quindi la proiezione di VI è necessariamente una 
VJ di S5 rigata ; e, perché Vg non fosse rigata, dovrebbe la VJ essere con 
direttrice rettilinea ed i punti successivi ad di VI avere per imagini 
i punti di tale direttrice. Ne risulterebbe contenere V| 00* coniche per 
e quindi in tutto 00' coniche, il che è assurdo, una superficie cosifiFatta 
essendo soltanto la V2 di Veronese od una sua proiezione (n. 6). 

Ripetendo, come si può, tale ragionamento per le Vp^ di S^ nei casi 
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di r=7,8,... si stabilisce completamente T enunciato teorema di Del 
Pezzo. 

10. — Da questo teorema possiamo trame un altro (a cui accennammo 
nel n. 19, Gap. 13.^) relativo alle V<:^i (i^l) irriducibili, appartenenti 
ad Sr* 

Un Sr-^i^i generico taglia una Vj+J in una Vf~* che deve essere una 
rigata d la superficie di Veronese (n. 9). Supposto dapprima che Yi"* 
sia una rigata, per un punto generico di V^ljli passano infinite sue rette 
costituenti un S< , poiché ogni Sr-^^+i condotto per il punto ne contiene 
una sola. Per conseguenza V<:j:i si compone di una serie oo^ di S^, serie 
razionale in quanto un Sr~i generico taglia Y<+i in una curva razionale 
normale. 

Supponiamo in secondo luogo che Wi"* sia la superficie di Veronese. 
Allora deve essere r — i=4 e quindi si tratta di studiare una Vt-a di 
Sr (^^6) segata da un Ss generico nella superficie di Veronese. Comin- 
ciamo dal caso r=6, cioè dal considerare una tale V3 di S«. 

Proiettiamo la VJ da due suoi punti generici A , B (cioè dall' Si che 
li congiunge) sopra un S4 . Il risultato della proiezione sarà una quadrica 
V| di S4 e i punti di Vf successivi ad A , B avranno per imagini i punti 
di due piani di quella V| ; la quale sarà quindi specializzata una due 
volte (non più, essendo irriducibile) cioè possederà, al più, un Si doppk). 
Se C è un punto doppio di V', consideriamo un S5 generico che passi 
per A , B , C : esso taglia Vi in una V, e V| in una V| con un solo punto 
doppio in C, cioè in un cono quadrico di 1.* specie, sicché Vi ha per 
imagine un tal cono. Segue che Vi non può essere la superficie di Vero- 
nese, altrimenti le 00^ coniche per A e le 00^ coniche per B di Vi dareb- 
bero origine ad un doppio sistema di generatrici della quadrica proiezione : 
quindi Vi è una rigata un cono e le sue generatrici si appoggiano tutte 
al piano ABC. Facendo variare TSs intomo a questo piano, si ha che 
tutti i punti di Vi si distribuiscono in 00' rette appoggiate al piano stesso. 
Variando A , B , e conseguentemente il piano ABC, queste* 00' rette non 
possono variare, perchè altrimenti per ogni punto di Vi ne passerebbero 
infinite e quindi le sezioni di Vi con S5 generici non sarebbero più super- 
ficie di Veronese. Si conclude intanto che la nostra Vi si può considerare 
come il luogo di 00* rette che si appoggiano a due piani ABC, A'B'C, 
essendo A' , B' due altri punti generici di Vi e C un punto doppio della 
proiezione di Vi fatta da A',B'. 

SI 
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He Don possono incontrare ABO.A'B'C in ponti distinti, 
a Vj apparterrebbe al più ad un Sj; quindi passano tutte per 
mune a quei due piani o si appoggiano tutte ad una retta, 
ione. Ma questo secondo caso è da escludersi, perchè tale 
be incontrare AB (e parimenti A'B'), il che non può esaere, 
ignirebbe, facendo variare (ad es.) il solo punto B, che la 
giacere nell'S, determinato dal punto A e dal piancr A'B'C 
un cono, che si ottiene proiettando da un punto dì Sa la 
Veronese (di un Ss che non passa per il punto) *). 
passando al caso di r=l, si rìcooosce &cilniente che una 
gata da un S^ generico in una superficie di Veronese, è un 
proiettando una tale superficie da un 5, . Infatti ei tagli 
'■i generico e con tutti gli S« passanti per esso. La sezione 
i superficie di Veronese Vi e la sezione con ciascuno degU 
proposizione stabilita, una V, che può ottenersi proiettando 
certo punto dell'S^. Il luogo di questo punto, al variare di 
d Ss, è una retta (un S« generico avendo col luogo un solo 
e), e la VJ è manifestamente costituita da tutti i piani proiet- 
!Sta retta i punti della Vj. 

ite si passa dal caso r=7 al caso r=8 e cosi di seguito. 
»a il teorema: — Ogni varietà Vl+,' , irriducibile, apparienettte 
è una serie raeionale od' di S( (cioè una S(-Vj+f)> oppure, 
, cioè se si ha una Vt-g , un cono che proi^ta la superficie dì 

un &r-»- 

torniamo alle V;~ ' di S,. . Poiché un sistema completo di curve 
ali di dimensione r ha la proprietà di essere di grado r - 1 *), 
che, quando t'!>2 , tutte e sole le superficie rappresentative 
ni sono le Vp' , e quindi, per il teorema di Bel Pezzo, sono 
iionali normali e la supei-ficie di Veronese. Dunque (n. 12, 
1. 6) i sistemi lineari completi co' (r~>2) di curve piane ra- 
ridueibili biraeionalmente a sistemi di curve d' ordine r — 1 



ta al n. 16, Cap. 15. • 

à avvertito che questo teorema, dimostrato nel caso di sin^Iarità 
) (n. 6, Cap. 11.°), vale qualsiansi tali singolarità base, come si mo- 
p. 2." dell'Appendice. 
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con un punto {r — 2)^^^^ ed r — 2 punti semplici base^ owem cU sistema di 
tutte le coniche dd piano ^). 

Dalla quale proposizione se ne ricava nn^ altra notevole. Anzitutto si 
osservi che una superficie a sezioni iperpiane razionali è razionale. Se Tor- 
dine n della superficie è 2, cioè la superficie stessa è una quadrica di Ss , 
la proprietà è ovvia. Se n>>2, prendasi un 8^.2 generico e si riferisca 
proiettivamente il fascio di S^-i per esso ad un fascio di rette di un piano 
z. Poi, fissate in gr tre rette generiche a,b ,c e fissati inoltre tre A , B , C 
degli n punti nei quali V Sr-z incontra la superficie, si faccia corrispon- 
dere proiettivamente la sezione iperpiana di ciascun S^.i del fascio alla 
retta corrispondente del fascio di ic, in modo che ai punti A , B , C cor- 
rispondano rispettivamente i tre punti in cui questa retta incontra le 
a , ò , (;. Si ha così manifestamente una rappresentazione biunivoca della 
superficie su i: : alle sezioni iperpiane della superficie corrisponde un si- 
stema lineare di curve razionali di te. 

Ne discende che una superficie a sezioni iperpiane razionali è di 
quelle considerate avanti, o delle loro proiezioni : cosicché, ricordando che 
la proiezione della superficie di Veronese da punti di essa dà rigate ra- 
zionali, si ha che una superficie di S^ a sezioni iperpiatie razioncUi è una 
rigata razionale, o la Vi di Veronese, o una ddle due \t proieziofii di 
questa (da punti estemi) in S^ ed in Ss. 

Come caso particolare di questa proposizione si ha il teorema di 
Picard, che le superficie di Ss a sezioni piane razionali sono le rigate ra^ 
zionaìi e la superficie di Steiner *). 

12. — Un altro teorema, che è in una certa relazione coi precedenti, 
è il seguente, che si può chiamare teorema di Kronecker-Castelnuovo ^): 
— Una superficie F di Sa, irriducibile, la quale dai piani di un sistema od^ 
viene segata in curve riducibili è rigata oppure la superficie di Steiner — . 

Escludiamo le rigate, le quali dai loro co' piani tangenti, cioè dai 



*) Si possono dare al teorema altre forme, prendendo altri tipi in ciascuna 
famiglia di sistemi lineari, trasformabili Tuno neiraltro birazionalmente : ad es., 
prendendo per le rigate razionali normali le rappresentazioni minime (n. 13, 
Gap. 13.0). 

*) Cfr. Picard, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen- 
dantes (Paris, 1900), t. 2.% pag. 59, n. 11. 

^) Castblnuovo, Sulle superficie algebriche che ammettono un sistema dop- 
piamente infinito di sezioni piane riditttibili (Rendiconti dei Lincei^ 1894). 



— 324 - 

le loro generatrici, sono appunto segate in curve ri- 
amo che nna superficie non rigata che goda della pro- 
I teorema è necessariamente k snperficie di Steiner, 
rviamo in primo luogo che, essendo manifestamente 
!Ìone di spezzamento della sezione di una superficie 
iiderato sistema a>* di piaci è certamente algebrico. 
)renderà un sistema qo' irriducibile (che, dopo aver 
;ma, si vedrà essere tutto il sistema dato) e si diranno 

2) le componenti irriducibili (non rett«) della sezione 
[)iano generico n di questo sistema. Due di tali i com- 
10 coincidere, altrimenti z sarebbe tangente ad F lungo 
i, siccome per un punto generico di F passano co' di 
ina delle C descrivendo un sistema co*), ogni punto 
}ianì tangenti, il che è assurdo >). 
•'(algebrici, irriducibili) descritti da ciascuna delle 
lono due o più coincidere, cioè formare un solo sistema. 
]o le Ci (ad es.) che passano per un punto generico 

un sistema od' ed i loro co' piani, ciascuno segante F 
ve Ct,Ca, — ,Ci, non possono queste curve passare 
) contrario, avremmo in P oc' piani tangenti; e però, 
e il detto sistema 0°', C, (ad es.) descrive un sistema, 
itinto da quello: e la curva Ce, passante per P, di no 
rà insieme alla Ci , che giace nel suo piano, una curva 
in punto doppio in P, cioè il piano stesso sarà tangente 

anzi che per P non può passare una terza componente 
Iti nel piano), perchè, altrimenti, P sarebbe punto triplo 

F col detto piano e quindi punto di flesso per ogni 

con un piano per P; onde, essendo P generico, i punti 
ana di F sarebbero flessi per la sezione e però questa 

ed allora F un piano, il che evidentemente è escluso, 
ione prova pure che il punto P deve essere semplice 
I curve C, , C,. 
cora che, se consideriamo il sistema co' descritto da 



:ate a ciò che ni è detto nel u. 13, Cap. 9.°, quando un pnnto 
wrficie F ammette <x' piani tangenti, deve F ridursi ad una 
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una delle i curve Ci, C2, ... , Ci, siccome il sistema stesso è costituito 
da tutte le sue curve che passano per i punti di una sua curva generica, 
due curve del sistema (due adunque delle curve C se appartengono allo 
stesso sistema) hanno almeno un punto comune. Se invece due delle 
stesse i curve descrivono due sistemi 00' diversi, siccome un sistema è 
costituito da tutte le sue curve che passano per le coppie di punti di 
una curva generica dell'altro sistema, sono almeno due le intersezioni di 
due delle curve C appartenenti a sistemi diversi. La stessa considera- 
zione mostra che, se due curve di un sistema descritto da una delle curve 
C hanno un solo punto comune, per due punti generici di F passa una 
sola curva del sistema (perchè, se ne passassero due, tenendo fissa V una 
e variando F altra si troverebbe, come dianzi, che due curve si taglie- 
rebbero in due punti). * • 

Ciò premesso, riprendiamo la considerazione del piano tc tangente ad 
F in un punto P generico e delle curve Ci , Cf , ... , C^ , che esso sega 
su F, delle quali due sole Ci e C2 passano per P. Supponiamo poi che 
un punto si muova con continuità sulla superficie partendo da P e de- 
scrivendo una curva qualsiasi 7 ; ed insieme al punto mobile consideriamo 
il piano mobile ivi tangente ad F, e le successive posizioni che su F va 
assumendo la curva Ci al variare del piano stesso. Sieno F , tc' , d , tre 
posizioni corrispondenti dei tre elementi mobili (punto, piano e curva). 
Per ciò che si è detto sopra, la curva C'i del piano n' sega la curva 
fissa Cg 4~ — + Ci (cioè composta di queste curve) in un certo numero 
A;> i — 1 di punti M'i , ... , M\, i quali si trovano sulla retta nic' comune 
ai due piani. Se ora facciamo che il punto P" torni alla posizione iniziale 
P lungo la 7 e seguiamo nei loro movimenti il piano n' e la curva C'i, 
vediamo che i punti M'i , ... , M\ vanno muovendosi con continuità lungo 
le curve fisse C2, ... , Ci, mentre la retta tzk che li contiene varia con 
continuità sul piano fisso x. Al limite, per F coincidente in P, la curva 
C'i si è portata sulla Ci di 2: ed i punti M'i , ... , M\ sono venuti a cadere 
in certi punti Mi,...,Mk comuni alle due curve Ci e C2 + ... + Ci. La 
retta int' (contenente i punti M'i , ... , M\) ammette alla sua volta come 
posizione limite quella retta t\ del fascio di 71 col centro in P, la quale 
è tangente coniugata (rispetto ad F) alla tangente ^ a y in P ; cosicché 
sulla a, devono cadere, oltre a P, altre k-l intersezioni delle due curve 
Ci e C2 + ... + Ci . Adesso si faccia variare 7 (che è in nostro arbitrio) 
su F intomo a P, in guisa che la sua tangente t in P descriva il suddetto 
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fascio: sempre troveremo che h — 1 intersezioni, oltre a P, delle dne 
curve fisse Ci e C2 + ... + Ci devono giacere sulla retta t' passante per 
P e tangente coniugata alla tangente variabile t. Segue che non può 
essere Iz — 1>0, perchè, 0, variando t in quel fascio, varia pure la sua 
tangente coniugata { ed, in tal caso (dei detti k — 1 punti, per posizione 
generica di if, nessuno potendo cadere in P) le due curve Ci e d +...4- C, 
avrebbero infiniti punti comuni, cioè due (0 più) delle curve C coincide- 
rebbero, il che si dimostrò già assurdo: ovvero, variando t, non varia ^, 
ed in questo caso il punto P, generico di F, sarebbe un punto parabolico 
e la F, avendo tutti i suoi punti parabolici, sarebbe una superficie svi- 
luppabile e quindi una rigata (particolare), mentre le rigate furono 
escluse *). 

Adunque deve essere Te — 1 =0 e però i— ^2 < e quindi i=2; ed 
inoltre, dall'essere h — 1 = 0, segue anche che le due curve Ci e Cj che 
compongono la curva riducibile sezione di F col piano ir, si segano in 
un solo punto e quindi descrivono un solo sistema. Infine quest'unico 
sistema è di coniche, perchè una sua curva è segata da un piano n in 
due punti, quelli cioè nei quali essa è incontrata dalle due curve del si- 
stema giacenti in tt. La F di S3, che contiene 00' coniche e non è rigata, 
è quindi la superficie di Steiner (n. 6), come si era asserito. 

Il teorema di Picard (n. 11) segue dal teorema* dimostrato, osservando 
che i piani tangenti di una superficie F a sezioni piane razionali tagliano 
F in una curva riducibile, giacché per ciascuno di essi la sezione acquista 
nel punto di contatto un altro punto doppio (cfr. n. 22, Cap.-O.^'). 



^) La nozione di tangenti coniugate ed i teoremi relativi, di cui qni si è fatto 
uso, si stabiliscono facilmente con mezzi analitici. Per una trattazione sintetica 
delle stesse proprietà vedasi Crbmona, Preliminari ad una teoria geometrica delle 
superficie (Mem. Accad. Bologna, 6, 7, (2), 1866, 1867), la traduzione tedesca 
fattane da M. Curtzb (Berlin, 1870). 



Capitolo 15> 



La snperflde di Veronese. 



1. — Lo studio della superficie di Veronese (già in vario modo de- 
finita nei n. 6, 7, 8 del Gap. precedente); alla quale vogliamo adesso 
rivolgere la nostra attenzione, richiede qualche aggiunta alle cose del 
n. 3, Gap. 10.° nel caso w = r=2. 

Anzitutto la definizione di due coniche coniugate di un piano % 

ff=^(Xi^iii^ =0, 
data dalla 

(1) 2^<*«'*==^ 

si può porre sotto altra forma. Diciamo A^jt il complemento algebrico 
di Qix nel discriminante |a,]t| di /*, per modo che 

sia l'equazione di /* considerata come conica- inviluppo; e, nella schiera 
individuata da /" e <p, che ha per equazione 

consideriamo la terna di coniche, ciascuna degenere in una coppia di 

punti. Queste corrispondono ai valori del parametro - che sono radici 
deir equazione cubica: 



ìderata la schiera di coniche come un ente razionale nel quale 
ta è -, il gruppo polare dì 1." ordine (costituito di un solo 
lell'elemento (/.'[l') della schiera rispetto alla tema6(X|i) = 



3e(xv) 3QfiV) _. 
ire il gruppo polare di l." ordine di f sarà^dato da 

wV).=i,|i=o V3(^/x=i,n=o 
tpando con le note regole dei detennioaDti, da 

\e f e f sono coniugate, che questo gruppo è dato precisa- 
. Dunque se una conica-luogo f ed una eonica-invUìtppo cp sono 
è il gruppo polare di 1." ordine di f (considerata come conica- 
ispetto alle tre copjrìe di punti appartenenti eUla schiera indi- 
/■ e ^ , e viceversa. 

una conica f coniugata ad una conica <p si spezza in due 
indo con 

CaXi,-\-CiXi-\-CtXt = , d,)Xa-\-dtXi-\-dtXt = 

delle due rette, si ha (a meno di un fattore di proporzionalità) 

CttL = Cidii-{-eitdi , 

e la (1) diventa 

ffcf sono coniugate ed f si spessa in due rdte, queste rette 
ile eeUa polarità risp^o a rp,e viceversa. Correlativamente, se 
tmiugate ef si speeza in due punti, questi punti sono coniugati 
tà ricetto ad f, e tnceversa. Se f è una coppia di rette e f 
di punti ed /, f> sono coniugate, le due coppie si separano 
snte, e viceversa. 
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Si vede pure subito (per il n. 3 del Gap. 10.<^ ovvero come caso par- 
ticolare della proprietà precedente) che, se f è una retta contata due 
volte ed è coniugata a ^ , la retta tocca cp , e viceversa. Correlativamente, 
se f è un punto contato due volte ed è coniugato ad /*, il punto appar- 
tiene ad /*, e viceversa. 

Ricordiamo inoltre (n. 3, Gap. 10.«) che ad ogni sistema lineare oo*^-^ 
di coniche -luogo è coniugato un sistema lineare od^'^ di coniche -invi- 
luppo. Le coppie di rette appartenenti al sistema oo'^'^ sono tutte e sole 
le coppie di rette coniugate rispetto a tutte le coniche del sistema oo^'' 
e le rette che contate due volte appartengono al sistema oo^~^ sono tutte 
e sole le rette basi del sistema oo^-'' (cioè le tangenti comuni alle coniche 
di questo sistema). 

Gosì in ogni sistema lineare co* di coniche-luogo vi sono a>' coppie 
di rette e oo^ rette contate due volte: quelle sono le coppie di rette co- 
niugate e queste le tangenti della conica coniugata al sistema. 

Gosì pure in ogni sistema lineare oo' di coniche-luogo vi sono oo^ 
coppie di rette e quattro rette contate due volte : quelle sono le coppie 
di rette coniugate e queste le tangenti comuni alle coniche della schiera 
coniugata al sistema. 

Si tralascia di enunciare le proprietà correlative. 

3. — Nel caso di un sistema lineare oo^ di coniche -luogo, cioè di una 
rete, a cui è coniugato un sistema lineare pure co' di coniche -inviluppo 
cioè un tessuto, si ha per le coppie di rette appartenenti alla rete, o, 
ciò che è lo stesso, per le coppie di rette coniugate rispetto a tutte le 
coniche del tessuto, una proprietà che è utile dimostrare. 

L'equazione del tessuto sia 

Se rii sono le coordinate di una retta di una delle dette coppie, i suoi tre 
poli rispetto alle tre coniche Sa<fc€i£fc = 0, SPikS<£fc = 0,SY<fc$,£^ = 0, 
dati dalle equazioni 

debbono trovarsi sopra una medesima retta (l'altra della coppia a cui 
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quella appartiene). Quindi deve essere 



2«<oTl< 2anTlt 2^«^< 
^^io-fìi ^liifli piatii 



= 0, 



cioè la retta tq deve toccare una determinata curva di 3.» classe. Notisi 
ancora che, se rj , t]' sono due rette di una coppia, le coniche del tessuto 
tangenti ad t] (ad es.), le quali formano una schiera, debbono toccare la 
retta tq nel punto riff (perchè rispetto ad esse ri deve essere coniugata 
di 7]), e per conseguenza /] deve contenere due punti costituenti una co- 
nica del tessuto. Dunque in una rete di coniche esistono oo* coppie di rette 
tangenti ad una curva di 3.^ classe, le quali rette sono anche le rette doppie 
delle 00* coniche (costituite di due punti) del tessuto coniugato. Correlati- 
vamente in un tessuto di coniche esistono oo^ coppie di punti situati sopra 
una curva di 3j» ordinCy i quali punti sono anche i punti doppi ddle oo^ 
coniche (costituite di due rette) della rete coniugata. 

4. — Vogliamo ora considerare il caso (dianzi tacitamente escluso) di 
sistemi lineari di coniche tutte spezzate (in coppie di punti o di rette). 

Dal teorema del n. 11, Gap. 10.<^ segue subito che i fasci di coniche 
spezzate sono di due specie; una costituita dalle coppie di una involu- 
zione in un fascio di rette, T altra formata da una retta fissa e da una 
retta variabile in un fascio, potendosi anche avere simultaneamente le due 
specie (quando nella prima specie T involuzione sia singolare (parabolica) 
nella seconda il centro del fascio stia sulla retta fissa). Dallo stesso 
teorema segue che le reti di coniche spezzate sono pure di due specie» 
cioè costituite di tutte le coppie di rette di un fascio o di tutte le coppie 
di rette contenenti una retta fissa e segue pure che non esistono sistemi 
lineari od*, od* di coniche tutte spezzate. 

Si giunge del resto facilmente a questa proprietà senza far uso del 
menzionato teorema. La determinazione dei fasci di coniche tutte spez- 
zate fu data infatti nel n. 21, Gap. 1.^: e da essa si passa a quella delle 
reti osservando semplicemente che, se la coppia di rette ah è una conica 
fissa della rete e la coppia ed una conica variabile, siccome ab^cd de- 
vono dar origine ad un fascio di coniche tutte spezzate, deve la coppia 
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ed avere una retta comune con a 6 od appartenere con a& ad uno stesso 
fascio. 

Notiamo le proprietà correlative. Una schiera di coniche tutte spezzate 
(in coppie di punti) è una involuzione sopra una retta, ovvero è costituita 
dalle coppie formate di un punto fisso e di un punto mobile sopra una 
retta, potendo anche i due casi verificarsi insieme. Un tessuto di coniche 
tutte spezzate è costituito da tutte le coppie di punti di una retta o da 
tutte le coppie di punti del piano contenenti un punto fisso. 

Notiamo anche che, quando la schiera coniugata ad un sistema lineare 
00^ di coniche è tutta di coniche spezzate, o le coniche del sistema oo' 
passano tutte per due punti fissi (in particolare toccano in un punto fisso 
una retta fissa) o sono tutte le coniche aventi un punto e una retta fissi 
per polo e polare, e correlativamente. Inoltre, quando il tessuto associato 
ad una rete è tutto di coniche spezzate, è pure la rete tutta di coniche 
spezzate, questa essendo formata dalle coppie di rette di un fascio se 
quello è formato dalle coppie di punti con un punto fisso comune (vertice 
del fascio), e correlativamente. 

5. — Poste queste nozioni sulle coniche coniugate, si può intanto dare 
un altro aspetto alla rappresentazione su un piano n (n. 6, Gap. 14.<^) della 
superficie di Veronese (di S5), che d*ora innanzi indicheremo con fi ^). 

Tutte le coniche -luogo costituenti un sistema lineare oo ^ corrispondono 
agli Si per un punto. Se si fa corrispondere questo punto alla conica -in- 
viluppo coniugata al detto sistema si ottiene, a lato della corrispondenza 
biunivoca fra le coniche -luogo di ;c e gli iperpiani di S5, una corrispon- 
denza biunivoca fra le coniche -inviluppo di tu ed i punti di S5, cosi che la 
condizione delV appartenersi in S5 iperpiano e punto equivale alla condizione 
di essere in ir coniugate le coniche corrispondenti: e di più anche la seconda 
corrispondenza è omografica come la prima. Per persuadersene basta 
notare che se un punto di S5 descrive un S4 (in generale un Sx) la conica - 



^) La superficie di Vbronbsb di cui si trova un cenno in Catlby, On the 
Curves which saUsfy given conditions (Phil. Trans. 1868), fa studiata diffusamente 
da Veronesb, La superficie omaìoide ... (Mem. dell' Accad. dei Lincei, 19 (3), 
1883-84) e da Segrb, Considerazioni intomo alla geometria delle coniche di un 
piano ... (Atti deirAcc. di Torino, 20, 1885): i quali due lavori, specie il se- 
condo, (oltre ad alcuni altri che citeremo a suo luogo) ci furono di guida nella 
redazione dei n. seguenti. Cfr. anche Study, Uéber Geometrie der Kegelschnitte 
(Mathem. Ann., 27). 



inviluppo corrispondente descrive il sisteau lineare coniogato alla conica- 
liinim corrispondente ad S, (coniugato al sistema lineare oo*~* di coniche- 
corrispondenti agli Si per S*)- 

lunti di Ft corrispondono ai punti di r, considerati come doppi' 
Ile coniche inviluppo ridotte a coppie di punti coincidenti), perchè 
to doppio è appunto coniugato alle coniche -luogo passanti per esso. 
I di una sezione iperpiana di FJ, che è una quartica razionale nor- 
lorrispondono ai punti doppi di n giacenti sopra una conica-luogo 
rispondente all'iperpiano della sezione): e così i quattro punti in 
è incontrata da un Sj corrispondono a quattro punti doppY base di 
:io di coniche -luogo. Ciascuna conica di FJ corrisponde ad una retta 
insiderata come luogo di punti doppi. 

icbè lo spezzarsi di una conica -inviluppo in due punti esige una 
>ndizioue e poiché una schiera di coniche contiene tre coppie di 
il luogo dei punti di Ss corrispondenti alle coppie di punti di x 
lerate come coniche-inviluppo) è una ipersuperficie del 3.' ordine, 
dicheremo con M^. A questa la I^^ appartiene, anzi la Fi è doppia 
MJ. In vero un S, di Ss uscente da un punto di FJ corrisponde 
a schiera di coniche di ti contenente un punto doppio: ma questa 
i è di coniche bitangenti e, fuori del punto doppio (in cui cadono 
ille sue coniche spezzate in coppie dì punti), contiene un'altra sola 
di punti; dunque queìl'Si ha un solo punto d'incontro con M^ fuori 
punto d'appoggio su F^. 

— Un tessuto di coniche -inviluppo tutte epezzate in coppie di 
si compone, come vedemmo (a. 4), delle co' coppie di punti di una 
3 delle co* coppie formate da un punto fisso e da ogni punto dì x. 
pendentemente avremo due specie di S» contenuti in M^ : diremo 
li S, di 1.' specie, gli altri, Si di 2." specie. Quelli sono i piani deìle 
ì di Ft, come è evidente, questi sono i piani tangenti di Fi, come 
dall'osservare che le oo ' involuzioni paraboliche giacenti sulle rette 
punto fisso e aventi questo punto doppio rappresentano iu Ss rette 
Iti ad Fi nel punto corrispondente allo stesso pnnto fisso (mentre 
ivoluzione doq singolare rappresenta una corda di Fti. 
Ila rappresentazione piana si verificano pure facilmente queste altre 
età. Due Sa di 1.* specie hanno sempre comune un punto di Ft, 
e due Si di 2.* specie hanno comune un punto estemo ad Fi. Un 
1.* specie ed uno di 2.* o non hanno alcun punto comune o si ta- 
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gliano in una retta tangente ad Fi. Per un punto di M} (estemo ad Ft) 
passa un solo S2 di 1.^ specie e due di 2.* specie. Per un punto di F]| 
passa un solo S2 di 2.* specie (quello ivi tangente) ed 00^ Ss di 1.* specie. 

Poiché due piani aventi un punto comune stanno in un S4 , due piani 
della stessa specie di MI giaceranno in un S4, il quale conterrà anche 
un piano di specie diversa. Così» se quei due piani sono di 1.* specie, 
rS^ che li congiunge conterrà le rette che toccano le due coniche di Ft , 
esistenti in quei due piani, nel loro punto comune e quindi conterrà il 
loro piano che è il piano (St di 2.* specie) tangente in questo punto ad 
FI : anzi il detto S4 , passando per un piano tangente a questa superficie, 
sarà esso medesimo tangente (n. 12, Gap. 9.^). Viceversa un S4 tangente 
ad Ft in un punto, dovendo tagliarla in una quartica con punto doppio 
ivi (e quindi rappresentata in 3c da una conica con punto doppio) taglia 
Fi in due coniche passanti per quel punto. Se poi due piani sono di 2.* 
specie, cioè due St tangenti di Fi, TS^ che li congiunge sega questa 
superficie in una quartica con due punti doppi nei due punti di contatto 
di quegli St (cioè rappresentata in z da una conica con due punti doppli 
e quindi da una retta doppia), la quale quartica si riduce alla conica 
passante per quei due punti contata due volte. Perciò VS4 medesimo 
contiene, oltre il piano di questa conica (St di 1.* specie), tutti i piani 
tangenti ad Fi nei punti della conica stessa (come si vede direttamente 
dalla rappresentazione in tc), e per questa ragione è detto iperpiano 
tangente doppio di Fi (lungo quella conica). 

7. — Alle Fi , MJ, superficie ed ipersuperficie luoghi di punti, debbono 
associarsi un'altra superficie ed un'altra ipersuperficie inviluppi di piani, 
che nascono dalla dualità in tc, riprendendo cioè la primitiva concezione 
delle coniche di tc come luogo di punti. Le od^ coniche che si spezzano 
in coppie di rette hanno per corrispondenti 00^ iperpiani (gli iperpiani 
tangenti ad Fi) costituenti una ipersuperficie del 4.<> ordine, che si dirà 
{1.4 , e le OD^ coniche costituite di rette doppie hanno per corrispondenti 
00' iperpiani (gli iperpiani tangenti doppi dì Fi) costituenti una super- 
ficie del 4:.^ ordine, che sMndicherà con ^t. 

Le proprietà delle fi , ^l si deducono, almeno in parte, da quelle di 
Ft,ìti sostituendo agli enti di tc e di S5 i loro correlativi. Cosi in ^4 
esisteranno It di 1.^ e 2.* specie: un It di 1.^ specie contenendo tutti 
gli iperpiani corrispondenti alle od' coppie di rette di un fascio di ic ed 
un £t di 2.* specie contenendo tutti gli iperpiani corrispondenti alle 00* 
coppie costituite da una retta fissa e da ogni retta di :c. 
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Si ha la proprietà: — L'S^ sostegno di un I2 di 1.* di 2.* specie di 
jtj è un Sft di 2.^ di 1.* specie di MJ — , la quale segue subito dal- 
l' ultima proprietà del n. 4 e dalla condizione espressa nel n. 5 per l'ap- 
partenersi in S5 iperpiano e punto. 

8. — Un Ss di 2.^ specie di M4 contiene i punti di Ss corrispondenti 
alle coniche -inviluppo di n spezzate in un certo punto fisso ed in un punto 
variabile in ;t : quindi (trascurando il punto fisso) i punti di Ss vengono 
a corrispondere biunivocamente ai punti di tt e la corrispondenza è omo- 
grafica perchè ai punti di una retta di S2 corrispondono in z pure i punti 
di una retta (associati al punto fisso). 

Ora presi tre S^ di 2.* specie di MJ, un quarto S, (variabile) di 2.» 
specie li sega in tre punti corrispondenti omograficamente, come si è 
veduto, allo stesso punto di tt (quello che associato ad ogni punto del 
piano dà le coppie corrispondenti ai punti deirSt variabile). Dunque, ri- 
cordando (n. 7) che gli Ss di 2/ specie di Mt (luoghi di punti) sono gli 
S2 di 1.* specie di 1JI4 (inviluppi di iperpiani), si ha che la M] ({ij) può 
considerarsi come il luogo degli Sg congiungenti tre punti corrispondenti di 
tre Ss riferiti omograficamente, e tutti questi Sf risultano per essa di 2.^ 
specie {di I." specie) *). 

Vale un teorema correlativo per (I4 che ha significato anche per la 
M|, cioè la M4 ([I4) può coìisiderarsi come il luogo degli Ss intersezioni di 
tre iperpiani corrispondenti di tre stelle proiettive aventi per sostegni tre 
Ss, e tutti questi Ss risultano per essa di 1.* specie (di 2.* specie). 

9. — Le cose esposte possono essere illustrate con semplici conside- 
razioni analitiche. Scriviamo Fequazi^ne di una conica variabile su tc nella 
forma 

(1) 2Xi^5*?.=0 (X,,=X,,). 

I coefScienti Xtk (i, A;=0, 1 , 2) di questa equazione assumiamo come 
coordinate correnti di punto in S5 (cfr. n. 2, Gap. 10.«) : allora l'equazione 



<) Siccome gli S, qui considerati sono piani tangenti di Fg , si trova adunque 
por questa un teorema analogo a quello delle tangenti di una conica, cioè che 
un suo piano tangente variàbile incontra gli altri in punti corrispondentisi omo- 
graficamente. Correlativamente. 
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dell' ipersuperfi(;ie M^ è data dall' eguagliare a zero il discriminante della 
conica 

(2) |X.,,| = 0, 

e le equazioni di Y\ si ottengono annullando i minori di 2.^ ordine di 
X<i,|, cioè sono 



X^ooXii Xoi — , XiiXjr — Xi2 — , X^sXoo — Xog — 0, 

(3): _ _ _ 

Le coordinate Xi in a del punto doppio, rappresentato dalla (I) in 
yirtii delle (3), hanno coi coefficienti X^^, cioè colle coordinate del punto 
corrispondente di fi, le relazioni 

(4) X,, = ir,A (i, 4=0,1,2) 

(la (1) dovendo ridursi al quadrato della forma lineare ^hiX^, Queste 
sono adunque le formule di rappresentazione di Y\ su x. 

Dalle stesse formule (4) segue che, se x descrive in :c una conica -luogo 
data dalla equazione 

^S^fc^;, a;k = 0, 

il punto corrispondente X (di coordinate X^O di FJ si muove nellMper- 
piano di equazione 

22,,X,, = 0, 

cioè di coordinate Soo > ^n , S^ , 2Soi , 2Sot , 2Sis. Si scelgano invece per 
coordinate d'iperpiano in S5 le S<;t , ossia le precedenti attribuendo quando 

i 4= ^ il coefficiente - , onde si varia Tiperpiano unità (che non sarà più 

riperpiano polare del punto unità rispetto alla piramide fondamentale). 
Allora le (2) , (3), ove si sostituiscano le S^^ alle Xii,, sono rispettivamente 
le equazioni di <pt , [il, e le (4), ove si faccia inoltre la sostituzione delle 
hi alle Xi^ sono le formule di rappresentazione di 'i\ su % (esprimenti 
cioè la corrispondenza biunivoca fra gli iperpiani di 'l\ e le rette di tt) % 



^) Avvertasi bene, per una applicazione avvenire, che, occorrendo che Tiper- 
piano unità non sia cambiato (cioè sia polare del punto unità rispetto alla pira- 



Se ai osserva che l' equazione (2) della MJ si ottiene colla elimina- 
zioDe dei parametri X , [i , v dalle tre equazioni 



xx»+itX«4-/X„= 



tivamente per la (i^, sì hanno senz'altro i teoremi del n. 8 rela- 
generazione proiettiva delle Mi,t>^. 

viamo ancora come, in virtù delle formule poste, sia collocata 
ide di riferimento di Ss. Indicando con Afjt il vertice di essa 
ulte le coordinate nulle meno X,», dalle (3) segue subito che 
A{o , Ali , Alt sono punti di Fj e precisamente i tre punti comuni 
che (a due a due) di questa superfìcie contenute nei piani 

, Ali AkÀ» , AnAgoAu e rappresentate in detti piani dalle prime 
sioni (3) , e che quindi A^ , Au , Ato sono rispettivamente i punti 

s'intersecano le tangenti a quelle coniche nelle coppie di punti 

-Biprendendo i ragionamenti sintetici, dimostriamo che Ft (e 
amente ft) sta suca^ quadrkhe, ossia è varietà base di un sistema 
>* di quadriche. Tali sono infatti le od* quadriche polari dei punti 
petto alla ipersuperficie M^, le quali passano per Ft in quanto 
eie doppia di M^ Che poi non ve ne sìeno altre si prova osser- 
e un St generico sega F^ in una curva razionale normale, che 
A delle quadriche di S^ passanti per tale curva è 5 (n. 11, 
) e che questa è la stessa infinità delle quadriche di S» passanti 



amentale), le equazioni di fi (ad es.) a» 
ainorì di 3.* ordina del determinante 



;Beado coordinaU di iperpiam» (5'ik 



3 dato invece dall'egna^lia 



= k, e £'iii°-2Hit se 
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per Fi (n. 17, Cap. 10.<^) in qaanto nessuna di tali quadriche può passare 
per rS4 cioè spezzarsi (altrimenti Ft non apparterrebbe ad Ss) ^). 

11. — I ponti di una quadrica passante per !«> cioè di una quadrica 
polare di un punto P rispetto a MJ , hanno su ic una notevole rappresen- 
tazione. 

Considerisi Tiperpiano polare di P rispetto ad M^ (o alla detta quadrica 
polare). Poiché ogni punto Q di esso è il gruppo polare di 1.® ordine di 
P rispetto ai tre punti nei quali PQ taglia ÌS^ , ricordando il teorema del 
n. 1, si ha che la conica -inviluppo corrispondente a P e la conica-luogo 
aderente alla conica-inviluppo corrispondente a Q sono coniugate: cosicché, 
muovendosi Q nelF iperpiano polare di P, la seconda conica descrìve il 
sistema coniugato alla prìma, la quale per conseguenza (come luogo) rap- 
presenta riperpiano polare di P. Adunque un punto ed un S4, che sano 
polo e polare rispetto ad M4, sono rappresentati dalla stessa conica come in- 
Viluppo e come luogo, e viceversa. Ne discende, osservando che gli iperpiani 
per P hanno i loro poli sulla quadrica polare di P e che quegli iperpiani 
sono rappresentati dalle coniche- luogo coniugate alla conica - inviluppo 
corrispondente a P (n. 5), che gli co ^ punii detta quadrica polare di un 
punto P rispetto ad MI corrispondono in n aUe coniche-inviluppo (costituenti 
un sistema quadralico 00*) aderenti alle coniche-luogo coniugale alla conica- 
inviluppo corrispondente a P: e correlativamente. 

12. — Un S4 che tocca M4 in un punto, ne contiene gli spazi lineari 
passanti per il punto, quali sono TSs di 1.^ specie e i due S^ di 2.^ specie 
di Ft uscenti dal punto, e quindi (n. 6) è precisamente Tiperpiano tan- 
gente doppio di Fi lungo la conica dell' St di 1.* specie, iperpiano con- 



^) Algebricamente la proprietà risalta dalle (3). Queste, prese singolarmente 
rappresentano sei quadriche (anzi sei coni: ad es., la prima delle (3) rappre- 
senta un cono avente per vertice il piano fondamentale AooAnAoi); le quali 
quadriche si vede subito essere linearmente indipendenti. L'equazione di una 

altra quadrica 

IAi*,rfXifcXrf«0 

(A<*,rf*===Ai*,fr--Aw,rf==A«,fr--Arf,<*==Arf,w-=A*r,iAì«--A*r,w), che Con- 
tenga F^, trasformata colle (4), conduce alla relazione 

2 Aik.r* Xi x\ aJr ac, = 

che deve essere identica nelle coordinate x. Di qui si trae, con semplice discus- 
sione, che la precedente equazione è combinazione lineare delle (3). 
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lente tutti gli S* (di 2.* specie) tangenti ad FJ nei pnnti della conica 
ìssa. Cosi si trova anzi che il detto S. tocca MJ non solo net punto 
Dsiderato ma in ogni punto dell'S* di 1.* specie, o, come si dice, è lan- 
ate ad MJ lungo tale S^. Adunque gli iperpiani tangenti doppi di Fi 
mgo coniche) sono gli iperpiani tangenti di MJ (lungo i piani dàle eo- 
:ke): e correlativamente. 

Se ne ricava che la varietà di contatto VJ (la qwUe ha Fi di^tpia) 
gli Si tangenti ad S^ , partenti da un purUo P, è luogo di <» ' Si di 1 .* 
eeie. Essa è intersezione di MJ colla quadrica polare di P. Segando col- 
perpiano polare di P si ha una superficie rigata Yt luogo dei punti di 
ttatto delle rette osctdairici ad MJ uscenti da P (n. 17, Gap. 8."). 

13. — Vediamo in quale relazione stanno alla FJ gli St, spazi massimi, 

una quadrica M} passante per essa. 

Suppongasi dapprima che il polo P della yH rispetto ad MJ sia esterno 
questa ipersuperficie. Un iperpiano tangente ad Mj in un suo ponto 
generico (e basta estemo ad M^ taglia MJ in un cono, che si può ima- 
nare ottenuto proiettando da Q una quadrica generale di un S,, e taglia 

in una curva C* razionale normale (giacente sul cono), che viene 
oiettata da Q sopra questo S^ in una quartica razionale segnata su quelU 
ladrìca. Ora quest' ultima quartica non ha pnnti doppli, altrimenti per Q 
isserebbe una corda di G* che starebbe su MI (per la quale G* è doppia), 
ntro al supposto di Q esterno ad MJ; cioè la quartica considerata è di 
■ specie e, delle generatrici della quadrica che la contiene, quelle di un 
stema la taglieranno in tre punti, quelle dell' altro sistema in un punto, 
ccome tali generatrici proiettate da Q danno gli Si passanti per Q della 
' , segue che dei due sistemi oo ^ di St di una quadrica ÌSl passante per 
; V uno è composto di Si che hanno tre punti comuni con Fi, V altro di St 
« hanno un sol punto comune con la medesima Yi. Notisi che sulla quadrica 
\ esistono (o ' St contenenti coniche di Fg (n. 12). Tali Se appartengono 
I uno stesso sistema avendo a due a due un punto comune (n. 20, Gap. 
'), e precisamente <d sidema dei piani secarUi in un s<Ao punto, perchè 

possono considerare piani di sistema diverso da quello a cui i detti 
ani appartengono seganti uno qualunque di questi in una retta e quindi 

sua conica in due punti e che perciò contengono due ed allora tre pnnti 

H. — Il polo P di.M^ giaccia ora su MJ. Per P passa un St di I.* specie 
le taglia II in ona conica G : quindi ogni S* che passa per qaell' St taglia 
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M4 in una superficie di 3.^ ordine che si spezza nelPS^ di 1/ specie e 
in una quadrìca residua passante per G ^). Ora la quadrica polare di P 
rispetto a questa superficie di 3.^ ordine si spezza, come subito si vede, 
neirSt considerato e nel piano polare di P rispetto a quella quadrica re- 
sidua, il qual piano passa per la polare i> di P rispetto a G. Quindi possiamo 
intanto affermare che la quadrica polare di un punto P di MI è una qua- 
drica MI spedcduszata due vòlte, contenente V S2 di i/ specie passante per 
P e avente per retta doppia la polare p di V rispetto aUa conica G in cui 
Z'Ss taglia Fi. 

LMperpiano tangente ad Mi in P, anzi (n. 12) in tutti i punti dell' Ss 
di 1.* specie in discorso, è pure tangente in P, e quindi in tutti i me- 
desimi punti, ad Mi e però sega questa quadrica in due S3 passanti per 
il detto Sg, che sono quindi^ per la quadrica Mf , spazi (massimi) di specie 
diversa (n. 20, Gap. 6.^). Questi due Ss sono quelli che congiungono V S» 
di L* specie ai due Ss di 2.* specie tangenti ad F2 nei punti Q , Q' in 
cui p taglia G e però passano per PQ , PQ'. Ora un iperpiano che con- 
tenga uno di questi S3 sega F2 nella conica C ed in una altra conica G" 
passante per Q (0 per QO e sega la M! in un altro S3 avente quindi co- 
mune con Ft due punti in Q (0 Q'), uno in Q' (0 Q) e il quarto variabile. 
Adunque, nel caso attuale, si deve concludere che, rispetto alla Ft^i due 
sistemi di S3 ddla quadrica M| pdare diF si comportano ndlo stesso modo 
e sólo si differenziano rispetto ai punti Q , Q' (essendo Q intersezione 
doppia e Q' semplice per gli S3 di un sistema, ed inversamente per gli 
S3 dell'altro). 

15. — Proiettiamo ¥\ sopra M! da un punto di S5, estemo ad M4, 
cioè consideriamo la superficie luogo della residua intersezione Pi con 
M4 di un raggio congiungente con un punto P variabile su F^. Se si 
considera Y iperpiano polare di rispetto ad M4 e si dice Oi il punto in 
cui lo incontra il detto raggio congiungente, il rapporto anarmonico dei 
quattro punti , P , Oi , Pi è costante al variare del raggio stesso ed anzi 
eguale a — 2 come è facile verificare *). Segue senz'altro che la proiezione 



^) Questa quadrica è un cono, perchè un S4 per V 83 sega F^ in C ed in una 
altra conica che ha coir 89 , fuori di C , un punto comune che deve essere doppio 
per detta quadrica. 

>) Si ha sul raggio congiungente un gruppo di tre punti, dato dal punto 
P contato due volte e dal punto P^, rappresentabile con a^Xi^O. Il gruppo 
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tU ¥t SU ìl^ da un punto O, estemo ad Mj, è, come Fi, una superficie óU 

Veronese ¥"1, che corrisponde ad ¥t ia una omologia avente per centro, 

ìlare di rispettò ad MJ per asse e — 2 per imiariante os- 

uu'altra proposizione. Sì considerino dne conidie Goni- 
di Fi , Fi, le quali coniche hanno sopra l'iperpiono *» dae 
, Q ed appartengono ad un Sg. I due coni passanti per ^ ,y' 
7.") sono l' uno il cono che le proietta dal punto , l'altro 
nte intereezione di M^ con questo 8s (cfr. nota al a. 14). Il 
uesto secondo cono è un punto di Fì che si proietta da O 
' (sopra Fi) del piano della conica 7; e, siccome VV' è 
rispetto al fascio di quadrìche passanti per le dne coniche 
loro piani tangenti in F , Q passano per V , V), è chiaro 
di PQ rispetto a ^. Dunque F* è anche il luogo dei poli 
(» rispetto alle coniche di Fi medesima. Che se si osserva 
uadriche passanti per la ¥t no solo punto comune nlte- 
I i loro punti (n. 11) sono rappresentati da cinque sistemi 
;oniche-luogo (pensando queste come inviluppo) e questi 
hanno una conica-luogo comune, è evidente (per il teo- 
'ocità del n. 6, Cap. 8.*) che ogni iperpiano a> diSthari- 

line rispetto «d esso di un punta (y^i^j) è an ponto O, di 

traitone si estende immediatamente a. provare più geaeralmente 
1 di Sr conitene una varietà F (di qualunqtie dimentione, tsero in- 
\ _ 1)"?», la proiezione V di ¥ su V^-i da un punto , esterno 
mde adY in una OTtiologia cìtehaO per centro, V ipo-piano polare 
Vr_i per aste ed 1 — v per invariante assoluto. Coai per Is Ts di 
doppi (q. 19 e seg., Cap. 8.°) la proiezione di questi dai ponti di 
l' sistemi di 10 pnnti aventi la stessa configuratone dei 10 ponti 

per sltre proprietà clie si collegano a quelle del presente n. e 
□dicazioni bibliografiche. Rosati, Suite superficie di Veronese e 
dell'Accad. di Torino, S5, 1899). 

proprietà poò anche dedarsi, come caso particolarissimo, dalla 
nula del n. 35 (ponendovi r — 6, »»[-=«,•= ... = nj=2,n,— 4, 
ella citata Memoria di S^vsKt, Sulle intertexioni ... (Hem. Accad. 



iq>eUo ad M| un unico poh. Inoltre la conclusione precedente si può pre- 
sentare nella forma generale : — M luogo dei poli di un iperpiano rispetto 
alle coniche di una superficie di Veronese è una nuova superficie di Ve- 
ronese — . 

16. — Una ^trasformazione proiettiva, omografica o correlativa del 
piano « in sé stesso, muta in sé stessi o scambia fra loro linearmente i 
sistemi lineari oo^ di coniche-luogo e di coniche-inviluppo di ic, mutando 
insieme le coniche degeneri in coniche degeneri ; quindi corrisponde ad 
una trasformazione proiettiva dello spazio S5 in sé stesso che trasforma 
in sé medesime scambia fra loro le due varietà FJ , ft . Reciprocamente 
é chiaro che ad una trasformazione proiettiva di S» che mantenga ferme 
scambi fra loro le¥t,^i corrisponde rispettivamente in it una trasfor- 
mazione omografica correlativa. Dunque esistono 00' omografie di Ss che 
trasformano in se stesse l^e^e 00^ corrdcusioni che trasformano '^vn^X ^). 

JJna correlazione di S5 in cui fi e fi si corrispondono, producendo 
manifestamente in ic una correlazione non singolare, non può essere un 
sistema nullo; giacché, se fosse, ogni punto di FJ starebbe neir iperpiano 
corrispondente di ^ e quindi ogni punto di ir apparterrebbe alla retta 
corrispondente (il che é impossibile se appunto la correlazione su ic non 
é singolare (n. 5, Gap. 5.<^) ). Nella correlazione di S» si hanno però le 
due quadriche dei punti e iperpiani incidenti (n. 1, Gap. 5.<^). La quadrica 
dei punti incidenti (sulla quale Y\ non può giacere per la stessa ragione 
ora detta) taglia Fi in una linea, deirs.^^ ordine, di punti tutti situati 
nei loro iperpiani corrispondenti (iperpiani di 7!)} la quale linea quindi 
sarà rappresentata in n dalla conica dei punti incidenti della correlazione 
di ff corrispondente alla correlazione considerata in Ss, e però sarà una 
quartica razionale normale contata due volte ; onde la suddetta quadrica 
dei punti incidenti toccherà lungo di essa la Fi. Gorrelativamente. 

In particolare le 00^ polarità del piano n danno luogo a ot>^ correla- 
zioni involutorie di S5 , che, per ciò che si é detto, devono essere polarità. 
Le 00^ quadriche fondamentali, rispetto alle quali Fi , ^ sono polari reci- 
proche, toccheranno tutte Fi (e correlativamente per fi) lungo quartiche 
razionali normali. 



^) Le omografie di S^ che lasciano invariato un punto, oltre Fi, danno la 
metrica euclidea non euclidea, secondochè il punto non è od è esterno ad MJ . 
Cf^. per altri particolari su questo argomento il n. 6 del lavoro di Sbgrb dtitto 
nella nota al n. 1. 
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Se fra ì piani rappresentativi di dae f* di Veronese si stabilisce una 
lografia ne risulta una corrispondenza collineare frale due FJ. Anzi fra 
e Pi qaalìmgue di Veronese esisfe una corrispondenga edltneare cosi che 
una data sezione iperpiana dell'una corrisponde una data sezione iper- 
ma ddVàltra in una proiettività pure data fra queste due linee semoni, 
rchè resta fissata una proiettività fra le due coniche imagini delle dae 
ee e quindi una omografìa fra i due piani rappresentativi delle due 

'). Correlativamente. 

Osserviamo qui che, essendo co'" le omografie di un S^ e ai* le omo- 
ifìe di una R di Veronese in sé e potendosi una tale superficie otte- 
re collinearmente da ogni altra, sono od" le Fi dì Veronese in S» e 
' quelle cbe passano per una C razionale normale (dì queste esistendo 
' sopra ¥t ed <»" in Sj). 

17.— II confronto di ciò che si è detto nel n. precedente con ciò 
ì si disse nel n. 25, Gap. 6.°, porge una chiara idea della differenza 
stente fra la geometria proiettiva delle coniche di un St e la geometria 
liettiva dei complessi lineari di un Ss: giacché quella corrisponde alla 
)metria di uno spazio S^ rispetto al gruppo delle trasformazioni omo- 
ifìche che lasciano in sé una superficie di Veronese f^i mentre questa 
lisponde alla geometria di uno spazio Sj rispetto al gruppo delle tra- 
rmazioni omografiche che lasciano in sé una quadrica Y], 

Tuttavia si possono ottenere fra le due geometrie relazioni notevoli 

eleganti, ad es. scegliendo per VJ una delle quadrìche per I'^; ma su 

non vogliamo qui fermarci *). 



') Combinando questa proposizione, che diremo a), coU'tdtra 6) : — In un Sj 
I^ di Veronese aventi comuni due sesioni iperpiane coincidono — (subito dimo- 
ita, giacché, segandole con un iperpiano variabile, ai hanno due C* con otto 
iti comuni e quindi identiche), Sbqrb perviene in questo altro modo a dimo- 
ire che in S( una VJ le cui sezioni iperpiane si^no F* di Veronese è un cono 
10, Cap. 14.'>). Si seghi la VJ con due iperpiani S, , S', : si ottengono due su- 
Scie di Veronese F,F' con nna sezione iperpiana comune C* dell' S^ inter- 
one di Sj,S',. Per la proposizione a) asiate una omografia fra F,F' in cui 
.1 i pnnti di questa C* sono uniti, e quindi uniti tutti i punti di S^ . Ne se^e 
quella omografia è una prospettività, e però F , F sono in un cono (col vertice 
centro di prospettiva). Segando con un iperpiano generico questo cono e la 
si hanno due superficie di Veronese aventi comuni le slesee O su F , F" e 
adi coincidenti, in causa della proposizione b). Dunque la V< coincide col cono. 
') Cfr. a. 12 e seg. del lavoro di Sbqhe citato nella nota al n. 1. 
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18. — Occupiamoci invece di quella superficie di S3 che nasce dalla 
Fi per proiezione da un Si non avente punti comuni con F2 , ossia che 
è rappresentativa di un sistema lineare 00' di coniche senza punti base 
e che dicemmo superficie di Steiner (n. 6, Gap. 14.^) ^). 

Siene Ai , As , As i tre punti in cui V Si di proiezione taglia la M4 , 
S't , S"t , S'\ gli St di 1/ specie che passano rispettivamente per quei punti, 
e C, G", C" le tre coniche loro intersezioni con FJ. Se A» è il punto 
comune a C",(r", rS*, = AttSi Uglia S"«, S'", lungo'le rette A, A», A, A», 
le quali incontrano rispettivamente (j\ C"' in punti A» , A» la cui con- 
giungente, essendo in queir S^s, incontra Si in un punto. Questo punto 
(manifestamente diverso da A^jAs) deve essere il punto Ai, perchè T Ss 
della conica di ¥ì passante per A» , A» giace sopra Mf e questa non ha 
sull'Si che i tre punti Ai, A2, A3. Anzi, VSt di 1.^ specie partente da 
Al essendo S't, risulta che la detta conica* è G". Dunque i tre punti 
nei quali una retta taglia Mie i tre ptmti d' intersejsione delle coniche di 
FI situate nei tre Ss di i." specie che passano per quei punti sono i sei 
vertici di un quadrilatero completo. Quando si proietta dall' Si la FI su Sg, 
ciascuna delle tre coniche G', G", G'" si proietta in una retta doppia e i 
punti A12 , A23 , A18 in un punto triplo : onde la superficie di Steiner ha 
tre rette doppie concorrenti in un punto triplo (triplanare) •). 

Una retta uscente per es. da Ai e segante G' in due punti dà luogo 
ad un punto di una retta doppia (traccia neir Ss dell' Ss congiungente 
quella retta coir Si di proiezione), e i piani tangenti alla superficie di 
Veronese in quei due punti si proiettano nei due piani tangenti alla 
superficie di Steiner in questo punto doppio. Le due tangenti condotte 



') Questa superficie fa scoperta da Steiner nel 1844, dorante la sua perma- 
nenza in Roma (onde la diceva < seiner R&merflUcJie »). I suoi dubblt sulPordine 
forono tolti da Weterstrass che ne ottenne la rappresentazione con forme qua- 
dratiche di tre parametri. Non essendosi pubblicato nulla in proposito, Eùmmbr 
la trovò nelle sue ricerche sulle superficie di 4.<> grado su cui giacciono serie di 
coniche (Journal fiir die reine und ang. Mathematik, 64). Seguirono subito lavori 
di SghrOtbr, Cremona, Clbbsch (cfr. Steiner 's Werke, II, pag. 721, 741). 

') Se rSi di proiezione tocca oppure oscula la M^, si hanno quei due casi 
particolari della superficie di Steiner, osservati da Clbbsch e da Crbmona (cfì*. 
Crbmona: Rappresentazione della superficie di Steiner ... (Rend. deirist. lomb., 
4, 1867)), nei quali due oppure tutte e tre le rette doppie della superficie divengono 
successive. 
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da A| a C danno Inogo adunque a due punti uniplanarì o cuspidali della 
superficie di Steiner. Cosicché questa ha sei punti dividali, due per eto- 
seuna rdta doppia. 

Gli iperpiani per S| che toccano FJ sono tagliati dall'Sj (su cui sì 
fa la proiezione) nei piani tangenti alla superficie di Steiner e ognuno 
di questi taglia la superficie in due coniche i cui quattro punti comuni 
sono il punto di contatto e le intersezioni del piano con le tre rette 
doppie. * 

Per la retta Si passano qoattro iperpiani (di fi) tangenti doppi di 
Ft (n. fi). Quindi la superficie di Steiner amm^e quattro punì tanffenti 
doppi (ciascune dei quali cioè la tocca lungo una conica) ^). Ha di più 
notiamo che i saddetti quattro iperpiani devono toccare le coniche 
C, C", C" e quindi segare S't , S"t , S'''^ in tangenti di quelle coniche pas- 
santi per A, ,Ai,A«; onde' la conica dì contatto di ciascnao dì quegli 
iperpiani deve contenere tre dei punti di contatta di tali tangenti. Si 
ha adunque che la conica di contatto di ciascuno dei piani tangenti doppi 
ddta superficie di Steiner contiene tre punti cuspidali. 

19. — Veniamo alla rappresentazione della superficie di Steiner sol 
piano it. 

Le CD° sezioni piane di questa superficie hanno per imagini le oc* 
coniche-luogo di ic che corrispondono agli iperpiani di S, passanti per 
Si. La schiera di coniche -inviluppo coniugata a quel sistema lineare cor- 
risponde ai ponti della retta S,; in particolare le tre coppie di punti 
di questa schiera corrispondono ai punti Ai , Ài , Ag , mentre ai singoli 
punti di ciascuna di quelle coppie (considerati come punti doppi di x) 
corrispondono i punti di contatto delle tangenti condotte dai punti 
Al, A,, A, alle coniche C, C", C". Le quattro rette base della schiera 
corrispondono ai quattro iperpiani tangenti doppi di Et passanti per Si. 

Adunque queste quattro rette base rappresentano i quattro piani 
tangenti doppi della superficie di Steiner; i sei vertici del loro quadri- 
latero, i punti cuspidali di questa superficie; e le rette diagonali, le rette 
doppie di essa. Anzi, poiché tali rette diagonali sono im^ini delle tre 
coniche C , C", C" della superficie di Veronese Fi e su queste coniche le 
coppie di punti corrispondenti ai punti delle rette doppie della superficie 



') La anperflcie di Stbinbr è adunque la correlativa in S, della saperfide 
di 3." «rdine (e dì 4.* classe) con quattro ponti doppi. 
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di Steiner costituiscono tre involuzioni quadratiche aventi per punti doppi 
i punti di contatto delle tangenti da Ài , A^ , As a C , G", C, è chiaro che 
i punti delle tre rette doppie della superficie di Steiner hanno per ima- 
gini le coppie delle tre involuzioni quadratiche sulle tre rette diagonali 
suddette aventi per punti doppi i vertici opposti del quadrilatero. Infine 
il punto triplo ha per imagine la tema dei vertici del trilatero diagonale. 
20. — Se si indicano con y^ = (i = , 1 , 2 , 3) le equazioni dei 
quattro lati del quadrilatero base della schiera superiormente conside- 
rata, così che la relazione identica fra esse sia 

(5) 2yi=0, 

poiché il sistema lineare delle imagini delle sezioni piane è una combi- 
nazione lineare delle y^<=0, si potranno assumere, come formule per la 
rappresentazione piana della superficie di Steiner, le 

a?<=y? (i = 0,l,2,3). 

Da queste e dalla (5), eliminando le yt , si ha Tequazione della superficie 
di Steiner nella forma 

ovvero nelP altra 

> 

Un piano di equazione ££< :r< = 0, cui corrisponde una conica di equa- 
zione ££<yi =0, sarà un piano tangente della superficie, quando questa 
conica si spezzi, quando cioè si annullino le derivate del primo membro 
della sua equazione rispetto (ad es.) a yo > yi > ys > le quali derivate (egua- 
gliate a zero) sono, in virtù della (5), Soyo - ^stfz = £1 yi - ^ays = Uyt - ^sya = 0. 

Ne segue la £ 7- = come equazione tangenziale della superficie di 

Steiner. 

Se si prende invece nel piano rappresentativo per triangolo fonda- 
mentale il triangolo diagonale del quadrilatero suddetto, saranno intanto 
yoyi = ,yiy2=0 ,yoyt=0 coppie di rette coniugate a tutte le coniche 
della schiera e quindi coniche del sistema imagine. L'equazione di un'altra 
conica del sistema sia ^auyiy,, = 0: allora appai'tiene pure al sistema 
la conica di equazione Om^ + ^i^i + ^^^O) (ottenuta sottraendo cbtUa 
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precedente 2aoiyoyi + 2ao,yoyt + 2^oiyot)i cioè, cambiando il punto unita, 
la conica di equazione yS + y? + y|=0. Sicché alle formule della rappre- 
sentazione piana della superficie di Steiner si può dare la forma 

XQ:Xy:x^:x^ = y.y^ : y^y^ : y^yi : y© + y? + 2^ ; 
da cui, per Teliminazione delle y, si ricava 

AJq iCj —p ^ AJq — |— dq X^ — — Xq Xi X2 X2 = , 

altra equazione (data da Eummer) della superficie di Steiner. 

21. — Le coniche della suddetta schiera, coniugata al sistema lineare 
delle ' coniche che rappresentano le sezioni piane della superficie di 
Steiner, hanno per questa superficie un importante significato geometrico. 

Sia M un punto qualunque della superficie di Steiner e sia M' la sua 
imagine sul piano rappresentativo ?r. Il piano tangente in M alla super- 
ficie di Steiner la taglia in due coniche che hanno per imagini due rette 
che escono da M' e che (dovendo formare insieme una conica imagine di 
sezione piana) sono coniugate a tutte le coniche della schiera in discorso. 
Ora gli elementi delle due asintotiche della superficie di Steiner uscenti 
da M (cioè appunto gli elementi di quelle due coniche) sodo rappresentati 
dagli elementi di queste due rette uscenti da M', le quali due rette, per 
ciò che ora si è detto, sono le tangenti delle due coniche della schiera 
passanti per M". Se ne conclude che queste due coniche sono le imagini 
delle due asintotiche partenti da M, e però che le asintotiche della su- 
perficie di Steiner sono rappresentate dalle coniche (considerate come 
luoghi) della schiera considerata. Quindi, avendo riguardo alla rappresen- 
tazione piana, si può enunciare che le asintotiche della superficie di Steiner 
sono quariiche gobbe razionali (di 2.^ specie) bisecate daUe tre rette doppie 
della superficie ed aventi per piani stazionari i quattro piani tangenti doppt 
di essa ^). 

Ricordando che una linea asintotica sopra una superficie è caratte- 
rizzata dall'essere i piani osculatori alla linea tangenti alla superficie, ri- 
sulta che i piani osculatori ad un'asintotica nei suoi punti d'appoggio 
con una retta doppia passano per questa retta. Adunque, dicendo princi- 
pale una corda quando è l'intersezione dei piani osculatori nei suoi 
estremi, le tre rette doppie sono corde principali di tutte le asintotiche. 



^) Cfir. Crbmona, Nota citata (nei Bend. dell' Ist. lomb. 1867). 
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Un piano tangente alla superficie di Steiner la sega in due coniche 
rappresentate in i; da due rette coniugate rispetto a tutte le coniche 
imagini delle asintotiche. Ne segue senz'altro che ogtii asintotica detta 
superficie di Steiner è tagliata da un piano tangente qualunque della su- 
perficie in quattro punti costituenti (suiVtmntotica) gruppo armonico. 

22. — Dimostriamo ora reciprocamente che, data una quartica gobba 
di 2.^ specie C^, esiste una superficie di Steiner per la quale essa è asin- 
totica (inviluppata quindi dai piani che tagliano C^ in quattro punti armo- 
nici) : donde risulta essere le asintotiche della superficie di Steiner quar- 
tiche gobbe razionali affatto generali. Per la dimostrazione ricorriamo 
alla r^ razionale normale di S^, della quale la nostra C^ è proiezione. 

Le corde di F^ costituiscono una ipersuperficie di S^ , di cui la P è 
linea doppia, del 3.® ordine, cioè una Vi, come si vede proiettando da un 
Si sopra un Si e notando che la quartica piana proiezione di T* ha in ge- 
nerale tre punti doppi*. Se si osserva poi che una involuzione di 2.^ ordine 
(e di 1.* specie) su V* dà origine, colle corde congiungenti i punti cor- 
rispondenti, ad una rigata razionale appartenente ad S4, che è normale 
(perchè tale è P) e quindi (n. 4, Gap. 13.^) del 3.^ ordine con una retta 
direttrice (semplice), retta che si dice asse della involuzione, si riconosce 
che sopra VI esiste un altro sistema di rette, cioè il sistema degli assi 
di quelle involuzioni di 2.^ ordine. Un Ss tangente a V3 in un punto di 
una corda di V* sega V| in una superficie cubica avente questo punto 
doppio, oltre i due punti di appoggio della corda, e però avente la corda 
stessa per direttrice doppia (la qual superficie contiene gli assi delle 
involuzioni, di cui una coppia è data dai detti due punti di appoggio). 
Segue che gli S3 tangenti a Vi formano solo una 00^, ciascuno di essi 
essendo tangente lungo una corda. Inoltre ogni S3 tangente contiene ma- 
nifestamente le tangenti a I^ negli estremi della corda di contatto: onde, 
in particolare, gli S3 tangenti a Vi lungo le tangenti di P sono gli S3 
osculatori di questa. 

Ciò premesso, prendasi di questa Vi la polare reciproca rispetto alla 
quadrica Wi passante per F^ e tangente in ogni suo punto al relativo 
S3 osculatore (n. 8, Gap. 12.®). Questa polare reciproca sarà una super- 
ficie, i cui S2 tangenti sono quelli corrispondenti nella detta polarità alle 
corde di F^ (gli S3 corrispondenti ai punti di una corda passando per 
r S2 a questa corrispondente e toccando la superficie nel punto corrispon- 
dente all'unico Sa che tocca Vi lungo la corda). Invece gli 00* S, corri- 
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spondenti ai sannominatì assi segano la superficie stessa secondo coniche. 
In vero ciascuno degli S3 tangenti a Vi nei punti di un asse, contenendo 
due corde successive appoggiate all'asse, è tangente al cono quadrico 
di 2.* specie formato dai piani determinati dall' asse medesimo e dalle 
corde ad esso appoggiate; cono quadrico, in quanto un Ss per Tasse 
contiene due soli tali (corde e quindi) piani. Dunque la suddetta super- 
ficie è (n. 6, Gap. 14.<*) una Y2, proiezione neirSi di una superficie di 
Veronese ^). Questa Vi passa per P, perchè ogni S3 osculatore in un punto 
a P ha, per ciò che si disse sopra, per polo rispetto a W| il punto 
stesso, ed anzi TSg tangente in questo punto a VJ, cioè VSt polare della 
tangente ivi a P, è anche osculatore nel punto a V (essendo T interse- 
zione di due Ss osculatori successivi). 

Ed ora proiettando la P e la Vi da un pìmto di S4 sopra un Ss si 
trova ciò che si è asserito al principio del presente n.. 

23. — Sulla superficie di Steiner vogliamo per ultimo dare alcune 
proprietà che provengono da quelle di Fi esposte nel n. 15. 

L'ultimo teorema di questo n., se si indica con C^ la quartica (ra- 
zionale normale) secondo cui Tiperpiano o> taglia simultaneamente le ¥t , 
Fi, si può evidentemente enunciare anche cosi: Fi è il luogo dei poli 
delle corde di C^ rispetto alle coniche di Fi passanti per i loro punti 
d'appoggio. Proiettando da un Si sopra un Ss , ne segue senz'altro che 
U l%u>go dei poli ddle corde di una quartica gòbba di una superficie di 
Steiner rispetto alle coniche deUa medesima passanti per i loro punii drap- 
peggio è un* altra superficie di Steiner. 

Se riperpiano o) si fa passare per TSi di proiezione, la C^ si proietta 
in una quartica piana e si ha il teorema (di Lie): — Il luogo dd peli 
di un piano arbitrario rispetto alle coniche di una superficie di Steiner è 
un'àUra superficie di Steiner — . 

Se invece il punto 0, polo dell'iperpiano a» rispetto ad M|, si pone 
sopra Si, rimagine di è (n. 20) una conica deUa schiera coniugata 
alle imagini delle sezioni piane della superficie di Steiner e quindi (n. 11) 
la stessa conica come luogo è imagine di una G^ asintotica. Ma ora 
l'altra superficie di Steiner coincide con quella,percliè ogni Ss proiettante 



^) Ne discende che la V| è di- 4.* classe. Veggansi per le cose di questo n. 
e per altre proprietà della ^ i n. 43, 44 della Memoria di Sbgrb citata nella 
nota del n. 22, Gap. S,^, 
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da Si un puato di FI (passando per il centro di omologia) proietta 
anche im punto di Fi . Dunque U luogo dei pòli ddle corde di una (mn- 
Mica di una superficie di Steiner, rispetto aUe coniche di essa passanti per 
i loro punti d'appoggio, è la medesima superficie di Steiner, 

A questo teorema si può dare un^altra forma. Una conica della su- 
perficie si appoggia in due punti a ciascuna asintotica ; il polo, rispetto 
alla conica medesima, della corda comune, dovendo essere un punto della 
superficie, sarà situato sull'altra conica in cui il piano della prima inter- 
seca ulteriormente la superficie. Dunque, in una superficie di Steiner le 
eorde che una conica ha comuni còlle asintotiche, inviluppano una seconda 
conica, che è la pdafe reciproca, rispetto alla prima, di quella nella quale 
U suo piano interseca, ulteriormente la superficie ^). 

24. — La superficie di Veronese FJ può essere di grande utilità anche 
nello studio delle quartiche piane *). 

Una quartica V del piano rappresentativo n ha per imaglne sopra 
Fi una curva dell' 8.o ordine P, e viceversa: onde si può far passare una 
1* per 14 punti generici di Fi (perchè cosi è su ic). Ma anche le curve 
d'intersezione di Fi con quadriche di Ss, curve pure di ottavo ordine, 
sono tali che per 14 punti se ne può far passare una sola, giacché esse 
sono 00*^^* (per il n. 17, Gap. 10.<> e per essere oo* le quadriche pas- 
santi per Fi). Dunque queste ultime sono proprio tutte le F' di Fi, Una 
tale n, essendo intersezione di fi e di una quadrica, è per conseguenza 
curva base di un sistema lineare co* di quadriche. Per essa passano oo^ 
quadriche con punto doppio, oo' con retta doppia e un numero finito con 
piano doppio (n. 5, Gap. 6.®). 

Se l'equazione della Y^ è 

(6) ^ai,i^hi,Xi,Xi^Xi,Xi, = 

(ove il tt is ^4 ò una permutazione qualunque con ripetizione dei numeri 



^) Altre proprietà, che sono in relasione colle precedenti, non solo per la super- 
ficie di Stbinbr, ma anche per la superficie gobba di S,^ grado (proiezione, come 
sappiamo, di FJ da un Si che la incontri) si trovano nel lavoro di Rosati citato 
in nota al n. 15. Cfr. anche Mqntbsàno : La superficie romana di Stbinbr (Bend. 
Accad. se. Napoli, 1899). 

*) Gir. Sborb : Alcune idee di Ettorb Caporali intomo alle quartiche piane 
(AnnaU di Matem., 20, 1892). 
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0,1,2 e Oi^i^ui^ = ajjjj, quando iihizÌAyjij%3zJA coincidono a meno 
delPordine), attuando la trasformazione (4) 

X<fc = Xi a?fc 

si trovano infinite equazioni quadratiche nelle X.jt; giacché si può sosti- 
tuire a ciascun coefficiente (H^hì^u ^^^ ^^^ somma di numeri (tutti 
meno uno arbitrari) e poi attribuire ad un numero il fattore Xi^Xi^.Xi^Xi^y 
ad un altro il fattore xi^xi^.x^Xi^y ecc. . Viceversa, per la stessa trasfor- 
mazione, si passa da una equazione di 2.^ grado nelle X^^ ad una del 4.<^ 
nelle Xi . Le dette equazioni quadratiche sono adunque quelle delle oo* 
quadriche passanti per la P corrispondente alla V\ 

25. — La polarità rispetto ad una qualunque Q di queste quadriche 
si traduce in proprietà di I^. Se Q non è specializzata, si avrà in ir una 
corrispondenza biunivoca fra conica- inviluppo (corrispondente ad un So) 
e conica-luogo (corrispondente airS4 polare di So rispetto a Q): o, ciò 
che è lo stesso, fra un sistema lineare oo^ di coniche-luogo (coniugate a 
quella conica- inviluppo) e questa conica-luogo. La quale corrispondenza 
è determinata rispetto ad un sistema quadratico oo^ di coniche (corri- 
spondenti agli iperpiani tangenti a Q) appartenente al sistema oo^ delle 
coniche di sr. Se le oo^ coniche sono quelle che passano per un punto di x 
(cioè la conica -inviluppo coniugata è questo punto doppio) la conica cor- 
rispondente si dirà, col Caporali, conica congiunta a quel punto : e mani- 
festamente un punto che giace sulla stm conica congiunta, e sdo allora, è 
un punto di P (giacché gli corrisponde un punto di F^ e di Q). Si ha 
così un modo di generaeione di I^. 

26. — Se Q è specializzata k volte (A;= 1 , 2 , 3), cioè se possiede un 
^K-\ doppio, si considereranno soltanto gli iperpiani di Ss passanti per 
questo Sjt-i , cioè si considererà la quadrica Q come quadrica non specia- 
lizzata della stella avente per sostegno questo spazio (n. 6, Gap. 6.<>). Allora 
si avrà in w un sistema a lineare c»*^* (oo*, oo^, oo*) di coniche-luogo e, 
appartenente ad esso, un sistema quadratico, rispetto al quale ogni si- 
stema lineare oo^*-^ (<»', oo*, oo^) di coniche-luogo dia corrisponderà 
ad una conica-luogo dello stesso sistema n, e reciprocamente. Come dianzi, 
se quel sistema lineare è di coniche passanti per un punto, la conica cor- 
rispondente si dirà congiunta a questo punto, e F^ risulterà come luogo dei 
punti che giacciono nelle loro coniche congiunte. Si hanno cosi tre altri modi 
di generazione di I^. 
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In particolare, se A; = 3 , cioè se Q ha un Ss doppio, poiché ogni Ss 
incontra II in 4 punti, è chiaro che ogni conica (del sistema a , oo^) è 
congiunta a quattro punti. Inoltre, siccome un S4 tangente a Q lungo un 
Ss generatore taglia P in otto punti due a due infinitamente vicini ai 
quattro punti d' intersezione di queir Ss con Ft , si trova, come corrispon- 
dente alla totalità degli S4 tangenti a Q, una serie quadratica oo^ di co- 
niche quadrUangenti a P, la quale quindi risulta cbme inviluppo di una 
cosiffatta serie. Il numero di tali serie sarà il numero delle Q specializ- 
zate tre volte. I sei S4 tangenti ad una tale Q e a p^ danno le sei coppie 
di rette (bitangenti) contenute nella relativa serie. 

Se k=2, cioè se Q ha un Si doppio, si ricordi che Q contiene due 
serie 00 Mi Ss e che ogni iperpiano tangente a Q lungo un Ss generatore 
contiene un Ss di ciascun sistema (n. 20, Gap. 6.<^). Or bene : un iperpiano 
tangente a Q taglia P in otto punti di cui quattro sono in uno di questi 
Ss e quattro neir altro; dunque, corrispondentemente alle due serie od^ 
di quaterne di punti segnate su P dagli Ss dei due sistemi di Q , si hanno 
su P due serie 00^ di quaterne di punti, così collegate che due quaterne 
qualunque appartenenti a serie distinte costituiscono la completa inter- 
sezione di P con una conica. Allora basta congiungere mediante coniche 
tutte le quaterne di una serie a ciascuna di due quaterne fisse dell'altra 
per avere una generazione deUa P mediante due fasci proiettivi di coniche. 

27. — Vi è una quadrica particolare, in generale non specializzata, 
nella od* delle quadriche che passano per P, la quale vogliamo ora con- 
siderare. Essa è una quadrica coniugata alle od'^ quadriche inscritte in ^\ 
(cioè, come inviluppi, passanti per questa). Infatti sono 00**-*=: 00" le 
quadriche coniugate a questa 00^, e perciò una (almeno) di esse esiste 
nella suddetta 0D^ 

È facile vedere che l'equazione di questa particolare quadrica è 

ottenuta dalla (6) senza alcun spezzamento dei coefficienti (cfr. n. 24) ; 
giacché essa è coniugata a ciascuna delle sei quadriche che individuano ^t 
(cfr. nota al n. 9), come subito si verifica applicando la (4) del Gap. 10.®. 
L' S4 polare di un punto di coordinate Yì,ì, rispetto a questa parti- 
colare quadrica Q è dato, per la (7), dall'equazione 

Passando al piano ic, le Yi^^sono le coordinate (coefficienti dell'equazione) 
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di una conica -inviluppo e Tequazione ora scritta, facendovi la sostituzione 
Xi^i^ = Xi^Xi^y dà l'equazione 

(8) ^^ÌtUÌ4^Ìlk^^U=0 

della conica -luogo ad essa corrispondente nella corrispondenza biunivoca, 
di cui si è discorso nel n. 25. Questa corrispondenza biunivoca, nel caso 
presente, si dice corrìepondenea polare o pdarUà rispetto aUa quartica T\ 
perchè se 

cioè se la conica -inviluppo diventa una coppia di punti (distinti o coinci- 
denti), la (8) è l'equazione della loro polare (mista o pura). 

28. — Nel n. precedente si è supposto il discriminante D della qua- 
drica considerata Q diverso da zero ^). 

Se D = e precisamente di caratteristica 5, la quadrica Q acquista 
un punto doppio e quindi in n si ha una corrispondenza polare, in cui 
la conica -luogo corrispondente ad una certa conica -inviluppo è indeter- 
minata. Questa conica -inviluppo si dice apolare alla quartica P, la quale 
è allora quella particolare detta quartica di Clebsch *), Se il suddetto 
punto doppio di Q giace su M2, la conica apolare è un paio di punti. 

Se D è di caratteristica 4 , 3 si hanno altre quartiche particolari 
dotate rispettivamente di una schiera o di un tessuto di coniche apolarì. 
Nel caso della schiera di coniche apolari, cioè quando la quadrica Q ha 
un Si doppio, se quel particolare St , che contiene Si ed i tre punti comuni 
alle tre coniche di Fi dei tre piani di 1.* specie incontrati da queU'Si 
(cfr. n. 18), ha per S4 polare, rispetto a Q , un S4 tangente a Fi (cioè se- 
gante questa in due coniche), si ottiene quella particolare H che è detta 
quartica di Caporali '). 

La considerazione di sistemi lineari di quartiche piane, che ammettono 
coniche apolari, si riduce pure col metodo indicato alla considerazione di 
sistemi lineari di quadriche tutte specializzate. 



^) n discriminante D è quello che dicesi invariante sestico di T*, Per scriverlo 
si tenga presente che esso è il determinante deUe coordinate dei sei iperpiani 
polari dei sei vertici della piramide fondamentale, le quali coordinate sono i 
coefficienti delle Xi, {, neUe derivate prime della (7), divise però per 2, quando 
ii^i^ (cfr. nota al n. 9). 

') LuROTH, Neuer Beweis des Satzes ... (Math. Ann. 13, 1877). 

') Cfr. Ciani, nei Bend. della Accad. di Napoli, 1896. 
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Capitolo !.• 

&aiiil di una curYa algebrica. 
Aldine propoBlzioiii fondamentali relative ad e88i. 



1. — È noto dair Analisi ^) che, data una curva piana algebrica, ad 
es. per mezzo della sua equazione f{pi^y) = in coordinate (non omogenee) 
x , ^, e fissato un suo punto qualunque (x^y^, i punti della curva stessa 
sufficientemente vicini *) a questo punto formano una o più totalità, 
ciascuna delle quali si può determinare coi valori di un parametro t 
Precisamente, se si indica con ^o il valore di t corrispondente al punto 
(^^o)i le coordinate di un punto variabile in ciascuna totalità si esprì- 
mono mediante serie di potenze intere positive di < — ^o i cioè si ha 

x^x^=a(t—toT+a:(t — t^)'^^'^... 

(ove n è intero e > 1 ed uno almeno dei coefficienti a , & è diverso da 
zero) : ed anzi si può scegliere il parametro t così che i suoi valori corri- 
spondono biunivocamente ai punti della totalità. Questa si chiama ramo 
ciclo demento della curva uscente dal punto (xo ^o)> il quale è detto 
origine di esso. 



^) Cfr., ad es., L. Bianchi : Lessioni sulle funzioni di una variabile complessa 
e sulle funzioni ellitticìie (Pisa, Spoerri, 1901), § 76 e seg. . 

') Il punto di coordinate x , y (ed analogamente nel caso di an numero qua- 
lunque di coordinate non omogenee) si dice sufficienfemente vicino al punto di 
coordinate Xq^Pq (che possiamo supporre finite), quando i valori assoluti o moduli 
delle x^x^,y^yQ sieno minori od eguali a valori (finiti) opportunamente dati. 
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Il concetto esposto si estende immediatamente ad ogni curva G ap- 
partenente a qualsiasi spazio S^ (r>>2), notando che essa può proiettarsi 
biunivocamente in una curva piana G", e che quindi le coordinate di un 
punto variabile di G si esprimono razionalmente per le coordinate x , y 
del punto corrispondente di G' e reciprocamente. Allora la nozione di 
ramo si trasporta dalla curva C alla curva G. Possiamo prendere per 
un punto variabile di G le coordinate omogenee a^ , a?i , ... , x^ : queste 
sono proporzionali a funzioni razionali intere delle x,y e^ introdotti gli 
sviluppi precedenti, risultano per conseguenza proporzionali a serie di 
potenze intere positive di ^ — ^0 • Si hanno adunque espressioni di questa 
forma : 

Xi—af? = ai(t-tof + bAt—tor-^' + ... (i=0 , 1 , ... ,r) , 

le quali, per valori di t abbastanza prossimi a t^ (cioè facendo variare t, 
nella rappresentazione di Gauss, entro un circolo di centro toe ài raggio 
sufficientemente piccolo) definiscono un ramo ciclo demento di una curva 
(algebrica) appartenente ad Sr. L'origine (^o^4^^-.) ^r^ è data dal valore 
to del parametro ^ e s' intende che questo parametro sia così scelto che 
i suoi valori corrispondano biunivocamente ai punti del ramo. 

Per semplicità supporremo in seguito che T origine del ramo sia il 
vertice Ao della piramide fondamentale, e che il valore Ìq, corrispondente 
air origine, sia =0. Le formule ultime (preso comunque Xo4=0, ad es., 
iro=l) sono allora sostituite dalle 

(1) x, = a,<« + 6,^«+^+... (i = l,2 r), 

ove a è intero e ^ 1 ed almeno una delle a< è ^ 0. 

Se due curve sono in corrispondenza birazionale è chiaro che ogni 
ramo dell' una si muta in un ramo ddP altra, mentre un punto multiplo 
può trasformarsi in uno più punti, multipli semplici (cfr. Gap. 2.^ A. ^)), 
e perciò rami colla stessa origine possono trasformarsi in rami colla 
stessa origine con origini diverse. Onde nella Geometria delle trasfor- 
mazioni birazionali sarà ben determinato un punto di una curva (multiplo 
per essa) solo quando sia fissato il ramo in cui si vuol considerare, e do- 
vranno ritenersi come infinitamente vicini soltanto punti che stanno in 
uno stesso ramo. 
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2. — Le proprietà fondamentali dei rami di una curva algebrica de- 
rivano dalla nozione di multi^licità d' intersezione di un ramo con una 
ipersuperficie. 

Sia Ao origine di un ramo dato dalle (1), e per Ao passi una ipersu- 
perficie di equazione F {x^ , ... , x^) = (equazione mancante quindi del 
termine contenente la sola a^). Sostituendo nella equazione stessa le (1), 
si ottiene una nuova equazione di cui il primo membro è una serie di 
potenze di t, priva di termine costante, 

Sia t^ la potenza pia bassa di t che compare in questa equazione (cioè 
sia M:^0): il numero intero \l si dirà multiplicità éC interseeione in Ao dd 
ramo cótta ipersuperficie o numero ddle loro interseeìoni raccolte in Ao. 

A questa definizione si può dare un aspetto più geometrico colla 
considerazione seguente. Pensiamo la F = come posizione di una iper- 
superficie variabile in una totalità oo\ ad es. in un fascio F-f- ^7 = 0, 
ove 7 = sia dello stesso ordine di F = e non passi per Aq. Le 
intersezioni del ramo con. una ipersuperficie del fascio sufficientemente 
prossima ad F=:0 si ottengono sostituendo le (1) nella equazione 
F-f-Xf> = e supponendo X (o meglio il suo modulo) abbastanza piccolo. 
Per la detta sostituzione si avrà un'equazione della forma 

M^^'+N^^^ + ... +X(M'+N'/+ ...) = 

(ove anche M' ^ 0), la quale, facendo convergere X a zero, dà |ji soluzioni per 
t, prossime a zero, variabili per essere Ao esterno a «p = e distinte quando 
si evitino per X i cosiddetti valori di diramazione ^). Per X sufficientemente 
prossimo a zero si hanno adunque \ì. punti distinti variabili comuni al ramo 
ed alla ipersuperficie del fascio, e quindi la multiplicità d' intersezione di 
un ramo con una ipersuperficie F che passi per Torigine di esso si può 
anche definire U numero dette intersezioni che U ramo ha con una ipersuper- 
ficie che non passi per r origine dd ramo e che sia abbastanza vicina ad F« 
Sia un punto comune ad una curva C e ad una ipersuperficie F : 
si considerino i rami di C aventi l' origine in e per ciascun ramo la 
multiplicità d'intersezione con F. La somma di queste multiplicità è ciò 



*) Cfr. L. Bianchi, l. e. . 
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che dicesi multiplicUà cP intersezione in di F e G o numero deUe loro 
intersezioni raccolte in (od assorbite dai punto 0). Tale numero è anche, 
per quanto si è veduto, il numero delle intersezioni, che tendono a cadere 
nel punto 0, di G e di una ipersuperficie non passante per e conveniente- 
mente vicina ad F. 

Amendue le definizioni reggono tanto se C è irriducibile, quanto se 
è riducibile, salvo che in questo secondo caso C contenga parti ripetute, 
che allora la seconda definizione deve essere completata. Basta però ri- 
tenere che, in ogni caso, la mxdtiplicUà d' intersezione di una ipersuperficie 
F con una curva C in un loro punto comune èia somma ddle multi- 
plicità S intersezione di F con tutti i rami di C uscenti da 0. Cosi, se C 
è composta delle curve irriducibili Ci , Cs , ... , alcune delle quali sieno 
anche coincidenti, la multiplicìtà d'intersezione in di G con F è la 
somma delle multiplicità d' intersezione in di G^ con F, di G^ con F, ... 
(essendo nulle quelle relative a curve non passanti per 0). 

3. — Considerando ora le multiplicità d'intersezione in tutti i punti 
comuni ad una curva G e ad una ipersuperficie F, è facile provare che 
la somma di tali multiplicità non mula se alla F si sostituisce un'cdtra 
ipersuperficie F dello desso ordine, escludendo che le F , F^ passino per C 
per una sua parte. Basterà considerare il caso che G sia irriducibile, 
perchè a questo si riduce ogni altro (ultimo alinea del n. 2), e basterà 
pure considerare due ipersuperficie F , F tali che i punti che C ha co- 
muni con F sieno tutti distinti da quelU che C ha comuni con F" (accop- 
piando, ove ciò non fosse, ciascuna di queste ipersuperficie con un'altra, 
dello stesso ordine, assunta genericamente). Allora una ipersuperficie va- 
riabile del fascio determinato da F,F ha comuni con C punti tutti 
variabili, ed anzi generalmente punti tutti distinti (cioè di multiplicità 
d'intersezione =1), perchè, avendosi in un punto comune a G e ad una 
iperauperficie del fascio multiplicità d'intersezione ii>l, l'ipersuperficie 
del fascio a questa abbastanza vicina, non passando per quel punto, ha 
con C, prossime ad esso, [i intersezioni distinte (n. 2) ^). Ora, se i punti 
comuni a G e ad una ipersuperficie del fascio sono tutti distinti, finché 
restano tali al variare di questa ipersuperficie, il loro numero non varia 
perchè ciascuno si muove su G con continuità : mentre, quando si ha una 
ipersuperficie avente con G un punto comune di multiplicità [x, passando 



«) Cfr. anche n. 18, Gap. lO.o. 
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ad una ipersuperficie ad essa abbastanza vicina, ne risultano \l interse- 
zioni distinte ; viceversa può accadere che tante vengano in un punto di 
multiplicità [i d' intersezione. Passando cosi da F ad F attraverso a su- 
perficie del fascio si conclude ciò che si è affermato. 

Se l'ipersuperficie ]f è un iperpiano, si arriva in tal modo al con- 
cetto di ardine di una curva C, già stabilito algebricamente (n. 3, Gap. 9.^). 

Se r ipersuperficie F è di ordine m e G di ordine n si arriva altresì, 
con applicazione immediata della proprietà dimostrata, a stabilire che, 
quando F e G non hanno infiniti punti comuni, la somma dàle loro mut' 
tiplicUà d^ ifUersejriane è mn, caso particolare del teorema enunciato nel 
n. 31, Gap. 9.^ (e del quale ivi sono indicate in nota dimostrazioni alge- 
briche). Basta prendere infatti per F un gruppo di m iperpiani. 

4. — Per altre proposizioni sulle multiplicità d'intersezione di una 
curva e di una ipersuperficie occorre ritornare alla considerazione di un 
solo ramo e definirne F ordine e la tangente. 

Un iperpiano 

5ia?i + {ia^ + .- + €ra;r = 0, 

passante per T origine Ao di un ramo di curva algebrica dato dalle (1) 
ha col ramo stesso in generale multiplicità dMntersezione a, come segue 
dal sostituire nella precedente equazione i valori delle Xt dati dalle stesse 
(1), ed ha multiplicità maggiore di a solo quando sia 

ai£i + «2£t + ... + ar€r = 0, 

quando cioè T iperpiano £ passi per una determinata retta della stella Ao, 
quella che ha in questa stella le coordinate ai , o^ , ... , a^ . Si dice che a 
è V ardine o la mtdtiplicUà del ramo od anche si dice che il ramo è a^^*^, 
e la nominata retta si chiama tangente al ramo. Se si assume su questa retta 
il punto fondamentale Ai (onde la tangente è data dalle a^^ = ^ = ... = ^r =" 0) 
dovrà essere 08 = 03= ...=a^ = ed Oi + O. 

Gosl facendo, suppongasi ora che lo stesso punto Ao, origine del ramo 
considerato, sia punto s^^^^ di una ipersuperficie di ordine n] la quale avrà 
quindi una equazione della forma 

e che inoltre il ramo stesso non tocchi V ipersuperficie, cioè la sua tangente 
(=AoAi) non sia del cono u, = tangente alla ipersuperficie (per cui 
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si avrà w.=maj" + ••• con m + 0). Sostituendo allora nella precedente 
equazione le (1) si trova as come minimo esponente di t Questo minimo 
esponente è invece >as, se la tangente al ramo è generatrice del cono. 
Adunque la mtdtiplicUà éC interseeìone di un ramo di ordine a e di una 
ipersuperficie che abbia un punto s^^^^ ndV origine dd ramo, se questo non 
tocca Vipersuperficie, è as\ se tocca, è maggiore di ols. 

Ne discende che la muJtiplicità S interseirìone di una curva e di una 
ipersuperficie in un punto che sia Si^^^^ per qudla ed St^^^^ per questa è 
SiSi, se in quel punto non vi è alcuna tangente cornuta alla curva e atta 
ipersuperfime, ed è maggiore di SiS^ nd caso contrario. Infatti un punto 
^^«pio di una curva è origine di rami di essa tali che la somma dei loro 
ordini è =81 e che le loro tangenti sono le tangenti della curva, com'è 
chiaro, osservando che dei punti d'intersezione della curva con un iper- 
piano che tenda a passare genericamente per il punto ^i^^^^^ ne cadono Sj 
in questo punto e ne cadono più di Si se Tiperpiano tende a passare per 
una di quelle tangenti ^). Quindi, dicendo a , a , a" ,... gli ordini dei rami 
della curva uscenti dal punto, sì ha Si=a-{-a'-f-a"+ ...: e però, in virtù 
della proprietà precedente e per il n. 2, sarà 052 + a's^ + a^^^ + — =5iSs 
la multiplicità dMntersezione della curva e deir ipersuperficie nel punto 
considerato, quando non vi sieno tangenti comuni, e>>$i$tse ne esistono. 

Così è S1S2 la multiplicità d'intersezione di due curve piane in un 
punto, «l'^P^® per V una ed s^^^^^ per V altra, nel quale presentino il caso 
semplice (secondo la denominazione introdotta nel n. 16, Gap. 8.^) ed è 
maggiore di ^i^^ nel caso contrario '). Se applichiamo adesso alle stesse 
due curve piane, di cui gli ordini sieno ni , n^, la proposizione del n. 3 
(ultimo alinea) abbiamo il risultato complessivo che due tali curve (se non 
hanno infiniti punti comuni) si segano in niV^ punti, purché ogni punto 
jjttpio per Vuna ed s^^^^ per V altra si conti per SiS^ intersesAoni più se- 
condochè in esso si ha no il caso semplice. Cosicché la somma £si^ estesa 
a tutti i punti comuni è = ni n^ se per tutti si verifica il caso semplice, 
ed è <C9^int se per qualche punto comune non si verifica. 



*) Nel caso che per il punto «i"p*'' passino parti ripetute della ctirva è evidente 
la semplice modificazione da farsi al ragionamento. Del resto la proprietà si po- 
trebbe assumere come definizione in sostituzione di quella algebrica data nel 
n. 3, Gap. 9.»(A:=«1). 

') Un metodo per calcolare il numero delle intersezioni in ogni case' si tro- 
verà nel n. 11, Cap. 2,^ A.. 
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5. — Tale proprietà può ora estendersi con metodo induttivo al caso 
dì r ipersuperficie Fj,F2,...,F^ di S^. Mostreremo cioè che, essendo 
Wi , n2 , ... , nr , rispettivamente gli ordini di queste ipersuperficie, il numero 
delle loro intersezioni (se non è infinito) è ni «2 ... n^ , nel guai numero 
ogni punto ordinatamente Si^^^"^ , 52^^^** , ... , Sr^^^^ per le ipersuperficie stesse 
va contato un conveniente numero di volte (numero detto multiplicità d'in- 
tersesAone delle ipersuperficie nel punto), che è =SiS2 ... Sr ovvero >SiS2 ... Sr 
secondoche U punto considerato presenta no il caso semplice: onde la 
somma Isi s^ ... Sr estesa a tutti i punti comuni è = ni n2 ... n^ <C^i^ — ^r , 
secondoche per tutti ha luogo il caso semplice vi è almeno un punto 
in cui non ha luogo (proprietà enunciata in base a teoremi algebrici nei 
n. 3, 16, Cap. 8.«). Stabiliremo il teorema per r ipersuperficie Fi , Fj ,..., F^ 
di Sr, ammettendo che sussista per r — 1 ipersuperficie di S^-i, sicché, 
il teorema essendo vero per r=2, risulta dimostrato per ogni valore 
di r. 

Prendansi r — 1 delle date ipersuperficie, Fi , Fj , ... , F^-i e sieno 
Li , L2 , •.. , degli ordini vi , vj , ... , le linee irriducibili distinte che esse 
hanno a comune (linee, non superficie, perchè le r ipersuperficie non hanno 
infiniti punti comuni). Si definisca multiplicità d^ interse/none delle 
Fi , Fj , ... , Fr-i lungo una linea L» il numero 6, che indica la multiplicità 
d'intersezione, in ognuno dei punti d'intersezione di un Sr-i generico 
con Li, per le r — 1 ipersuperficie dell' S^-i in cui questo sega le 
Fi , Fg , ... , Fr_i ; il qual numero, per ciò che si è ammesso, ha significato 

ed è tale che deve aversi IviS,= niri2... n^.i. Questa esprime intanto 

i 

che la complessiva linea d'intersezione delle Fi , F2 ,..., F^^-i è d'ordine 
Wi nj ... n^—i • 

Sieno ora Pi , P2 , ... i punti comuni alle r ipersuperficie, cioè comuni 
a quella linea e ad F^. Se in un punto Pj la linea L<, considerata sem- 
plicemente, ha con F^ la multiplicità d'intersezione co^^, onde (n. 3) deve 
essere Sci)»j=v<nr, la stessa L» ripetuta 8< volte avrà con F^ in P^ la 

multiplicità d'intersezione co^^ 3^ (ultimo alinea del n. 2) e quindi la somma 
delle multiplicità d'intersezione della complessiva curva d'intersezione 
delle Fi , F2 , ... , F^-i con F^ sarà 2 a)< . S^ = n^ S v< 5^ = ni ng ... n^ . Ma, se 

il punto Pj è multiplo secondo il numero kij per la L< considerata sem- 
plicemente, onde il punto stesso risulta multiplo secondo il numero XA;^^ 8^ 
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per la complessiva curva d' intersezioae delle Fi ,F2,...,Fr.i, è facile 
mostrare che questo numero lA;^ S< è precisamente la mulliplicità d'Inter- 

sezione in P^ delle /\,/k,...,/*r-i sezioni delle Fi , F2 , ... , F^_i con un 
Sr-i generico passante per P^ , e quindi (per il teorema ammesso in S^.i) 
^hij 8t>Si$i...Sr^i secondochè (le r ipersuperficie considerate e per con- 

i 

seguenza, come è subito veduto) le dette sezioni fiyft, ... , /V-i non pre- 
sentano presentano in Vj il caso semplice. Si osservi infatti che le sezioni 
fìffii — » Tr-i di Fi , F2 , ... , Fr-i con un SV^i , non passante per Pj e che 
tenda a cadere in queir Sr-i, hanno, come le /i ,/i,...,/'r-i, la somma 
delle multiplicità d'intersezione nei loro punti comuni =nin3...n^.i 
(sempre per il teorema ammesso in Sr-i) e che inoltre, avvicinandosi le 
fi , f\ , ... > fr^i alle fi, fi, .../"r-i vi è un solo mutamento nelle multiplicità 
d'intersezione proveniente dai Y^ki* punti d'intersezione di SV-i colle 

curve Lf , i quali tendono a cadere in P^ , mentre per gli altri punti (es- 
sendo Sr-i generico per Pj) la multiplicità d'intersezione non varia. Ne 
risulta manifestamente, che la somma delle multiplicità d'intersezione 
delle fx , fi , ... , /',.. 1 nei nominati 2A;<j punti, cioè I4<^ 8< , è uguale, come 

si è detto, alla multiplicità d'intersezione delle /i ,/*£,. ..,/*r-i in P^. 

La multiplicità d' intersezione in P^ della linea complessiva interse- 
zione delle Fi , Fg , ... , F^.i con F^ essendo =5,.Ii<^8< se quella linea 
non ha tangenti comuni con F^ (n. 4), risulta adunque che detta multi- 
plicità d'intersezione è proprio =5i5t...5r se F, , F2 , ... , F^ presentano in 
Pj il caso semplice, ed è invece ^SiS^, ... Sr in ogni altro caso. Cosi resta 
completamente dimostrato il teorema enunciato ^)'. 

6. — Già abbiamo stabilito (n. 4) il significato di ordine e di tangente 
di un ramo ed abbiamo visto che, assumendo nell'origine del ramo il 
punto fondamentale Ao e sopra la tangente il punto fondamentale Ài, 
quella delle serie (1) che dà Xi comincia con ai^ (ai 4: 0), mentre le altre che 
danno x^ , ... , x,. cominciano con termini contenenti potenze di t superiori 



^) Quando non ha luogo in un punto P^ il caso semplice rimane ancora 
da accertare che la multiplicità d* intersezione ivi delle r ipersuperficie date non 
varia sostituendo nel ragionamento suddetto alle Fi , F2 , ... , Fr^i altre r — 1 qua- 
lunque di quelle r ipersuperficie, ed inoltre che tale multiplicità d* intersezione 
coincide con quella data algebricamente dalla risultante. 
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ad «, onde possono scriversi nella forma: x^-l^f "^ -f ... , Xg = h^f ^ ■\- ... , 

...,x^ = 6^^" *+ — > 0^6 uiift almeno delle ft è 4^0. 

Aggiungiamo ora che un iperpiano per la tangente AoAi, cioè di 
equazione 

ha multiplicità dMntersezione a4-«i col ramo e Tha maggiore solo 
quando U^% 4- — +^r&r = 0, ossia quando T iperpiano passa per un de- 
terminato piano della stella Ao Ai , quello che ha in essa le coordinate 

• 

hi , ... ,hr. Il numero ai si dice prìmo rango, ed il detto piano, piano oscia- 
latore del ramo. Si prenda su questo piano (fuori di Ao Ai) il punto fon- 
damentale As*. dovrà essere &2Ì= e 63= ... =&r = 0, cosicché nelle serie 

scritte sopra quella che dà x^ comincia con b^f ^ mentre le altre 

prendono l'aspetto: 2:3=^3^" i"^-|- ... , ... ^x^^=^Cr^ * "*+..., ove una 
almeno delle e è 4=0. 

Si prosegue : cioè, facendo variare un iperpiano per T Ss (= Ao Ai Ag) 
osculatore, si stabilisce resistenza di un S3 tale che ogni iperpiano per 
r S« ha col ramo multiplicità d' intersezione a + «i + of» © soltanto se 
r iperpiano passa per TSs tale multiplicità cresce: e il numero «2 si dice 
secondo rango e il detto S3 si chiama osculatore. Preso in questo S3 il 

punto fondamentale A3, la serie che dà Xg comincia con Cg^" *"^ fe + 0) e 

le altre si possono scrivere : x, = d, ^«+«.+«^+«3 + a;. = rf, <«+«.+«»+«,, 

ove una almeno delle d è :^0. 

Così si continua fino ad arrivare air(r — 2)«"*"<> rango a^-sed all'S^»» 
osculatore (= Ao Ai ... A^.^), e da ultimo all' (r — l)e«»o rango ed all' S^«i 
oscviatore (= AoAi... A^.i). Il ramo (assunti i punti fondamentali nel modo 
detto e variato il punto unità per eliminare le costanti ai,bt,Cz,d^, ...) 
sarà dato dalle serie 

(2) x,=<'' + ... (i = l,2,...,r), 

ove v< = a + «1 + ••• + *<-i • 

Per un ramo di ordine a e di ranghi ai , ... , a^ si adotterà la nota- 
zione (aai... a^) od anche 0(aaj.,. a^) per indicare altresì l'origine 
del ramo. 
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Un ramo si dice lineare se Tordine a = 1 . In un punto non multiplo 
di una curva si ha un solo ramo lineare: in un punto generico si hanno 
inoltre tutti i ranghi = 1 . Ricordando (cfr. n. 4) che un punto r*»^ di 
una curva è origine di rami la somma dei cui ordini è =r, è chiaro 
che in un punto r^p^® ordinario (cioè con r tangenti distinte) si hanno 
r rami lineari. Un punto origine di un solo ramo di 2.® ordine dicesi 
cuspide regresso. 

7. — Siccome un iperpiano generico per V 8% osculatore ad un ramo 
(atti ... a^_i) ha a + ai -f ... + «jt intersezioni col ramo si può dire che 
rSjk stesso ha col ramo questo numero di punti comuni. E poiché un 
iperpiano per un Sjt.i osculatore e per un punto che tenda all^orìgine del 
ramo viene in un iperpiano con più di a -j- <3(i -|- ... + «^t-i intersezioni con 
questo e quindi con « + «!+•••+ ^t*-! + «k intersezioni, è chiaro che 
si può pensare l' S^t osculatore come posizione limite di un Si^ che passa 
per r Sjt-i osculatore e per un altro punto del ramo stesso che si avvicina 
indefinitamente alla sua origine. Ciò del resto si verifica subito anche 
valendosi delle formule (2). 

Questo concetto degli spazi' osculatori come spazi' limiti conduce a tro- 
varne le equazioni. Limitiamoci al caso di un punto che sia origine di un 
ramo di ordine e ranghi tutti = 1. Allora, se indichiamo con Xi ,Xs ,..., X^ 
le coordinate correnti e con x^^Xi, ... , Xr le coordinate delForigine del 
ramo (Xo = ^o = l)f un iperpiano per V Sjt osculatore passa per i A; + 1 punti 
successivi di coordinate Xi ,Xi+ dXi , a?* + 2 dXi + (f «< , ... (i = 1 , 2 , ... , r) 
e quindi ha per primo membro della sua equazione un determinante 
d'ordine r+ 1, nel quale figurano in fc-j- 2 colonne (ad es.) queste coor- 
dinate e le coordinate correnti Xi (aggiunta per ciascuna colonna la prima 
coordinata = 1) e figurano nelle rimanenti r — k — 1 colonne parametri 
indeterminati. Con ovvie trasformazioni di determinanti si trova quindi 
che le equazioni dell' Sk osculatore nel punto x si hanno eguagliando a 
zero i determinanti di ordine ^-fl, estratti dalla matrice 

Xi — Xi dxi ... d^Xi 
X2 — Xt dxt ... d^Xt 



Xr Xr dXr ... d^ Xr 

In particolare, se A; = r — 1 , si ha cosi Tequazione delF iperpiano oscu- 
latore. 
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8. — Consideriamo la totalità degli iperpiani osculatori nei vari punti 
di un ramo (a ai ... a^.i), che intenderemo rappresentato dalle (2). L^ equa- 
zione deiriperpiano osculatore nel punto di parametro t sarà data, per 
ciò che ora dicemmo, dal seguente determinante, di cui scriviamo solo 
la linea ♦•■*»•; 

Ora alla 3.* colonna moltiplicata per t aggiungiamo la 2.*; poi alla 4.* 
moltiplicata per f aggiungiamo la 2.^ moltiplicata per — 2 e la 3.*, tra- 
sformata nel modo detto, moltiplicata per 3<; e cosi via, in modo che 
dei polinomi in y< rimangano solo i primi termini. Viene 

x/- 1""' - ... , V, «'''"V ... , v4 <'*""V ... , ... , vr'*'''"^ + ... I = , 

nel qual determinante il primo termine di ogni elemento quale ora è 
scrìtto esiste effettivamente (non ha coefficiente nullo). Dividiamo la linea 

i««*»» per <^*~^ (per ogni i), poi moltiplichiamo la 1.* colonna per ^^'•"" : 
si ottiene 



.V 



t^ <X<-^''-...,v< + ...,/< + ...,...,vr^+ ... 1 = 0: 

ossia, indicando con A il determinante formato colle successive potenze 
(fino alla (r — 1)^^"*) delle vi,vs , ... , v^, determinante che, essendo questi 
numeri tutti distmti, è diverso da zero ^) ed indicando con A| minori di A 
che godono pure della stessa proprietà, si ha 

P'^-'* X,(A, + ...)+<''(A + ...) = 0. 

Cosicché le coordinate ^ , £i , ... , ir dell' iperpiano osculatore sono espresse 
daUe 

£,=<^^-^'[fJ (i=i,2,...,r) 
indicando con [t] delle serie di potenze di t col termine costante 4=0. 



A) Cfr. CafibUìI, 1. e, n. 481-2. 
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Dividendo per la serie che dà ir e ponendo £r = 1 > si hanno infine le 
formule 

Ui = ^«-i [t] , ir^ = *«-!+«-« [t] , ... , 5i = t^r^^+-^i M , €0 = ^-i+...+« [t] , 

che esprimono una proprietà correlativa a quella espressa dalle (2), le 
quali ora possiamo scrivere così: 

Per formulare detta proprietà si avverta prima che, avendosi una va- 
rietà 00^ (algebrica, irriducibile) di iperpiani, si chiama ancora raiwo l'ente 
duale del ramo di curva, si dice iperpiano origine V ente duale del punto 
origine, classe p il numero duale dell' ordine ed ancora ranghi primo, se- 
cando, ... , (r — i)wiao^ Pi , P« , ... , Pr-i, i numeri duali dei ranghi del ramo 
di curva: onde sarà p il numero degli iperpiani della varietà che cadono 
neir iperpiano origine ^o per un punto generico di questo iperpiano, sarà 
P+Pi + ... +Pfc il numero di quelli che cadono in >*o per un punto gene- 
rico di un certo S^, cioè per un punto generico del suo sostegno Sr~k-i, 
sostegno che diremo pure osculatore in £0 al ramo, ed in particolare sarà 
P+pi+ •'• +Pr-i il numero di quelli che cadono in 2© per il punto so- 
stegno di un certo £r-i , il qual punto si dirà di osctdazione dello stesso 
piano origine Io- 

Ciò premesso ed osservato inoltre che la varietà degli iperpiani oscu- 
latori ad una curva algebrica irriducibile, è pure, come è manifesto, 
algebrica irriducibile, l' essere le ii coordinate degli iperpiani osculatori 
nei punti di un ramo espresse dalle formule precedenti, cioè per serie 
di potenze di t, significa che detti iperpiani osculatori costitidscono pure 
un ramo. Inoltre, confrontando quelle formule colle altre che danno le Xi 
dei punti del ramo ragionando direttamente, si vede che essendo 
a I «1 , ... , a,._2 , «r-i Vordiné ed i ranghi del ramo di punti, sono a^_i , a^., , 
... , ai , a la classe ed i ranghi del ramo degli iperpiani osculatori e che, 
essendo l'origine ed Oi,...,Or-i l'Si tangente ,..., l' iperpiano oscu- 
latore in al primo ramo, sono Or..i iperpiano origine ed 0^-2,. ..,0 
rSr-2 osculatore ,... , il punto di osculazione di O^-i per il secondo ramo. 

I numeri a , «j , ... , a,. .1 hanno così due definizioni correlative. Per un 
iperpiano generico contenente 0^, in cadono a + ai+ .... + «< interse- 
zioni e, per un punto generico giacente sopra Or-i^i, in O^.i cadono 
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a^_i + a^_8 + ... + «r-t-i iperpiani osculatóri. La somma a + «i + ... + a^^i 
è correlativa a sé stessa : dà il numero delle intersezioni di O^i coinci- 
denti in 0, ovvero il numero degli iperpiani osculatori per coincidenti 
in 0^1 1). 

9. — Dato un ramo (a ai ... a^^x) di curva algebrica C di S^ se lo si 
proietta in 8k da un Sr-.fc-u si otterrà un ramo della curva algebrica proie- 
zione (ji ed è facile in ogni caso determinare di questo i ranghi e gli 
spazi osculatori. Se il centro di proiezione Sr^x-i è generico, il ramo di 
(j sarà (a ai ... a^.^) ed avrà per tangente, piano, ... , Sx^i osculatore le 
proiezioni di quelli di C ; il che risulta conducendo per Sr-h-i degli iper- 
piani passanti per T origine, piano,..., Si^^i osculatori del ramo di C e 
contandone le intersezioni con questo ramo, le quali si proietteranno nelle 
intersezioni col ramo di (j delle traccie Sjt^i di quegli iperpiani su Si,. 
In generale, qualunque sia la posizione del centro Sr.-k-.i , lo si congiunga 
successivamente all' origine, alla tangente, al piano, ... , osculatori del ramo 
di G, si veda quali diversi spazi si ottengano in tal modo e si contino le 
multiplicità d' intersezioni degli iperpiani per essi con quel ramo : si co- 
nosceranno così le multiplicità d' intersezione del ramo di C cogli S^-i 
passanti per le traccie di quegli spazi su Sjt . Solo è da avvertire che se 
Sr.;t-i passa per 0, la sua multiplicità d'intersezione col ramo di G (cioè 
la multiplicità d'intersezione di un iperpiano generico per Sr-.]^.]) deve 
essere costantemente sottratta nel suddetto computo. 

Gosì, ad es., proiettando G dall'origine del ramo sopra un iperpiano, il 
ramo di G' è (aia2... ar_i): proiettando G da un punto generico dell' S» 
osculatore, il ramo di G' è (a ai ... a^., , a^.i+a^ , a^+i ... a^.i). In particolare, 
se il ramo di G è (111...1), proiettando da un punto generico della tan- 
gente si ha un ramo (211 ... 1) ; proiettando questo di nuovo da un punto 
generico della sua tangente e cosi di seguito, a — 1 volte in tutto, si ha 
un ramo (ali ...1): ed ora analogamente, proiettando questo ramo a^ — 1 



^) Indicazioni bibliografiche relative al teorema dimostrato nel caso del piano 
veggansi a pag. 390 (n. 15) del libro di Brill e Nobthbr citato nella nota al 
n. 21, Gap. ll.^. Per lo spazio ordinario cfr. Halphbn, Sur les singularités dea 
courbes... (Bnil. soc. math. de Fr., 6, 1877, pag. 10) e, per un Sr qualunque, 
H. B. FiNB, A Theoreme respecting the Singulariiies of Curves,,, (American Journal 
of Math., 9, 1887, pag. 180). Una dimostrazione sintetica si trova nel n. 43 della 
Memoria di Sborb citata nella nota al n. 7, Gap. 10.<^. La dimostrazione algebrica 
esposta nel testo è pure di Sbgrb. 
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volte successivamente da punti generici degli S^ osculatori, si ha un 
ramo (a «il ... 1); e continuando, si può giungere fino ad un ramo (aai...a.) 
di un Si^i, ove non escludiamo che alcune delle a , ai, ..., a^ sieno eguali 
ad 1, bastando a questo fine omettere alcune delle dette proiezioni, ed 
ove risulta manifestamente a + a^ -f •• + «i = ^. 

10. — Consideriamo le varietà (algebriche) V2 , V3 , ... , Vjt , ... costi- 
tuite dalle tangenti, dai piani osculatori,..., dagli S^.i osculatori,... di 
una curva algebrica C, dette rispettivamente 1.* , 2.* ,..., (k — 1).* ,... svi- 
luppabile asculatrice della curva. I loro ordini Wi , Wj , ... , n^^i , ... prendono 
nome ordinatamente di 1.® , 2.^ , ..., (A: — l),^ ,... rango della curva C. Va 
eccettuata V(r — 1).* sviluppabile costituita dagli S^-i osculatori (che 
riempiono tutto Sr), il numero tir^i di questi S^-i che passano per un 
punto P dello spazio dicendosi classe della curva. 

Nel determinare la classe deve contarsi a^_i volte ogni iperpiano, par- 
tente dal punto P, che è osculatore in un punto origine di un ramo 
(aoci ... a^_i) se P non esiste neirS^-t osculatore, mentre se esiste neirS,- 
(e non neirS^^O osculatore del ramo, è da contare a,._i + *r-2 + — + *« 
volte (perchè altrettanti, secondo il n. 8, sono gli iperpiani osculatori 
vicinissimi a quello per un punto vicinissimo a P). Similmente nel de- 
terminare il (k — 1).« rango n^-i di C, cioè il numero degli S^-i oscula- 
tori di G che incontrano un dato Sr-», si deve contare ciascuno il d^ito 
numero di volte, il che si fa riducendo la questione al caso ora considerato. 
In vero, proiettando C in C da un Sr-^-i generico dell' Sr-k sopra un Sk, 
gli Sk-i osculatori di G si proiettano negli S'k.i osculatori di C', in par- 
ticolare gli Sk-i osculatori incontranti Sr~k negli S\.i osculatori passanti 
per il punto P ^S* Sr-k ; onde il {k — 1).» rango n^^i di C è la classe di C, 
ed il numero delle volte che un Sk-i osculatore di un ramo di G va con- 
tato fra quelli incontranti S^-k è lo stesso del numero delle volte che 
rS'k-i proiezione dell' Sk-i va contato fra gli S'k_i osculatori di C' partenti 
dal punto P. Poiché queir &\^i è osculatore del ramo proiezione del ramo 
considerato, occorrerà quindi valersi di quanto si è detto nel n. 9 per la 
determinazione dei ranghi dei rami proiezione di rami dati, a seconda 
della posizione del centro di proiezione. 

Gosì se rSr_k incontra in un punto TS» (e non rSi_i) osculatore 
(i<i — 1) ad un ramo (oiai ... a^_i), l'Sr-k-i è da ritenere in posizione 
generica rispetto a G e quindi (n. 9) il ramo proiezione sarà (a a, ... a^.i). 
Segue che nella Vk sviluppaòUe osctdairice di una curva G, TS^ osada' 
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tore {i^k — 1) di un ramo (aai... a^^i) ddla curva è multiplo secondo 
«« + «<+!+••• +*fc-i (=**-! se i=k — 1), cioè Y&K-i osculatore del 
ramo ne rappresenta a< + *<+i + — +*fc-i successivi passanti perrS<, 
Di che la proprietà correlativa è che un Sr-.^ osculatore in un punto 
(3piPj...p^_x) = (a^_ia^_2a^_3...a) (cfr. n. 8) ne rappresenta p< + P<-H + 
... + pfc_i = «r-f-i + <>^r~i-~t + ... + «r-fc successlvl giacoutl nel!' Sr-i-i 
osculatore in quel punto, ovvero (sostituendo anche i,k—l rispettiva- 
mente ad r — i — 1 ,r — A;) un Si osculatore di un ramo («ai... a^_i) ha 
un contatto («» + «»-!+... +«»-!)'**"** lungo V ?>k-i osctdatore del ramo 
stesso (cioè in ogni punto di questo S^-i) colla Nx sviluppabile osculatìice 
di G (i>,k — 1). Cosi in un punto (1211 ...), punto di flesso, V S^ oscula- 
tore ha colla Vs sviluppabile osculatrice 3 Si coincidenti nella, tangente 
di flesso: ecc.. 

Notiamo pure il caso particolare in cui Torigine del ramo sia un punto 
generico di C, cioè le a, ai , ... ; ex^.i sieno tutte eguali all'unità. Allora si 
ha che un S< osculatore in un punto generico di C è multiplo secondo k — i 
per la V* sviluppabile osculatrice, se i<Ck — ^^1, ed ha invece un contatto 
(i — i + 2) P^*« cella sviluppabile stessa lungo V Sk-i osculatore in quel punto, 
se i>i — 1. 



u 



Capitolo 2.* 

Trasformazione quadratica. 
Scomposizione di nn punto multiplo di una curva piana. 



1. - Gli sviluppi in serie ed i metodi della geometria proiettiva deb- 
bono essere adoperati insieme alle trasformazioni cremoniane per dare 
un concetto geometrico completo dei punti multipli delle curve algebriche, 
specialmente in relazione al problema di derivare un punto multiplo da 
altri più semplici. Qui ci limitiamo ad accennare alle trasformazioni 
quadratiche, facendone poi applicazione alle curve piane. 

Le quadriche V^_i di S^ passanti per una quadrica Vt_j di un S^_i 

(cioè per —^ - punti generici di essa) e per un punto (esterno al- 

rSr_i) formano un sistema lineare di dimensione -^r — - - ^ j^ — ~l=r. 

Se si prende Ao (a^i = ... = a;^ = 0) per il punto exo = per l'S^^i, ed 
inoltre è y (xf... a?^) = l'equazione del cono di vertice A© che passa per 
la y^.8 (o l'equazione di questa in S^-i), è chiaro che il sistema lineare 
è rappresentato dalla equazione 

(1) Xo9(Xi...X^) +^o(>4^1 + ... +^^ra;r) = 

al variare di )o » ^i > — , ^r. Facendo corrispondere proiettivamente questo 
sistema lineare agli iperpiani di un altro spazio S'r, alle quadriche che 
passano per un punto di coordinate .r, corrispondono gli iperpiani di una 
stella; e si vede facilmente, con ragionamento analogo a quello contenuto 
nel n. 1, Gap. 14.^, che, dette ^< le coordinate del centro della stella (in 
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un opportuno sistema di riferimento), queste si esprimono colle Xi per 
mezzo delle formule (p essendo un fattore di proporzionalità) 

(2) pyo = ?>{aJi-..iCr) , pyi=XoXi (i=l,2,...,r), 

e che reciprocamente da queste si ritoma alla suddetta corrispondenza. 
Ma ora si noti che dalle (2) seguono le x< = ~ y < , p^o = ^ ? (^i . . . yr), 

Xq Xq 

cioè iB^^-^Xi^y^Vi , ^^«0 = 9(^1 •••yr): cosicché (detto a un nuovo 

P P 

fattore di proporzionalità =?^) si traggono dalle (2) le 

P / 

(3) oa:b = f(yi...iyr) , ^Xi = y^yi (i= 1 , 2 , ... ,r) 



e perciò agli iperpiani di S ^ vengono a corrispondere le quadriche del 
sistema lineare dato dalla 

(4) Po ?(?!... yr) + yo (i^i y\ + ••• + V'r yr) — 

al variare delle p^ , p*! , ... , {ir • Si può adunque affermare che la corri- 
spondenza posta fra i due spazi S^ , S'r , detta trasformojrione quadratica^ 
è birazionale (cremoniana), onde il grado di ciascuno dei sistemi lineari 
(1) , (4) è = 1 , come si prova anche direttamente con semplice ragiona- 
mento sintetico, e di più che i due spazi sono nelle stesse condizioni, le 
quadriche (4) passando per il punto A'o (yi = ... = ^r = 0) e per la 
quadrica 9 (yi ... y^) = , yo = P di SV . 

Poiché le Xi sono proporzionali alle y^ (i = 1 , 2 , ... , r), è chiaro che 
ad una retta per Ao corrisponde una retta per A'o , e reciprocamente, e 
che tale carrispondensa è una coUineasdone fra le stelle Ao , A'o (subordi- 
nata della trasformazione quadratica). Fra due rette omologhe di detta 
coiTispondenza, date rispettivamente dalle coordinate Xt ,y< (i ^ 1 , 2 ,...,r), 

si ha poi una praiettivUà, come risulta (ad es.) dalla — = ^ ' '" ''^ (ove 

y< ^o^i 

per Xi , yi si scelgano, come si può, coordinate non nulle), la quale è bili- 
neare nei parametri yo , x^ di due punti corrispondenti. Tale proiettività 
è singolare allora ed allora soltanto che la prima retta giace sul cono 
9 (iCi ... a?^) = e quindi anche la seconda retta sul cono <F(yi...y^) = 0. 
Quando la proiettività non è singolare, al punto di parametro Xq=0 della 
prima retta corrisponde il punto di parametro yo= ^o della seconda; onde 
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8i può dire che ai punti del piano Xo = corrisponde il punto A'o o meglio 
corrispondono i punti infinitamente vicini ad A'o o le direzioni uscenti 
da questo punto (collinearmente) : e conclusione simile si ha scambiando 
i due spazi. Quando invece la proiettività è singolare, ogni punto della 
prima retta ha per corrispondente il punto in cui la seconda incontra 
il piano yo = Oy e si vede così che ad ogni retta del còno 9 {xi ... Xr) = 
corrisponde un punto della quadrica ?(yi...yr) = ,yo = 0, e viceversa: 
e similmente scambiando i due spazi. 

Il punto Ao ed i punti della quadrica Xo=^0,^{xi...Xr) = (come 
pure il punto A'o ed i punti della quadrica 2^0 = , ? (^1 ... Pr) = 0) sono 
detti punti fondamentali^ e le ipersupei-ficie yo=0,^(yi... ^r)=0 (e 
0:^0= , 9 (xi ... Xr) = 0) che rispettivamente loro corrispondono sono dette 
ipersuperficie fondamentali della corrispondenza quadratica. Le ipersuper- 
ficie fondamentali di uno spazio, ad es.. ^ = contato r — 1 volte ed il 
cono cp (xi ... Xr) = considerato semplicemente costituiscono la jacobiana 
del sistema (1), come si ottiene subito dallo sviluppo del determinante 
(6) del n. 9, Gap. 10.^ scritto nel presente caso. 

2. — Ad una ipersuperficie F d'ordine n dello spazio Sr (ad es.) che 
abbia in Ao un punto $^p^<^, e quindi di equazione 

fi, (Xi ... cc^) a;jr* + ••' +<*»(^i ••• ^r) = , 

corrisponde in S'r la ipersuperficie data per la (3) dalla equazione 

yów.(yi,..y^)(p(j/i...y^)*— + ... + yJt^«(«/i...y^) = 0, 

che si scompone neir iperpiano ^o = contato s volte corrispondente al 
punto Ao ed in una ipersuperficie F, propriamente corrispondente alla F, 
di ordine 2n — s. Alle direzioni di F uscenti da A'o e date dal cono tan- 
gente Ut {xi ... Xr) = vengono a corrispondere (collinearmente) i punti 
del piano yo=0, pei quali è m, (^i ... y^) =50. Veramente, facendo yo=0 
nella equazione di F si trova w, (yi ... yr) ? (yi ... ^r)***"' = 0, ma l'equazione 
? {y\ .«. yr)^* = proviene dall' intersezione di F col cono ? {xi ... Xr) = 0, 
in quanto agli n — s punti d'intersezione di F con ciascuna generatrice 
di questo cono corrisponde un punto da contarsi n — s volte della qua- 
drica yo=0 ffijfi ... ^r) = : precisamente questa quadrica è (n — s)^^^^ 
per F, come risulta subito dalla equazione suddetta. Dalla quale segue 
pure immediatamente che il punto A'o è n^^^^ per F, il cono ivi tangente, 
dato dalla equazione ti,(yi ...^r) = 0, essendo costituito dalle rette le cui 



direzioni, uscenti dal punto A'q , corrispondono (collinearmente) ai punti 
della sezione di F col piano Xo=0. 

3. — Si faccia V ipotesi che x,y sieno due punti corrispondenti estemi 
rispettivamente alle jacobiane dei sistemi lineari (1), (4), il che vuol dire 
(n. 1) esterni rispettivamente agli elementi fondamentali dei due spazY 
8^ , S'r . Allora la trasformojgione qtMLdraiica induce una omografia non sin- 
golare fra le due stelle di centri x , y, facendo corrispondere ad ogni iper- 
piano per x (o per y) V iperpiano tangente alla quadrìca corrispondente nd 
punto y (od x). Infatti non può avvenire che ad un iperpiano per x (ad 
es.) corrispondano due iperpiani per y, perchè allora l'ipersuperficie cor- 
rispondente a queir iperpiano avrebbe iny un punto doppio, cioè y sa- 
rebbe della jacobiana, e d'altra parte se un iperpiano per x descrive *un 
fascio, la quadrica corrispondente e quindi il suo iperpiano tangente in y 
descrive pure un fascio (n. 4, Gap. 3.^). 

Nella stessa suddetta ipotesi qualunque ramo di curva di ordine a 
uscente da x ha per corrispondente un ramo pure di ordine a uscente da y^ 
perchè ad un iperpiano che non passi per x corrisponde una quadrica 
non passante per y, e quando queir iperpiano tenda a passare generi- 
camente per X cioè ad avere a intersezioni col primo ramo, la quadrica 
corrispondente tende pure a passare genericamente per y e quindi non 
può essere tangente al secondo ramo : ma detta quadrica viene ad avere 
con questo ramo a intersezioni, dunque (n. 4, Gap. 1.^ A.) il ramo stesso 
è di ordine a ^). Parimenti ad una curva con punto a^'^® in x corrisponde 
una curva con punto a^p^^ in y\ anzi, come è facile vedere, se quello è 
un punto multiplo ordinario (cioè con tangenti distinte)^ questo pure lo è. 

Si ha altresì, mantenuta quella ipotesi, che, se una ipersuperficie F ha 
in x un punto 5"p^®, la ipersuperficie corrispondente F ha pure in y un 
punto s^^^^ e, se quél punto x è ordinario (cioè con cono tangente privo di 
generatrici multiple) ^ questo punto y è pure ordinario. Basta osservare che 
ad una retta r che tende a passare genericamente per x corrisponde una 
curva G" che tende a passare semplicemente e genericamente per y e che 
il numero delle intersezioni di r e di F che cadono in x eguaglia il nu- 
mero delle intersezioni di C' e di F che cadono in y, ed allora ricordare il 
n. 4 citato testé ed osservare inoltre che (per questo stesso n. 4) se r 



^) Se X (od y) è punto fondamentale questa proprietà e le altre di questo 
numero possono non aver luogo. Vodansi ad es. i n. 8, 9. 
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tocca F in a;, anche G' tocca Y my^ cioè le direzioni delle tangenti in 
X ad F corrispondono (in una omografia non singolare, per ciò che si 
è veduto sopra) alle direzioni delle tangenti in y ad F. 

Notiamo ancora, sempre neir ipotesi stabilita, che, se una ipersuperficie 
F ed un ramo di curva (od anche una curva) G hanno in x una rnuUi- 
pliciià [JL d* intersejrione, questa medesima multiplicità |i. (f interseeione hanno 
in y V ipersuperficie F' ed il ramo C a quelli corrispondenti^ giacché una 
superficie ^ non passante per x e convenientemente vicina ad F avrà 
con G [x punti d'intersezione (distinti) che tendono a cadere in x, i cui 
corrispondenti comuni a* 7' (corrispondente a 7) e a G' tendono pure a 
cadere in y quando '/ tende ad F. 

4. — Facciamo il caso r = 2, ossia consideriamo la trasformazione qua- 
dratica fra due piani ;c , i:'. Allora 9 (x^ X2) = è una coppia di punti ed 
avremo che la rete (1) è una rete di coniche per un punto e per altri 
due punti P , Q; e parimenti la rete (4) è di coniche per un punto 0' e per 
altri due punti P' , Q'. Se intendiamo che F , Q' corrispondano rispetti- 
vamente alle rette OQ , OP, evidentemente il caso che vogliamo consi- 
derare rientra nel caso generale studiato non solo prendendo in esso per 
punti Ao , A'o i punti 0,0', ma anche i. punti P , F ovvero Q , Q'. I trian- 
goli OPQ jO'FQ' danno i punti e le rette fondamentali della trasforma- 
zione quadratica: alle direzioni uscenti da , P , Q corrispondendo ri* 
spettivamente e proiettivamente i punti di FQ' , Q^O' , Q'Y (e similmente 
passando dal piano ic' al piano n). 

Le formule (2), ponendo ^(xiX^=XiXt e scambiando fra loro ^1,^2 

divengono 

}f.yo=x^Xt , 11^1 = xgo^ , V'y%=^oo^ ^): 

da cui seguono le inverse, caso particolare delle (3), 

vXo=yiy« , vXi = ytyo , va^ = yoyi. 

Ad una curva di ordine n aventi in , P , Q punti multipli secondo 
pi , f« > Ps, corrisponde (prescindendo dalle rette P'Q' , Q'O' , O'F, contate 



*) Se P , Q coincidono (e allora anche P' , Q') e si pone ^{^iX^'^^a^ le (2) sono 

py^«B2cJ , pyi = 5Cya?, , pyf = XiX2^ che, facendo le sostituzioni ««= -^ , y«=— , 

x't=^ , y'==:2^ , prendono la forma x=-x'y' , y=y'' 
t/o Vi 
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rispettivamente fi,f2,p3 volte) una curva di ordine 2n — Pi — pi — ps 
avente i punti 0' , F , Q' multipli secondo n - p, - pa , » - pa - pi , n - pi - p2 . 

5. — Questa trasformazione quadratica ci servirà ora a presentare 
altri «concetti sui punti multipli delle curve piane (algebriche) e partico- 
larmente sulla loro scomposizione ^). A questo fine occorre premettere 
un lemma. 

Sia C una curva d' ordine n di un piano tt, anche riducibile purché 
composta di parti distinte, dotata di punti ^i^^^^ , pi*"*^* ,... , Pì'^p^^ ,... qual- 
siansi (in numero finito). Introduciamo il numero pi definito dalla 

(n— l)(n-2) ^ 9i(Pi-l) 
Pi- 2 ^ 2 

che coincide col genere di C" (n. 20, Gap. 9.^) se i detti punti multipli 
sono ordinari', e dimostriamo, indicando con g il numero delle curve irri- 
ducibili di cui si compone C*, che si ha la rdaeione Pi +5^—1^0. 

Se ^=1, cioè se C** è irriducibile, valgono senz' altro le considera- 
zioni fatte nel caso che i punti multipli sieno ordinari (n. 22, Gap. 9.^). 
Se ^>> 1 e sono ni , n« , ... , n^ gli ordini delle g parti di G** e pi< , pj< ,... , [jgi 
le loro rispettive multiplicità nel punto p<"p^* di G", onde 

w=n, + W2 + ... + n^ rp<=pH+pt<+... + P^i , 

e se inoltre rappresentiamo con Pw ,p%\ ^..> ,Pg\ numeri definiti per 
quelle g parti come pi per G*, cioè dati dalle 

^ _ (n^ — l)(n^ — 2) vt P^<(pM — 1) .,__! o „^ 
Phi — 2 Zt 2 — » ^ > — iy/> 

si trova con facile calcolo 

(5) Pi+g—'l^=Pn+Pti-i-'"+P9i+^(nhnK—y^PktpKi) 

(/i,i=l , 2 ,...,^ ed h:^k). Di qui, tenendo presente che il numero 
J'fti^O per il caso di prima, che le g curve componenti G* sono distinte 
e che il numero n^n^, delle intersezioni di due tali curve degli ordini 
nfc,nfc non è inferiore a ^Phi^^kt, si conclude quanto si è affermato. 



*) Cfr. Bbktini, Sopra alcuni teoremi fondamentali.,, (Rend. Ist. lomb., 21 (2), 
1888). 
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6. — Ciò premesso, fra i punti multipli di C* cominciamo a consi- 
derarne uno qualunque 0, di cui diciamo s la moltiplicità, continuando 
ad indicare con pi , pt , ... , pt , ... quelle degli altri, onde 

(f^\ « (n-l)(n— 2) 8(8—1) v^ pjpi — 1) 
(6) p, = 2 5- • 



Consideriamo una trasformazione quadratica fra il piano ir ed un altro 
piano n' qualsiasi, ponendo in uno dei punti fondamentali e assu- 
mendo poi genericamente gli altri due punti fondamentali P , Q di x e 
quelli 0' , P' , Q' di tc\ La curva C* sarà trasformata in una curva C*' 
di ordine n'=2n — s (n. 4) e costituita di^r parti come C*" (questa non 
potendo contenere PQ generica in tt, né OP,OQ generiche per O). 
Inoltre C**' avrà (n. 4) in 0',P',Q' punti rispettivamente n'*p^«,(n — 5)«p^*, 
(n — 5)"P^® , i quali saranno punti multipli ordinari' perchè PQ,Q 0,0 P 
segano C**' (fuori di 0) in punti distinti % ed avrà nei punti corrispon- 
denti ai punti pi*P^% p2™P^*> , ... . p<*p^% ... di C**, in quanto questi sono 
esterni al triangolo fondamentale OPQ, punti di eguale multiplicità 
(n. 3); non avrà punti sopra 0'P',0'Q' (fuori di 0',F,Q') perchè C* 
non passa per P , Q, ed avrà invece, sopra P'Q', 8 punti distinti o coin- 
cidenti come le s tangenti o direzioni di C in 0, alle quali quei punti 
corrispondono proiettivamente. Steno appunto ti,tt, ... i numeri che indi- 
cano i punti di C' sopra P'Q' che cadono rispettivamente in punti distinti 
di questa retta, o, come si è detto, i numeri che indicano le tangenti di 
C* in che cadono rispettivamente in rette distinte per questo punto, 
onde sarà ^^I , 1^ = 5: e sieno ancora ^i ,8^ , ... gli ordini di multi- 
plicità dei detti punti distinti di P'Q' per la curva C**', sicché si avrà 
8i^l ed inoltre 8i<^ti secondochè P'Q' sarà o non sarà tangente nel 
punto 5t™p^<> a C*', e però ^8i<lti. 

Come si vede, la trasformazione quadratica ha condotto dalla curva 
G" ad una curva C*"' che possiede punti della stessa multiplicità di C 



^) Si può aggiungere ansi che questi punti ordinari (e analogamente gli altri 
punti multipli ordinari che s' incontrano in seguito) non hanno particolarità toit- 
gemiali, cioè ogni tangente nel punto n*'P'<' (ad es.) ha non più di n-|-l punti 
comuni con C**', perchè (essendo P , Q generici) la retta corrispondente (partente 
da 0) ha sopra PQ un solo punto comune con C^, 
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salvo che, in luogo del punto s^^^^^ la curva G*"' possiede tre punti mul- 
tipli ordinari e possiede inoltre i suddetti punti Si^^^^ , V^*® ,... sopra P'Q', 
essendo Ist ^ s. Si faccia ora una seconda trasformazione quadratica fra 
il piano n' di G*"' ed un altro piano 7/', ponendo un punto fondamentale 
Oi in un punto Si"^^^^ (ad es.) e scegliendo gli altri due punti fondamen- 
tali Pi , Qi di 9c e quelli O'i , Fi , Q'i di n" genericamente, come avanti. 
Da G"' si passerà ad una curva G*"' (composta di g parti) di ordine 
n"=2n' — 5i, per la quale il punto 5i"p*« sarà sostituito da tre punti mul- 
tipli ordinari e da punti multipli $i{^^^^ , $it^^^^ , ... posti sulla retta P'iQ'i. 
Si facciano successivamente altre analoghe trasformazioni quadratiche po- 
nendo i rispettivi punti fondamentali Os , O3 , ... nei punti trasformati dei 
punti 81^^^^ , «s'^P^» , ... *) ; si arriverà ad una curva in cui il punto s""^^^ di 
C*" è sostituito da punti multipli ordinari e da punti SttJ^^^ (i=l , 2,...; 
k= 1,2, ...), essendo ISik <^Si<,s. Per questi si facciano trasformazioni 
quadratiche come per i punti 5<*p^: si avrà una curva in cui il punto s"p*<> 
di G*" è sostituito da punti multipli ordinari e da punti 5^1°'^ (i = 1 1 2 , 
...;fc=l ,2 ,...;?= 1 , 2 ,...): essendo 25ui5l^s<*<5:ecosìdi seguito. 

L' operazione avrà un termine, ossia si potrà infine anivare ad una 
curva in cui il punto s"^^^^ di G*" sia sostituito da tutti punti multipli ordi- 
nari? Se i punti Si"^^^^ hanno rispettivamente multiplicità inferiore ad s 
(il che avviene certamente se sono almeno due, se, essendo un solo 
^^npio^ sia 5i<C^i) ovvero se, pure ottenendosi successivamente un punto 
s«pi« sopra FQ'.FiQ'i,... ,F^_iQ\_i, cioè dopo un numero h finito di 
successive trasformazioni quadratiche, si trovino però, eseguendo la 
(A + 1)®^"» trasformazione quadratica, cioè sopra P\Q\, punti di mul- 
tiplicità <is, e se la stessa cosa si verifica per i punti 5,fc*p"(i=l , 2,...) 
in relazione al punto 5<"p^S per i punti s.jh^p" (1=1 , 2 ,...) in relazione 
al punto Six"^^^^ y...i la risposta alla suddetta domanda è evidentemente 
affermativa. 

Il dubbio che, ripetendo indefinitamente trasformazioni quadratiche 
nel modo detto, sempre si trovi un punto 5'p^« (0 un punto 5("p'*, un 
punto 841^"^^^,...) si elimina nel modo seguente. 

Anzitutto notiamo che, detti /i,|7"i ,...,1?^''^... i numeri per suc- 

cessive trasformate G**' , G**' , ..., G ,... analoghi al numero pi per la G* 



^) Tengasi presente per tutto il ragionamento il n. 3. 
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definito dalla (6), si ha 

(2»-5-l)(2n-s-2) n(n-l) Jn-5)(n-s-l) 

P 1 = ^n S 2 



2 



^2 ^2 

cioè, per la (6), 

W — « v gf(5i — 1) 



Parimenti si ha 



Y i=l>i— 2 "o =Pi— 2 — 5 2 S 



(7) y.'=j>.-:^— 2 — :§- -2 — ;§— 2 — 



Ma, se per h successive trasformazioni quadratiche si trova il fatto 
sopradetto (si = 5ii = Siii= ... ==5), invece della (7) si avrà 

Ora la curva C essendo composta di g parti (come la C*), deve essere 
(n. 5) 

cioè, per la precedente, 

- 5(5—1) 

dunque il fatto suindicato può avvenire solo per un numero finito di 
trasformazioni, che è al più eguale al massimo intero contenuto nel se- 
condo membro di questa diseguaglianza (numero finito per essere 5>>1). 
Ripetasi per ogni altro punto multiplo di C** quanto si è detto per 
il considerato punto s"p^° e si avrà infine una curva trasformata con soli 
punti multipli ordinari ; risultato che non si altera anche se si aggiun- 
gano nuove trasformazioni quadratiche, nelle condizioni dette, applicate 
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a punti multipli ordinai ed anche a punti semplici della curva (cioè col- 
locando successivamente in questi i punti fondamentali 0{ e prendendo 
gli altri punti fondamentali genericamente) : il che si farà anzi per quei 
punti multipli ordinari, posseduti già dalla curva, che eventualmente pre- 
sentino particolarità tangenziali. Siccome poi una successione di trasfor- 
mazioni quadratiche è manifestamente una trasformazione cremoniana 
(fra il primo e V ultimo piano considerati) ^), concludiamo che ogni curva 
piana può con. trasformazione cremoniana ridursi ad un'altra fornita sol- 
tanto di punti multipli ordinari^ i quali sìeno inoltre senza particolarità 
fangenjrìali. 

7. — D teorema dimostrato, nel caso che la curva sia composta, si 
può enunciare così : Due (o più) curve distinte si possoìw sempre, con tra- 
sformamene cremoìiianaf ridurre ad altre con punti multipli ordinari e tali 
che in ogni punto comune presentino il caso semplice (cioè le tangenti ivi 
sieno distinte). 

Si applichi ciò a due curve generiche di un sistema lineare di curve 
piane e su questo sistema si eseguisca la stessa trasformazione cremo- 
niana fatta su quelle due curve. I punti base del sistema lineare tra- 
sformato sono punti comuni anche alle curve trasformate di dette due 
curve, le quali curve trasformate hanno in ciascuno di essi un puntp 
ordinario della stessa multiplicità (per essere le due curve generiche) 
senza tangenti comuni. Ne segue che ogni curva generica del sistema 
trasformato ha in ciascuno dei punti medesimi un punto ordinario di 
quella multiplicità con tangenti variabili. Adunque, ricordando che punto 
base ordinario di un sistema lineare di curve piane significa che la curva 
generica del sistema non solo ha ivi le tangenti distinte ma le ha tutte 
variabili, si conclude che un sistema lineare di^curve piane si può, con 
trasformazione cremoniana, ridurre ad un altro con punti base ordinan, 

8. — Riprendiamo il concetto di ramo, di cui per una curva piana 
sono da considerare l'ordine e la classe. Intanto il teorema del n. 6 si 
può esprimere così (cfr. n. 6, Gap. 1.* A.): Ogni curva piana può, con 
trasformazione cremoniana, ridursi ad un'altra con rami tutti lineari. 



^) Ricordo, per incidenza, sussistere anche il teorema inverso, cioè ogni tra- 
sformazione cremoniana essere una successione di trasformazioni quadratiche. 
Cfr. Castblnuovo, Le trasformazioni generatrici del gruppo cremonimio nel piano 
(Atti Accad. Torino, 36, 1901). 
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Un ramo di curva di un piano i: abbia Torìgine 0, l'ordine a e la 
classe «1. Si applichi una trasformazione quadratica prendendo per 
un punto fondamentale in tt e prendendo poi genericamente (come per 
Taddietro) gli altri due P , Q di tt e quelli 0', P', Q' di n. Se la tangente 
in al ramo ha per corrispondente la retta 0' O'i segante F Q' nel punto 
O'i, questo sarà Torigine del ramo trasformato. Di più, osservando che, 
se una retta variabile intorno a P (ad es.) tende a PO, viene ad avere 
in a punti comuni col ramo primitivo, è chiaro che la sua corrispon- 
dente, variabile intorno a F, tendendo a P'Q', viene ad avere a punti 
comuni col ramo trasformato: mentre una retta per che tenda alla 
tangente viene ad avere nuove cti intersezioni col ramo primitivo e quindi 
la corrispondente per 0', tendendo ad O'O'i, viene ad avere «i punti 
d'intersezione col ramo trasformato. 

Ne risulta evidentemente che, se a<<ai, l'ordine del ramo trasfor- 
mato è a, la classe «i — a e la tangente è la retta O'O'i: se a>ai, 
l'ordine è ai, la classe a — ai e la tangente è FQ': e se a=ai, l'ordine 
è certamente a, ma nulla si può affermare della classe e della tangente 
colla sola conoscenza dei numeri a , ai . In particolare se un ramo è del 
1.^ ordine e di classe ai>>l si è nel primo caso e si potrà ridurne anche 
la classe ad 1 con successive trasformazioni quadratiche. 

9. — Sarà utile illustrare le cose dette con qualche esempio. 

Sia un punto 8^^^^ di una curva piana. Se le tangenti sono distinte, 
se cioè il punto è ordinario, si hanno sopra P'Q' $ punti semplici distinti 
e però s rami di 1.^ ordine, di cui uno qualunque avrà la classe aj - 1 se 
la tangente in al ramo corrispondente abbia comune con questo 1+ai 
punti (cioè colla curva 5 + aj punti) e se ai >> 1 . Supposto che vi sieno a 
delle s tangenti ciascune^ avente in soltanto s-\-l punti comuni colla 
curva e che queste a tangenti coincidano colla condizione che la retta di 
coincidenza continui ad avere in colla curva s + 1 punti comuni si ha in 
corrispondenza un ramo di 1.^ ordine che ha con FQ' a punti comuni, 
sicché (n. 8) il ramo primitivo è d'ordine a. Adunque la detta coincidenza 
cótta detta condizione produce un solo ramo ^). Così, se in un punto doppio 



^) Forse qui toma opportuna rosservazione generale : — Se una retta l pas- 
sante per un punto «"p'" di una cui*va piana ha in coUa curva incontro («4-A)'*"*i 
dò equivale al fatto che essa è tangente a rami uscenti daO^le cui classi dàfino 
per somma h — . Ciò risulta considerando una retta uscente da ed awicinantesi 
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le due tangenti coincidono in una che abbia ivi contatto tripunto, si ha 
ciò che dicemmo (n. 6, Gap. \.^ A.) regresso o cuspide (di !.• specie). 

Suppongasi invece che in un punto doppio le tangenti coincidano 
in una retta avente ivi contatto quadripunto colla curva. Nel punto O'i 
in cui la corrispondente a tale retta incontra P Q' si ha un punto doppio 
(le (XO'i , FQ' avendo in esso incontro bipunto colla trasformata della 
curva considerata). Se questo è a tangenti distinte, il punto è origine 
di due rami di 1.^ ordine: si dice tacnodo. Se poi il punto doppio O'i è a 
tangenti coincidenti in una sola con contatto tripunto, cioè O'i è una 
cuspide (di 1.* specie), allora è origine di un solo ramo di 2.^ ordine: 
dicesi regresso o cuspide di 2.^ specie. Se 0\ è tacnodo, il punto , detto 
oscnodOf è nuovamente origine di due rami di 1 .® ordine : se Invece O'i 
è regresso di 2.* specie, è origine di un solo ramo di 2.® ordine e si 
chiama cuspide o regresso di 3.' specie. Ecc. . 

10. — La successione di trasformazioni quadratiche considerata nel 
n. 6 conduce ad una importante nozione geometrica di un punto multiplo 
di una curva piana. Mantenendo le denominazioni adoperate in quel n., 
diremo che al punto sono successivi punti Si^^^^ , 5/»^* , ... , che ad ogni 
tale punto Si^^^^ sono successivi punti Sn^^^^ , Si^^^^ , ... , che ad ogni tale 
punto Six^^^^ sono successivi punti s<ki"P^* , Si^t^^^"^ i — i « cosi vìa di seguito, 
potendosi continuare e, come si vedrà fra breve (n. 11), occorrendo anzi 
di continuare anche quando si ottengano pei numeri Si ,Six , s^^i , ... va- 
lori eguali ad 1 ^). Il punto multiplo o, come anche si dice, la sua 
composieione, si indica colla scrittura {sSiSixSa^i ...), mentre alla opera- 
zione del n. 6 si da il nome di scomposieione del punto stesso. 

Questo concetto si giustifica considerando la curva C*"' come limite 
di un^altra curva che abbia ancora s intersezioni con P'Q' (distinte da 



indefinitamente alla l : allora h delle sue intersezioni variabili colla curva tende- 
ranno verso O e d'altra parte per ogni ramo che l tocca tendono verso appunto 
tante di quelle intersezioni quanta è la classe del ramo, e però ecc.. Se ^«1 si 
ha come corollario di questa osserrazione ciò che si è veduto nel testo coir uso 
della trasformazione quadratica. 

^) Si ha una specie di costellazione, essendo i punti «y" satelliti di 0, i punti 
^7k (*: = 1 , 2, ...) satelliti del punto «jp'" , i punti s'ji;;^ (^ = 1 , 2, ...) satelliti del punto 
sYli° , ... : meglio una specie di ramificazione, ogni ramo ottenendosi dalla suc- 
cessione ssi Sik Si\i ... col dare ad t, e parimenti a ^,Z , ... , un valore deter- 
minato (scelto comunque fra i numeri 1 ,2 ,...}. 
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P'Q') ma queste tutte diverse fra loro e che possegga punti Si^^^, St"^^^, ..., 
vicinissimi a FQ', che allora G*" risulta come limite di una curva che 
abbia un punto s^p^° e vicinissimi a questo punti 5i°p^S V'^' i — , e ripetendo 
la stessa considerazione per ogni punto s^^p^®, per ogni punto Si^"^^^^ , — . 

11. — Un'altra giustificazione molto espressiva della nozione posta 
nel n. precedente sta nella determinazione del numero dei punti d^ inter- 
sezione di due curve. 

Siene C , Ci due curve di un piano tc e dicasi I il numero delle loro 
intersezioni raccolte in un punto s"p^® per la prima e t"^^^^ per la se- 
conda. Se le due curve non hanno in quel punto tangenti comuni già 
vedemmo (n. 4) essere I = st: ed allora, fatta una prima trasformazione 
quadratica (n. 6), si troveranno sopra P'Q' punti Si^^^ per la trasformata 
di C tutti distinti dai punti ti^^^ per la trasformata di Ci . Ma se le due 
curve vengono ad avere una tangente comune, uno di quei punti coincide 
con uno di questi ed in cadono tante nuove intersezioni quante sono 
le intersezioni delle due curve trasformate che cadono nel detto punto 
di coincidenza : ed analogamente se le curve primitive hanno varie tan- 
genti comuni. Sicché, detto li il numero delle intersezioni delle due curve 
trasformate raccolte nei punti comuni esistenti sopra P'Q', si ha 

1 = 5^ + 1,. 

Si ragiona egualmente per ciascuno dei punti comuni alle due curve 
trasformate esistenti sopra P'Q'. Se, ad es., il punto Si™p^<* dell'una coincide 
col punto ^i^p^<* dell'altra, queste due curve trasformate si segano ivi in 
Siti punti più secondochè non vi sono o vi sono tangenti comuni. Si 
ha adunque 

Il = 25,^ + 1,, 

intendendo che la somma va estesa a tutte le coppie di punti multipli 
delle due curve primitive che sono in una stessa direzione uscente da e 
procedendo alla determinazione di I2 come si è fatto per li. Si eseguisce 
cioè una seconda trasformazione quadratica col porre il vertice Oi in uno 
dei punti comuni alle dette due trasformate sopra P' Q', il che non varia 
la multiplicità degli altri di questi punti comuni per le due curve uè 
varia la multiplicità d'intersezione in essi delle medesime (n. 3, Gap. 1.® 
A.), e si eseguiscono poi altre trasformazioni quadratiche ponendone i 
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vertici O2 , O3 , ... successivamente nei punti trasformati dei punti stessi. 
Si trova così 

ove la somma va estesa a tutte le coppie di punti multipli delle due curve 
trasformate suddette che si trovanp in una stessa direzione partente da 
Oi , Oi , O3 , .... Si procede per I3 come si è fatto per I2, e così via via, 
fino a considerare anche eventualmente punti comuni semplici, arrestando 
la successione delle trasformazioni quadratiche soltanto quando si giunga 
a due curve trasformate non aventi tangenti comuni in alcuno di quei 
punti comuni (multipli semplici) a cui si arriva per effetto delle dQtte 
trasformazioni. Ciò fatto si ha 

le somme essendo estese alle coppie sopra definite ^). Adunque, intro- 
dotta la nozione del n. 10, si può dire che il numero nm delle inter- 
sezioni di due curve degli ordini n , m è la somma dei prodotti delle 
mtdtiplicità che le dite curve hanno nei loro punti comuni distinti successivi *). 



^) Per dare una forma visibile al risultato si pensi alle due ramificazioni rap- 
presentanti i due punti «"»•*" , <"»''" (nota al n. 10) cosi sovrapposte che coincidano 
i punti di ramificazione corrispondenti a punti comuni (multipli semplici). 

^) Come applicazione, ricorderò che dicesi curva aggiunta di una data curva 
C** ogni curva (di ordine qualsiasi) che possegga rispettivamente punti {sj — 1)«p" 
nei punti ^^p" di C*^ distinti successivi (cioè, riprendendo le cose e le notazioni 
del n. 6, in un punto «"p'" di C**, la curva aggiunta abbia punto (8 — l)"!'», la 
sua trasformata in ogni punto «^p*", sopra P' Q', abbia punto {Si — 1)"p'", ecc.). Si 
può dimostrare (cfr. Noethbr, Mcm. citata nella nota al n. 5, Gap. 8.<^), che le 
prime polari di Cn formano una rete di curve aggiunte di ordine n — 1 : ma una 
prima polare generica, in ogni punto «*'?■'' distinto^ ha (oltre le altre intersezioni 
provenienti dalla sua qualità di aggiunta) un certo numero di punti semplici co- 
muni con C*, numero > secondo la natura del punto «"p'" e <s — 1 (cfr. il lavoro 
citato dianzi e Bbrtini, Nota citata nel n. 5). Questo numero (che è un ntcovo ca- 
rattere da aggiungersi ai numeri Si , «»• jt ,...) dicesi numero dei punti di diramazione 
del punto «"p'** considerato. Sottraendo da n{n — 1) le intersezioni della polare nei 
punti «'.1" (distinti o successivi) di C" e nei punti di diramazione, il cui numero 
complessivo indicheremo con ò(<(«j — 1), si ha la classe di C** data dalla 

w = n (» — 1) — S «j (« j — 1) - 5 , 



y\ 
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Ecco un esempio. Due curve G , Ci si tocchino in un punto semplice 
per amendue. Per la curva F composta delle C , Ci è chiaro che è un 
punto doppio, origine di due rami: onde, dopo un certo numero A delle 
solite trasformazioni quadratiche (n. 6), la trasformata di F dovrà pre- 
sentare sopra P\_iQ\_i un punto doppio ordinario, e quindi dopo la 
(A-f- 1)^ trasformazione quadratica le trasformate delle C , Ci non avranno 
sopra P\ Q\ alcun punto comune. Dunque G , Gì hanno nel punto 
1-|-1 + ... + 1=^4-1 punti comuni : vale a dire è per esse di con- 
tatto (A+ l^P^"** d'ordine h. Si vede anche che ciascuna delle suddette 
trasformazioni quadratiche diminuisce di uno Verdine del coniaUo. 

Un altro esempio è il seguente. Due curve abbiano comune un punto 
triplo colle tre tangenti comuni coincidenti in una sola così che, ese- 
guendo la 1.^ trasformazione quadratica (n. 6), le curve trasformate 
abbiano sopra FQ' il medesimo regresso (di 1.* specie), nel quale la 
stessa P'Q' sia tangente comune. Eseguendo la 2.^ trasformazione qua- 
dratica si avranno due curve che hanno sopra P'iQ'i un punto semplice 
comune colla stessa P'iQ\ tangente comune. Se in questo punto Perdine 
del contatto è h (il che si giudica operando come nelF es. precedente) le 
due curve si segano in 9 + 4 + ^+ 1 = 1^ + ^ Plinti coincidenti in 0. 

12. — Anche per un solo ramo di curva algebrica si dirà che la sua 
origine è a^^^ se il ramo è d' ordine a, che ad esso è successivo un 
punto P""^^^ se, dopo la 1.» trasformazione quadratica (cfr. n. 8), il ramo 
trasformato avente T origine in un punto O'i di P'Q' è d'ordine P,...; 
ed il ramo stesso si indicherà con (a^Y— )• 

Sia r origine di un ramo (a^Y— ) di una curva piana algebrica 
punto (sSiStK...) per un'altra curva. Se la tangente al ramo non coin- 
cide con una delle tangenti alla curva, le loro intersezioni in sono (n. 4, 
Gap. l.<> A.) as: se coincide, cioè il punto ^^^^ del ramo cade nel punto 
s^npio (ad es.), ragionando come nel n. 11, si vede che quelle intersezioni 
sono -s^+P^i» e così se il punto y*^^^ cade nel punto Su^f^^ (ad es.) sono 
a^+P^i + Y^iij « così via via, intendendo bene che (come nel n. 11) può 



ossia, ponendo D = I -^-^^| — ^ - 5 , R =- 5 , dalla 

7n==n(n — 1) — 2D — 3R, 

che è una formula di Plùckbr. Un'altra è la correlativa di questa: la terza è 
data dal teorema di Ribmamn (n. 14) applicato alla C** ed al suo inviluppo aderente. 



occorrere di considerare anche punti comuni semplici per il ramo o per 
la curva o per amendue (cioè può occorrere di prolungare la successione 
di trasformazioni quadratiche dette nel n. 6). 

Adunque, se per un punto 0(s8ìSìk.:) di una curva si fa passare 
un ramo (o una curva) semplicemente, il numero delle intersezioni della 
curva e del ramo sono in generale s : diventa maggiore e precisamente 
s-\-Si se si fa passare il ramo semplicemente per un punto Sì^p^°: cresce 
ulteriormente se il ramo passa per un altro punto ^i^'»»**»; ecc.. Però (ed è 
questa una importante osservazione di Segre ^) ) dopo aver fatto passare 
semplicemente il ramo per il punto s""^^^ e per un punto successivo 5^*^^*, 
può darsi che non si possa far passare il ramo per un punto Si^^^^ suc- 
cessivo al punto 5j'P^® conservando U ramo lineare. In vero, se dopo la !.■ 
trasformazione quadratica (cfr. n. 6) il punto s^,^^^^ consecutivo al punto 
Si"^^^^ si trova con questo su P'Q', ritornando dal ramo trasformato al 
primitivo si vede (n. 8) che questo è necessariamente di 2,^ ordine. Quindi 
tre punti consecutivi s^p^*»,^^*»^^,^^^*»^* possono stare sopra un ramo lineare 
sopra un ramo di 2.^ ordine (il suddetto numero d'intersezioni essendo 
corrispondentemente s+s< +5<fc ovvero 2s+5< +*»fc)« Nel secondo caso, 
ad es., non esistono coniche irriducibili per i tre punti (le cubiche tra- 
sformate spezzandosi evidentemente nella VQ\ in quanto la toccano in 
O'i oltre a passare per F , Q', e in coppie di rette per 0'). Parimenti 
quattro punti successivi s^^^^ , Si"^^^^ , 5<,t°^^^ , Si^i^^^^ possono essere su rami 
lineari o su rami di 2,^ ordine o su rami di 3.^ ordine: ecc.. 

13. — Una trasformazione quadratica (e la stessa cosa vale per qualsiasi 
trasformazione cremoniana) trasforma un punto multiplo di G, estemo 
agli elementi fondamentali della trasformazione, in un punto multiplo 0' 
della curva trasformata C^ il quale ha la stessa composizione : cioè, se 
Oha la composizione (sSiSiX'.») ed 0' la composizione {s' s'iS'iX'*»)^ deveessere 
s=s\Si=Si ,5,*=s',fc,... Che sia s=s' segue subito dal n. 3. Ora un 
ramo (o curva) passante semplicemente per si obblighi a contenere il 
punto s{^^^^ (ad es.) di C, il suo trasformato passante per 0' verrà a conte- 
nere un punto 5Vp^° di C : ma il numero s-^s^ delle intersezioni di quello 
con C deve essere eguale al numero s-\-s\ delle intersezioni di questo 
'con C, dunque deve essere Si=s\. Il primo ramo si faccia adesso passare 



*) Sbgrb, Un' osservazione relativa alla riducibilità delle trasfoi'mazioni cremo- 
niane,.. (Atti della R. Accad. di Torino, 36, 1901). 
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ulteriormente per il punto Sn^^^^ (ad es.) di C, onde il secondo venga a 
passare per il punto s\i^^^^ di C: secondochè quello è di l.<> o 2.^ ordine 
(cfr. n. 12), questo è pure (n. 3) di l.<» o 2.^ ordine, e si avrà, per la 
stessa ragione di prima, nell'un caso 5 +5i+5n =5+^1+^11 ® nell'altro 
caso 28-{-$i-]-8n=2$-\-Si-{-s\u in ogni caso adunque Sii=sfii. Conti- 
nuando con analoghi ragionamenti si conclude ciò che si è affermato. 

Coir aiuto della proprietà dimostrata si toglie ogni dubbio sulla in- 
fluenza che può avere neUa composizione {sSìSì^^.-) di un punto multiplo 
di una curva la successione delle trasformazioni quadratiche che serve ad 
ottenerla (n. 6): cioè Éi può asserire che i numeri Si ,^,jk,... sono affatto 
indipendenti da detta successione, perchè, quando un punto multiplo esi- 
stente sui lati FQ\FiQ'i,... non è adoperato, la sua composizione, per 
quanto ora vedemmo, rimane inalterata. 

Dalle osservazioni del presente n. si trae una nuova conferma dei- 
Tessere i numeri Si , 5,jt , ... caratteri essenziali del punto multiplo. 

14. — La definizione del genere di una curva con punti multipli qua- 
lunque è data ancora dalla (5) del n. 20, Cap. 9.<^, nella quale però s' in- 
tenda che la somma è estesa a tutti i punti multipli distinti successivi. 

Il teorema di Riemann, dimostrato nel detto n. per due curve C , C 
con punti multipli ordinari, si estende ora facilmente al caso che le due 

curve abbiano punti multipli qualunque. Infatti sia C la curva, ottenuta 
da C dopo un certo numero k di trasformazioni quadratiche, fornita di soli 
punti multipli ordinari : allora il numero p^^ relativa ad essa è proprio 
il suo genere f^^K D'altra parte la espressione di p^i^ dedotta dalla (7), 
sostituendo per pi il suo valore (6) ed intendendo di aver poi attuata la 
scomposizione per gli altri punti fi^i»", come per il punto s"^^^^, è mani- 
festamente il genere p di C secondo la definizione data sopra: quindi 
si ha intanto p=p^^K Analogamente, detto p il genere di C e//'*' il ge- 
nere della sua trasformata, avente soli punti multipli ordinari', si ha 
j}'=|/*)'. Ma le due trasformate di C, C si corrispondono birazionalmente 
(in quanto corrispondono birazionalmente alle C , C" e queste, per ipotesi, 
fra loro): dunque p^^^=p^^^ (n. 20 succitato ^)) e però p=p\ 



^) Si noti che, prolungando la successione di trasformazioni quadratiche del 
n. 6, si può fare che, per le trasformate di C , C la corrispondenza, che ne derivi 
fra queste trasformate, sia tale che gli 8 punti corrispondenti ad un punto si^ 
(ordinario) di una sieno tutti distinti sull*altra (non giacciano in un altro punto 
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In simil modo si estendono le proprietà del n. 22, Cap. 9.^ : vale a 
dire, avendosi i?=y*^ ed essendo per questo n. i>^*^^0, è pure i>^0, 

e, nel caso dij) = 0, cioè di p^^^ = 0, risulta C** razionale e quindi anche C. 
15. — La definizione di genere data nel n. precedente per una curva 
irriducibile si mantiene anche per una curva C composta di un numero 
qualunque (finito) g di curve irriducibili (distinte). In tal caso, se si indica 
con p il genere di G e con pi ,!>« , ... yPg i generi delle sue g curve com- 
ponenti, si ha 

P + g—l=Pi+Pi + ...+Pg>0. 

Basta riferirsi di nuovo alla G , trasformata di G, con soli punti mul- 

tipli ordinari ed osservare che G e le ^ curve di cui essa (come G) è 
composta hanno rispettivamente i generi p,i>i, Ps, ... ,i>, (n. 14) ^). Si 

applichino allora a G le cose del n. 5, colFav vertenza che i numeri ivi 
indicati con pi , pn ,pti , ... ,p,i sono ora appunto ordinatamente i numeri 
suddetti PyPi,Pt, "•jPg (per essere i punti multipli ordinari^ e che ora 

si ha l(nk n^ — Ip^^ Oj^») = 0, perchè le g curve componenti G presen- 

tano in ogni punto comune il caso semplice. 

La precedente relazione (la sola eguaglianza) vale anche se le parti 
di G sono riducibili. Gosì, essendo iti il genere della curva composta 
delleultimesr— <+ 1 parti, onde si ha «t -\-g—t=^Pt +Pi+i + ... +J>p, 
da quella relazione segue 

p + t — 1 =pi + Pt + ... + Pi-i + ^1 . 

16. — Gonsideriamo ora in un piano te un sistema lineare |G| di 
curve piane di ordine n con punti base qualunque, e sia | G' | il sistema 
lineare con soli punti base ordinari a cui esso può ridursi per una suc- 
cessione di trasformazioni quadratiche (n. 7). Questa successione conduce 
^a precisare il concetto dei punti base del sistema primitivo | G | . Se, ad 
es., dopo la 1.^ trasformazione quadratica (n. 6) si saranno trovati sopra 
FQ' dei punti 5<*p", che sveno punii base dd sistema trasformato, i loro cor- 



multiplo). A questo caso si può quindi ridurre la dimostrazione di Schubbrt 
esposta in quel n. 20. 

^) Il ragionamento di questo n. che conduce alla relazione p =»pt^) è valido 
anche se C è riducibile. 
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rispondenti nel sistema primitivo si diranno pure punti base 5^"^^^* per 
questo, ed analogamente per i punti 5,^^^^^ ecc.. Sicché per un sistema 
lineare | C [ dato si avranno a considerare soltanto punti base Sj""^^ distinti 
successivi; dei quali, volendo, si. potrà considerare anche soltanto una 
parte, un gruppo, bene intendendosi che escludendo, ad es., il punto s^^^"^ 
restano pure esclusi i punti a questo successivi ^u^i'^S e così i punti a 
questi successivi Sui'*»^* , ... ^). Si dirà anche qui sistema completo rispetto 
ad un gruppo base quello che non soddisfa ad altre condizioni oltre quelle 
date dai punti base del gruppo. 

Intanto, se indichiamo con D il numero delle intersezioni di due curve 
generiche del sistema fuori dei punti 5j"p^* del' gruppo, si ha evidente- 
mente (n. 11) 

D=n*— 2s!-. 

Poi diciamo dimensione virtuale di un sistema completo |C| anche 
nel caso di punti base successivi il numero, già definito nel n.5. Gap. lì.S 



, _/n + 2\ ^5^(5^ + 1) 



mentre la dimensione effettiva p^ è sempre il numero dei punti generici 
occorrenti ad individuare una curva del sistema. E facile vedere che la 
dimensione virtuale di \C\ rispetto ad un gruppo di punti Sj^^^^ è la di- 
mensione virtuale del sistema trasformato |C'| rispetto al gruppo dei puìUi 
multipli ordinarti che vengono a sostituirsi a questi pmiti 5^"^^. 

La dimostrazione si fa imitando il ragionamento del n. 14. Riprendansi 
tutte le denominazioni ed i simboli del n. 6 e s' introduca il numero 

n(n+ 3) s{s-\-ì) y Pt(pi + l) 
^* 2 2-^2 

(che sarebbe la dimensione virtuale se i punti distinti 5^p^° e (u^^^^ fossero 
ordinali). Dopo la 1.^ trasformazione quadratica il numero g'i, analogo al 



^) Insomma, ricorrendo al concetto della ramificazione (nota al n. 10), questa 
8i arresterà a certi punti, trascurando tutti i prolungamenti che emanano da 
essi. 



— 389 — [A. Cap.2.«ii. IWT] 

precedente, per la C*^, è dato da 

^,_ (2n-s)(2n-s + 3) n{n+ì) Jn—s)(n—s+l) 
4i- 2 2 ^ 2 

2 -^ 2 ' 

ossia da 

3^1=21 -Zd 2 ' 

ove la somma (e lo stesso ripetasi per ciascuna delle altre somme ana- 
loghe che si presentano in appresso) deve essere estesa ai punti 5/p" che 
si vogliono considerare. Quindi, dopo un certo numero h di trasformazioni 
quadratiche, sostituito anche il valore superiore di gì, si troverà 

^^2 2^2-^2 

yy SjKiiSiKi-^-ì) y P<(pi-H) 

Zd 2 '" Z 2 ' 

Ripetendo la stessa cosa per ciascuno dei punti p^^p", si arriva infine dopo 
un certo numero t di trasformazioni quadratiche, al sistema |C'|: ed allora 
il numero (jfi^ è proprio la dimensione virtuale di | C'| , mentre la sua espres- 
sione trovata è ciò che si è definito per dimensione virtuale di |C{. 

Ne risulta la validità della formula di postulazione (1) del n. 5, Gap. ll.« 
in ogni caso, perchè prendendo abbastanza alto l'ordine del sistema |C'| , e 
conseguentemente abbastanza alto T ordine del sistema |G|, quando restino 
fermi per quello i punti base ordinarli a cui si è giunti e conseguente- 
mente per questo i punti base dati, la dimensione virtuale di {C'| diventa 
la sua dimensione effettiva, e però tale diventa anche la dimensione vir- 
tuale di |C|, sempre eguale a quella. 

Così restano dimostrate per punti base distinti o successivi le proprietà 
dei n. 5, 6, 7, Gap. HA 

17. — Facciamo un'ultima osservazione sopra un sistema lineare | G | 
di cui si considerino tutti i punti base (distinti o successivi). 

E ovvio che per un tal sistema la dimensione f n ed il grado D sono 
invarianti per trasformazioni cremoniane. Invariante è pure il genere p 
(cfr n. 14): ed ora aggiungiamo che sono altresì invarianti per dette tra- 
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sformazìoni la dimensione virtuale p'^ la sovrabbondanza a» e la deficienza 
S^. Infatti, dalla (5) del n. 6, Gap. 1L<» 

che vedemmo dianzi sussistere sempre, essendo D , p«, , ;> invarianti, segue 
che lo è anche a^ e quindi p'n(r=Pn — ^J- Poi per un sistema incompleto 
si ha, invece della relazione precedente, la 

D = pn+1) — On+Sn— 1 

dalla quale, tutti i numeri essendo stati dimostrati invarianti meno la 
deficienza S^, risulta che questa pure è invariante. 



Capitolo 3.« 

Snl principio di corrispondenza di Cliasles. — Formnla 
di Zentlien. — Formnle di Cayley e di Veronese. 



1. — Per una corrispondenza (nn) fra due enti algebrici oo* sono 
da considerare gli dementi di diramazione e gli elementi multipU, Un 
elemento di un ente dicesi di diramazione quando due o più dei suoi 
corrispondenti dell'altro ente coincidono e tali elementi di coincidenza 
sono gli elementi multipli. Un elemento di diramazione è semplice se 
due soli dei suoi corrispondenti coincidono ed allora Telemento di coin- 
cidenza si dice doppio. Se i due enti sono razionali, e Fequazione della 
corrispondenza (nn') è 

(1) f(^y) = o 

(degli ordini n,n' in x ,y rispettivamente), gli elementi di diramazione 
dell'ente dato dal parametro x si ottengono formando il discriminante 
della f considerata nella variabile y , discriminante che, essendo di ordine 
2(n — 1) nei coefficienti, risulta di ordine 2n'(n— 1) nella x. 

Ci proponiamo di ritornare appunto sull'argomento trattato nei n. 
18, 19 del Gap. 9.^ introducendo per una corrispondenza rappresentata 
dalla (1) la cosiddetta curva della corrispondenza. Riferiamo i due enti 
razionali a due fasci di rette di un piano di centri , 0', cioè assumiamo 
X , y come coordinate in questi fasci. Si può sempre supporre (facendo, 
ove occorra, una trasformazione proiettiva di ciascun fascio in sé) che 
nella corrispondenza fra i due fasci data dalla (1) la retta 00' non sia 
unita (corrispondente a sé stessa) e non sia di diramazione né multipla. 
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La curva della corrispondenza è il luogo del punto comune alle rette 
corrispondenti dei due fasci. Se m è il suo ordine e k^Jd sono le sue 
multiplicità nei punti , 0', si ha m = n' + i = » + i', perchè una retta 
generica per (e similmente per 0') contiene fuori di 0, n' punti del 
luogo, quelli in cui è incontrata dalle n' rette corrispondenti. Inoltre si 
ha m = A + ^> giacché se quella retta generica tende a passare per 0', 
i detti n' punti tendono tutti a cadere in 0' su rette distinte fra loro 
e da 00' (perchè la retta 0' non è di diramazione né unita), onde 
0' non conterrà punti del luogo fuori di , 0' e non sarà in questi 
punti tangente al luogo stesso. Adunque, notando anche che, per aver 
escluso che 00' sia retta multipla, ogni tangente nel punto non ha 
ivi più di n + 1 punti col luogo (e analogamente in 0'), si conclude che 
la curva della corrispondenza è dell'ordine n'\-n' ed ha i punii , O' ri- 
speUivamenle »^p^^ , w''»p^<> ordinari senza particolarità tangenziali ^). 

2. — Consideriamo in particolare una corrispondenza {nW) di un ente 
in sé, cioè supponiamo che i due enti dianzi considerati sieno sovrapposti. 
Trasportando la corrispondenza sopra una retta r (cioè interpretando il 
parametro che dà gli elementi dell'ente come coordinata in r) e proiet- 
tando poi da due punti 0,0' di un piano per r, tali che la retta 0' 
non passi per alcun punto unito, multiplo o di diramazione della corri- 
spondenza su r, si ottiene la curva della corrispondenza stessa. 

Se la corrispondenza è simmetrica e sono X , X' due punti corrispon- 
denti della retta r, appartengono alla curva della corrispondenza tanto 
il punto I d'incontro di OX , O'X' quanto il punto V d'incontro di OX' , O'X. 
La retta II' taglia 00' in un punto N, che (per la proprietà armonica 
del quadrangolo completo) è coniugato armonico rispetto ad 0,0' del 
punto d'intersezione di 00' e di r ed è quindi fisso al variare della coppia 
dei punti corrispondenti X , X'. Se ne trae, per essere anche N ed r armo- 
nici rispetto ad I , I', che la curva di una corrispondenza simmetrica è 
omologico -armonica, cioè trasformata in sé da una omologia armonica (di 
centro N ed asse r). 



A) Tale curva ha Tequazione (1), quando si dia ad a;, y il significato di coor- 
dinate di un punto di un piano (ad es. a?= -^ ,y = — , cioè i punti 0,0' sieno 

Xq Xq 

i punti (001) , (01 0)) e si premetta eventualmente una trasformazione lineare di 
ciascuna delle x^y. 
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3. — L^ essere la curva della corrispondenza, che diremo F, segata dalla 
retta r in n+w' punti esprime il principio di corrispondenza di Chasles 
(n. 18, Gap. 9.^): ma ora possiamo valerci della curva stessa per la de- 
terminazione della multiplicità di un punto unito. 

Osserviamo che, avendosi una corrispondenza non simmetrica (nn') 
e dicendo X i punti di r proiettati da ed X' quelli proiettati da 0', 
se un punto X coincide in un punto U di r con uno sólo dei suoi n' cor- 
rispondenti X', la retta OU sega V nel punto U, cioè U è semplice 
per r, ma come punto unito delia corrispondenza può essere semplice 
multiplo a seconda che T è segata o toccata in U dalla retta r. Però 
se, X coincidendo in U con un solo punto corrispondente X, accada che 
X coincida in U con due (o più) dei suoi corrispondenti X, allora la 
retta O'U è essa tangente a T in U e quindi non può esserlo la r: onde 
U è punto unito semplice della corrispondenza. 

Se X coincide in U con due dei suoi corrispondenti e la stessa cosa 
è di X, le OU , O'U hanno in U incontro bipunto con V e per conse- 
guenza U è doppio per F, cioè ha (almeno) la multiplicità due come 
punto unito per la corrispondenza. Non è vera la reciproca, per ciò che 
vedemmo prima, salvo se la corrispondenza è simmetrica, perchè in questo 
caso la curva F è omologico -armonica (n. 2) e quindi una retta generica 
per il centro N di omologia la sega in coppie di punti armonici rispetto 
ad N ed air asse r di omologia ; cosicché, se un punto di una coppia cade 
suir asse, in esso deve cadere anche V altro punto della stessa coppia, e 
però le rette che vanno dal centro di omologia N ai punti uniti U hanno 
ivi incontro (almeno) bipunto con F. Adunque, se U ha la multiplicità due 
per la corrispondenza, non solo la retta r ma anche la NU ha ivi incontro 
bipunto con F e però il punto U è doppio per F. ^) 

4. — Ecco un'altra osservazione relativa alla multiplicità di un ele- 
mento unito, la quale ha frequenti applicazioni ^. 

Abbiansi due enti algebrici qualsiansi, anche non razionali, i cui ele- 
menti correnti sieno Y , Y', e fra di essi sia stabilita una corrispondenza 
(p p'). Supponiamo inoltre di avere due enti razionali, di cui sieno X , X 



^) Delle due osservazioni contenute in questo n. la seconda fa già dedotta 
dairequazione della corrispondenza (n. 19, Gap. 9.^) : ed è egualmente facile dal- 
l'equazione stessa dedurre la prima. 

^) Ad es. nel n. 50 della Mem. di Seqre citata nella nota al n. 7, Gap. 10.<> 
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gli elementi correnti, tali che X sia in corrispondenza (1 v) con Y ed X' 
in corrispondenza (1 v ) con Y. Se si prendono come corrispondenti dne 
elementi X , X' dei due enti razionali che corrispondano a due elementi 
Y , T corrispondenti fra loro, si vede fiicilmente che fra quei due enti 
razionali risulta stabilita una corrispondenza (v p , vp'), ogni coppia (YT) 
della corrispondenza (p(!) producendo una ed una sola coppia (XX') della 
(v'p , yp'). Imaginiamo che i due enti razionali sieno sovrapposti e che vi 
sieno p- coppie distinte (YiYO , (YtY^) ,...,(YjjlY'jjl) della corrispondenza 

(pp') ^), le quali dieno luogo tutte ad un medesimo elemento unito U della ' 
(v'p , vp'): dico che U va contato almeno ^ volte (e in generale solo {i vaUe) 
fra i punti uniti di questa corrispondenza. Infatti, se supponiamo traspor- 
tata tale corrispondenza sopra una retta r e consideriamo la relativa curva 
della corrispondenza F, poiché le coppie successive a ciascuna delle dette 
{1 coppie danno orìgine, per l'ipotesi fatta, a {i successioni distinte, è chiaro 
che pure {t successioni distinte di punti di T partiranno dal punto U 
(rappresentante su r T elemento U), vale a dire questo punto sarà orì- 
gine almeno di [i rami di T, ossia sarà almeno jji^p^^ per T, e però ecc . 

5. — Un teorema di geometria infinitesimale, che dà con precisione 
in ogni caso la multiplicità di un elemento unito in una data corrispon- 
4 denza di un ente in sé, é dovuto a Zeuthen. A questo teorema si arriva 
mediante la seguente interpretazione della multiplicità d'intersezione di 
un ramo di curva piana con una retta passante comunque per V origine 
del ramo (cioè tangente o no al ramo). 

Si prendano le coordinate cartesiane n; , y e sia Tasse a;(y=0) la retta 
considerata, Paltro asse y(a;==0) formando con esso angolo qualunque. 
Se il ramo è dato dalle 



(2) 



x = at^ +... (a + O) 
y=a,t^'-\-... (ai 4=0) 



(ove, se nessuno degli assi è tangente al ramo, p è eguale a pi ed è T or- 
dine del ramo, mentre se Tasse x, ad es., è tangente al ramo, p è Tordine 
e pi — p la classe), una retta parallela alTasse y e ad una distanza infi- 



^) Due coppie potendo avere un punto comune ed anche amendue gli ele- 
menti comuni, purché questi sieno scambiati nel passagp^o dall'una alT altra 
coppia (ad es. Y^ = Y'g , Y^ -= Y',). 
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nitesima e da esso (misurata sull'asse x), cioè di equazione :z; = e, incontra 
il ramo in p punti corrispondenti ai valori di t dati dalla 

cioè, prendendo lo sviluppo inverso ^), dati dalla 

e quindi aventi, per la seconda delle (2), le y espresse dalla 



P 



1 



Assunto 8 come infinitesimo di L^' ordine, vediamo che tali y sono infi- 
nitesime di ordine ^ e quindi che la somma degli ordini d'infinitesimo 

di tutte queste y è p ~ = p^ , cioè egtiàle alla multiplicUà d' interseeìone 

P 

ddPasse x ed ramo. 

Applicando ciò ad ogni ramo uscente da un punto multiplo M di una 
curva piana, e tenendo conto che V ordine d' infinitesimo di un segmento 
finito è zero, si può adunque affermare che la mtdtiplicUà cP interseeìone 
in M di una retta r qualsiasi (pacante per M) colla curva è data dalla 
somma degli ordini d^ infinitesimo dei segmenti di un^ altra retta r' infi- 
nitamente vicina ad M (e formante con r angelo finito) compresi fra r ed 
i punti in cui / sega la curva, essendo infinitesimo di 1.® ordine U segmento 
di r compreso fra t^ ed M, 

Ed ora abbiasi una corrispondenza (nn') trasportata sopra una retta 
r e sia U nn suo punto unito. La multiplicità di U per la corrispondenza 
è data dalla multiplicità d' intersezione in U della r colla curva della corri- 
spondenza r relativa a due punti , 0' (n. 1) : la quale multiplicità, pren- 
dendo un punto X di r infinitamente vicino ad U e considerando i punti 
d'intersezione Mi , M, , ... del raggio OX (ad es.) con F, è, per il teorema 
che precede, la somma degli ordini di infinitesimo dei segmenti XMi , 



») Cfr. Bianchi, /. e, § 68. 
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XMg , ... preso XU come infinitesimo di 1.*» ordine. Ma, se X'i , X', , ... sono 
i punti corrispondenti ad X cioè le .intersezioni dir colle O'Mi , O'M^,..., 
dai triangoli XMiX'i , XM^X', , ... segue subito che ciascuno dei rapporti 

XM XM 

XY^" ' XX^ ' ••• tende ad un limite finito e diverso da zero (avendosi 

XMi sen(r,O'X'0 . ^ . , , , 

v^^^ = — /i^ V i-i/ V /M « ")» Possiamo adunque concludere col teorema 
A A 1 sen (U A , U Al } 

di Zeuthen: — La multiplicità di un punto unito U, in una corrispondenza 

trasportata sopra una retta r, è la somma degli ordini di infinitesimo dei 

segmenti XX'i , XX'j , ... compresi fra un punto X di r infinitamente vicino 

ad \] ed i suoi corrispondenti X.\ , X'2 , ... , preso XU come infinitesimo di 

1.° ordine ^). 

6. - Sulle corrispondenze (nn^) fra due enti 00^ si ha un altro teorema 
di Zeuthen, che non richiede alcuna determinazione di ordini di infinitesimi 
ed è una bella e utile generalizzazione del teorema di Riemann (cfr. n. 14, 
Gap. 2.^ A.). Lo dimostreremo prima nel caso di due enti razionali, poi 
in quello (n. 8) di due enti qualunque. 

Se fra gli elementi di due enti razionali 00 ^ si ha una corrispondenza 
algebrica (nn') e per ogni coppia (XX') di elementi corrispondenti si dice 
v' il numero degli n elementi corrispondenti ad X che cadono in X' e 
V il numero degli n corrispondenti ad X che cadono in X, ha luogo la 
relazione X(v — v') = 2(w — w')- Infatti, introdotta la curva della corri- 
spondenza r, relativa a due punti , 0' (n. 1), scriviamo che è nulla la 
differenza fra il numero delle tangenti di V che partono da ed il nu- 
mero di quelle che partono da 0'. Abbiamo n tangenti distinte in ed 
n' in 0', ciascuna delle quali conta per due (come segue dall'essere, per 
il citato n. 1, ciascuno dei rami uscenti da 0,0' di l.^ ordine e di 1.' 
classe) e però si ha intanto la differenza 2 (w — w'). Poi la retta congiun- 
gente con un punto P s^»^® (s anche ^ 1) di T ha in P, per ogni ramo 
di ordine a e di classe «j, multiplicità d'intersezione a ovvero a-|-ai 



^) Vedasi Zbuthbn : Noie sur le principe de correspondance, (Bullettin de Scien- 
ces math., 5, 1873, pag. 186). Il teorema fu esteso, mediante la rappresentazione 
dei rami di curva data nel Gap. l.<^ A. , alle corrispondenze sopra curve di genere 
qualunque nella Memoria di Zeuthen, Nouvelle dérnonsfration du principe de ccfr- 
respondance... {Math. Ann., 40, 1892) : dì che, oltre le applicazioni date da Zeuthen, 
possono vedersi ad es. quelle contenute nella Memoria dì Severi, Sopra alcuna, 
singolarità delle curve in un iperspazio (Mem. Accad. Torino, 50 (2), 1901). 
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secondochè OP non è od è tangente al ramo, e corrispondentemente è 
ovvero ai la multiplicità tangenziale della OP (cioè il numero delle tan- 
genti al ramo per che cadono in essa). Sommando per tutti i rami 
partenti da P, si trova che la multiplicità d' intersezione in P di P e F 
è s accresciuto della multiplicità di P come tangente di F, e d'altra 
parte quella multiplicità d' intersezione è pure v', alla P corrispondendo 
per ipotesi v raggi O'P. Analogamente per la O'P. La differenza v' — v è 
adunque la differenza di multiplicità tangenziale di OP , O'P in quanto 
possono essere tangenti in P a T ; e quindi si ha 2 (n — n) + 1 (v' — v) = 0, 
come si voleva *). 

7. — Dalla proprietà dimostrata si trae subito una nuova definizione 
del genere di una curva piana algebrica G (e però di qualsiasi ente alge- 
brico 00^). 

Consideriamo sopra una tal curva due serie lineari semplicemente infi- 
nite, i gruppi generici delle quali contengano rispettivamente m , n punti 
tutti variabili (cfr. n. 16, Gap. 10.*), serie che indicheremo con glnigi't 
e facciamo corrispondere due gruppi di queste serie quando hanno comune 
un punto, supponendo che le serie sieno tali che due loro gruppi per 
un punto generico non ne abbiano di conseguenza altri in comune. La 
corrispondenza fra le due serie, che sono due totalità razionali oo^ di 
gruppi, è manifestamente una (nm), e due gruppi che abbiano comune 
un punto [Ji'»p^« per la gin e vi^p^» per la g\, poi un punto |j.2'*p^° per quella 
e V2"P^« per questa,... sono due elementi corrispondenti così che ad uno 
(della prima totalità) corrispondono |j.i + iJ2 + ... elementi coincidenti nel- 
r altro (della seconda) e a questo v, -\- vg -|- ... elementi coincidenti in quello. 
Per ciò che fu dimostrato nel n. 6 deve adunque aversi 

2('''i — l'i + '''2 — !^'« + -) = 2(n — w), 

estesa la somma a tutti i gruppi corrispondenti. Tale somma, cioè bre- 
vemente l(j — ix), si può anche scrivere il[(v — 1) — (a— 1)], ed allora 
si può prescindere da tutti quei valori delle v,|i. che sono ^1. Si ha 



*) Per le cose di questo n. e dei due seg. cfr. Zbuthen, Note sur les singu- 
lariiés des courbes planes (Math. Ann., 10, 1876), e Sur ungroupe des théorèmes 
etformuLesdelagé^xmétrie.énumérative (Acta mathem., 1, 1882). 
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quindi infine 

2(v-l)-~2n=2(;.-l)-2m, 

le V indicando tutte le multiplicità della gleìe\i tutte quelle deliaci. 
Ciò dimostra che U numero X(v — 1) — 2n relativo ad una gì non dipende 
affatto da essa. 

È poi facile vedere che il nwnero stesso è =2p — 2, sep è U genere 
di G : onde quel numero è pari e ne risulta una nuova definizione del 
genere, come sopra dicemmo. Basta avvertire che per una trasforma- 
zione birazionale di G una gi si trasforma pure in una gi ed un punto 
yupio ^i quella in un punto pure v^p^» di questo, sicché il detto numero 
2(v — 1) — 2w rimane invariato, e trasformare poi C in una curva con soli 
punti multipli ordinari (n. 6, Gap. 2.« A.). Se questa curva è dì ordine n, 
un fascio generico di rette la sega in una g\ con soli punti doppi, il cni 
numero è la classe, e però (n. 20, Gap. 9.*) si ha allora 2 (v- l)-2n= 
= n(w-l)-V5,(jj,-i)_2n=(n-l)(n-2)-l5,.(5, -l)-2 = 2p-2. 

Qualsiasi la curva G, se una sua gi ha solo punti doppi, 2(v — 1) è 
il numero di questi punti doppi. Se si vuol parlare in ogni caso soltanto 
di punti doppi bisogna ritenere un punto v^p^® come equivalente a v — 1 
punti doppi ed allora si può dire che il numero d degli dementi doppi di 
una gì di una curva di genere p è dato dalla formula 

d=2{n+p—l) 1). 



*) Una curva qualunque sia di ordine n e classe m ed abbia rami di ordine a 
e classe «i. Se si considera su di essa la serie segata dalle rette di un fascio 
generico e si nota che di tale serie sono punti (a — 1)°p" le origini dei rami di 
ordine a, dalle cose esposte segue 

w+2(a-l) = 2(n + p-l) 

e correlativamente 

n+2(ai-l) = 2(m+p-l): 

dalle quali, eliminando j9 od m, si ricavano le altre 

£ (a -— ai) «= 3 (n — m) 

S(2a + ai — 3) = 3(n + 2p — 2). 

Queste formule, nelle quali la sommatoria va estesa a tutti i rami che non hanno 
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8. — Abbiansi due enti cx>^ di generi j?,^ in corrispondenza (xixf). 
Possiamo riferire birazionalmente i due enti a due curve piane, anzi a 
due tali curve C , C aventi soltanto punti multipli ordinari (per il teo- 
rema del n. 6, Gap. 2.^ A. già più volte applicato), e su queste conside- 
rare la suddetta corrispondenza, di cui si diranno yj^p^^ i punti multipli 
sopra C, cioè i punti in cui cadono t) degli x punti corrispondenti ad un. 
punto di C e 7)'«p^* i punti multipli sopra C Se C,C sono degli ordini 
n , n', due fasci di rette generici segneranno su di esse due serie gi , gì- , 
le quali non avranno che punti doppi e questi in punti generici, non in 
punti singolari della data corrispondenza. 

Ora per giungere al teorema di Zeuthen, del quale è caso particolare 
quello del n. 6, si potrebbe applicare appunto questo caso alla corrispon- 
denza (Wx , naf) che si ha fra le due serie gi , gi' , riguardando come omo- 
loghi due gruppi contenenti punti omologhi della data corrispondenza 
(xsf). 

Ma si può procedere più semplicemente così. Si consideri l'ente oo^ 
(o curva, secondo il n. 15, Gap. 9.») che diremo T, dato dalle coppie di 
punti omologhi della corrispondenza (xx'), e si osservi che V è in corri- 
spondenza (na/,1) colla gi, perchè ognuna di quelle coppie dà un solo 
punto di G e quindi un solo gruppo di gì, , mentre ogni gruppo di questa 
dà no/ coppie (costituite dai punti di quel gruppo e dai loro corrispon- 
denti sopra G). Quindi sopra F la gi ha per corrispondente una serie 
lineare ^L^ ^). Parimenti fra F egi' si ha una corrispondenza (n'x,l) e 



a=»air=l, aggiunta la relazione che esprime Teguaglianza dei generi della 
curva e del suo inviluppo aderente, sono le formale di PlCckbr (già indicate 
sotto altra forma nella nota al n. 11, Gap. 2.*^ A.). Confrontando la prima delle 
presenti formule colla prima di quelle della citata nota (e ricordando che 
2/? = (n — 1) (n ■— 2) — I «j (« j — 1) ), si vede che 5 ^ 2 (a — 1), cioè il numero dei 
punti di diramazione definito in detta nota è precisamente la somma £(a — 1) estesa 
a tutti i rami della curva (di ordine a > 1) ; e correlativamente. Cfr. per altre con- 
seguenze delle suddette formule il n. 39 della Mem. di Sborb citata nella nota 
al n. 7, Gap. lO.^. 

^) Se e è il parametro che dà uno ad uno 1 grappi della g^n e yt le coordi- 
nate di un punto della curva F, per la detta corrispondenza (nx' ,1) sarà e una 
funzione razionale delle yi , cioè 

g_ y(y<) 
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quindi su F un'altra serie lineare ^J,^ corrispondente a gl^- . Eguagliamo 
fra loro le espressioni, relative alle due serie gi^^^ , gi-a- di -T, analoghe 
alla 2(v — 1) — 2n del n. 7. Un gruppo G„^' di gi^^ proveniente da un 
gruppo Gn di g\ avrà elementi multipli : l.<^ o perchè coincidono due degli 
n punti di Gn , onde risultano x elementi doppi in G^^- e quindi, essendo, 
per il n. 7, 2(n'{-p — 1) il numero dei punti doppi' di g\, si hanno in 
tutto 2x'(n-\-p — 1) elementi doppi di g]^: 2.® o perchè, pur essendo 
distinti gli n punti di G„, uno di essi ha ti dei suoi af punti corrispon- 
denti (sopra C) coincidenti, il che dà origine ad un elemento yj''»'** di 
Gnaf e così si ha il contributo ^(rj'— 1) alla suindicata somma I(v — 1). 
Determinando similmente gli elementi multipli della ^n-^» Tapplicazione 
della proprietà del n. 7 conduce alla relazione ^) 

2x'(n + p—l)+^{ri—l)—2nx = 2x(n+p — l)+^{'ri — l) — 2nx, 

ovvero 

^{'fì'-l)-^(r-l) = 2x(p'-ì)-2:^{p--l). 



ove le cp,^ sono forme nelle yt dello stesso grado. Ne segue 

che, al variare di z^ rappresenta un fascio d'ipersuperficie che sega su F la 
ffluc * ^^^ ''^^^^ questa semplice considerazione prova in generale che sopra un 
ente algebrico oo^ una serie lineare ^^ è caratterizzata: 1,^ dall'essere razionale 

(cioè dall'ottenersi i gruppi, uno ad uno, coi valori di un parametro): 2.® dalla 
proprietà che un elemento generico dell'ente esiste in un solo gruppo (cfr. 
Sbgre, n. 30 della Mem. citata nella nota al n. 7, Gap. 10.^). 

^) Seguendo l'altro procedimento accennato (cioè applicando il n. 6), oltre a 
due casi analoghi a quelli del testo, occorre considerarne altri tre. Yale a dire, 
ad un gruppo di g\^ composto di n punti distinti A , B , ... corrispondendo gli nx' 

gruppi di g]^. passanti per gli nx' punti, omologhi di quelli, A^ , A, , ... , Ar', 

Bj , Bg , ... , Ba:» , ... (Al , Ag , ... , Ax' omologhi di A , ecc.), può avvenire che (ad es.ì 
un punto Ai e un punto B» coincidano, ovvero, non coincidendo, sieno in un 
gruppo della g^. o sieno in un tal gruppo due punti Ai . In ognuno di questi tre 

casi si ottiene in g]^. un gruppo doppio^ ma a questo corrisponde pure un gruppo 

doppio di gl^ (precisamente al primo caso corrisponde il terzo e al secondo sé 

stesso) e però la considerazione di questi tre casi non ha influenza sulla somma 
2(v — v')dftl n. 6. 
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Adunque ha luogo questa rdaeione quando due enti algebrici 06^ dei gèneri 
p , p' Steno in corrispondenea {xsf)e sieno 7j°p^> gli dementi mfdtipli del primo 
ente ed r[^^^ quelli del secondo (che, per jp=i?' = 0, è il teorema del n. 6). 
Se dì un elemento di diramazione del l.^' ente corrispondente ad un 
elemento t)'*'^» del 2.« si dice che è di ordine rf — 1, sarà S(y]' — 1) la 
somma degli ordini degli elementi di diramazione del 1.® ente e simil- 
mente £(7] — 1) la sonjna degli elementi di diramazione del 2.^, e si 
avrà un altro significato della formula trovata. 

Nel caso che la corrispondenza ammetta soltanto t/ , y punti doppi 
rispettivamente per il l.^' e 2.<* ente, cioè y,i/ punti di diramazione sem^ 
plici, la formula stessa diventa 

y-f/=2x(p'—l) — 2s{(p—l), 

che è la formula di Zeuthen. In questa si può ritenere contenuta la pre- 
cedente data da Halphen ^), riguardando un punto di diramazione di ordine 
T) — 1 come equivalente ad tj — 1 punti di diramazione semplici. 

9. — Se a/ = 1, non esistono le r[, cioè y = 0, e dalla formoìa di Zeuthen 
segue 

t/ = 2(p — l) — 2x{p' — l): 

cosicché, se si suppone inoltre p=p'>l, per essere y >0, deve averai 
x = l. Adunque fra due curve ddlo stesso genere > 1 fton può esservi una 
corrispondenza algèbrica la quale sia rojsionale in un sólo senso. 

Altra conseguenza della formula di Zeuthen è la seguente. Considerisi 
sopra una curva di genere p una totalità oo\ di genere p\ di gruppi di 
X punti, tale che ogni punto stia in un solo gruppo. Fra i punti della 
curva ed j gruppi della totalità vi è una corrispondenza (a; 1) e quindi 
dalla formula sopra scritta segue che la totalUà 00^ considerala ammette 
2(p — l)—2x(j/ — 1) punii doppi, ben inteso computando un punto v^p^* 
come V — 1 punti doppi. Sep'=0 si ricade nell'ultimo risultato del n. 7, 
e se inoltre p = si ha un risultato trovato per altra via nel n. 10, 
Gap. 10 A 

10. — La formula ultima del n. 7 fornisce altre formule notevoli per 
una curva C, appartenente ad Sr, di genere p, di ordine n, ranghi 



*) Halphen, Sur les corréspondances entre les points de deux courbes (Bui- 
letin de la Soc. Math. de France, 5, 1877). 

26 
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ni , ftt , ... , ^r-t e classe fir-i (n. 10, Gap. l.^* A.), e dotata di singolarità 
qualunque, ossia avente rami di qualunque specie (a ai... or ^.i). Si 
hanno cioè le formule seguenti ^) 

2(a— 1) +»i — 2n =2p—2 

2(«i — ^) +^ +^« —2^1 =2i?— 2 

,o^ i2(««— 1) +^1 +^3 — 2W8 =2p — 2 

(3) 



2 («r-E— 1) + n^-s + n,.^i— 2 nr_2 = 2i? — 2 
2K-I — l) + n,^ —2nr^i = 2p—2. 

Per dimostrare F ultima formula si considera V oo^ degli Sr-i osculatori 
a G ed in essa la serie g\^^ (cfr. nota prima al n. 8) dei gruppi di tali 
Sr.i che escono da uno stesso punto di una retta generica L In questa 
serie è a^^i^p^^ Tiperpiano Or_i osculatore di un ramo, perchè in esso 
(n. 8, Gap. !.• A.) cadono a^_i iperpiani osculatori per il punto d'incontro 
di l ed Or-i (estemo all' 0^-2 osculatore del ramo) e sono doppi' gli S^-i 
tangenti alla V^_i osculatrice (n. 10, Gap. 1.^ A.) lungo gli n^«, S^-t di 
questa incontranti l (in quanto ogni tale Sr-2 è intersezione di due S^^i 
osculatori successivi). Similmente si dimostra la penultima formula con- 
siderando r 00^ degli Sr-2 osculatori di G ed in essa la 9n^_^ dei gruppi 
di tali Sr-s che incontrano una stessa retta di un fascio generico: nella 
qual serie è a,._^'»pi« TOr-t osculatore di un ramo, perchè esso ha questa 
multiplicità nella V^.i osculatrice, sono doppi gli S^^s tangenti alla Vr-s 
osculatrice lungo gli n^_^ Sr-s di questa incontranti il piano del fascio 
e sono pure doppi gli Sr-« di contatto per la V,._i osculatrice degli 
n,.i Sr^i che partono dal centro del fascio (n. 10, ora citato). Così la 
terzultima formola si dimostra considerando nella oo^ degli Sr-3 oscula- 
tori la gli^^^ dei gruppi che incontrano uno stesso S« di un fascio ge- 
nerico: ecc.. 

Moltiplicando le (3) rispettivamente per r , r — 1 , r — 2 ,..., 2 , 1 e 



*) Per r==2 sono le due prime della nota al n. 7. 
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sommando si ha 



2 



ra+(r-l)ai+(r-2)a,+..,+ a^.,-^^ 



= (r+l)(n+ri>-r) 



11. — Nel tonnine generale della somma che compare nel l.^' membro 
di questa relazione un punto generico (1 ,..., 1) non influisce, mentre un 
punto (I ,..., 1 , 2), punto di contatto di un ordinario iperpiano stazio- 
nario (iperosculatore), influisce di 1. Dalla detta relazione si ha adunque 
r importante conseguenza : — Ter una curva di ordine n e genere p, ap- 
partenente ad Sr , il numero degli iperpiani stazionari è (r + 1) (w +rp — r), 
ogni ramo singolare (««i ... a^_i) alAc^sando questo numero di r a+(r - 1) ai+ 

+ ... + a^_i ^^ unità. 

Ne discende che per una curva di ordine n e genere p , appartenente ad 
Sr 9 a i^^^^ rango n^ , cioè Verdine deUa Vjl^.! luogo degli Sk osculatori e dato 



da (4-h 1) (n+kp - k) diminuito di ^ 



ia+(i - 1) »!+ ... + a*-i - 



2 

la somma essendo estesa a tutti i rami singolari (a «i . . . oi^.i). Basta proiet- 
tare la curva da un Sr-k-^i sopra un Sj^ e notare che la curva proiezione 
è d^ ordine n e genere p^ con rami (oLai...a„)y e che gli Sj^ osculatori della 
curva obbiettiva incontranti Sr-jt-i si proiettano in S]t..i stazionarli per 
la curva proiezione, onde n^ è il numero di questi. 

La curva abbia soltanto elementi stazionari (iperosctdatori) ordinari, 
ossia p cuspidi, pi flessi,..., pit spazi Sjt stazionari (cioè ad incontro (j^+l)^^^^) 
... ,pr_i Sr-i stazionari, così che VSk (k=l ,...,r— 1) spetti ad un ramo, 
di cui il i«"»o rango (ordine per una cuspide) sia =2 e gli altri =1. 
Allora si ha per il numero degli iperpiani stazionari 

Pr-i = (r + l)(n+rjp — r)— rp— (r — l)pi — (r— 2)p, — ...— 2p,._„ 

e per il i*^"« rango 

nK = (k-{'l)(n-{-kp — k) — k(i — (*— l)pi — (ft— 2)p8— ... — 2pv-« — pn-i. 

Se non ci sono cuspidi, flessi, ..., Sr-^ stazionari si ha semplicemente 
Pr-i = (r+ 1) (n-\-rp -r) ^n^- (&+ 1) (ni-kp - k). Così in generale le curve 
razionali d'ordine n dei vari spazi hanno come ranghi successivi (fino al 
numero degli iperpiani stazionari): 2 (n - 1) , 3 (n - 2) , ... , (A;-j- 1) (» - A;),... ; 
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ed invece le curve ellittiche (p = 1) d'ordine n hanno i successivi ranghi 
2w,3n,..., (fc+1) »,.... La C** ellittica appartenente ad S^-i ha w* iper- 
piani stazionari. 

12. — Nell'ipotesi di ^oìi elementi stanonan ordinari^ mantenute le 
indicazioni suddette, possiamo ora aggiungere ai risultati dei due n. pre- 
cedenti altre formule che furono dimostrate neU'Sa da Cayley^) appli- 
cando le formule di Plucker, e furono poi estese all'S^, seguendo lo stesso 
metodo, da Veronese *). 

Per chiarezza ci occuperemo prima delle formule di Cayley. Sia in Ss 
la curva C, di ordine n, rango n^ e classe tii, con p punti stazionari (211), 
Pi tangenti stazionarie o flessi (121) e [t piani stazionari ò rami (112). 
Sia poi h il numero dei punti doppi apparenti di C, cioè il numero delle 
sue corde o bisecanti per un punto generico, e, quando C oltre le p cu- 
spidi avesse nodi, il numero di questi s' includa in h ; sicché h sieno le 
generatrici nodali di un cono proiettante generico. Sia ancora h il numero 
delle bitangenti apparenti di C, cioè dei piani bitangenti per un punto, 
includendo in h il numero delle rette bitangenti che C eventualmente 
ammetta, onde sarà h il numero dei piani bitangenti (o piani tangenti 
doppi) del detto cono proiettante. Sieno in fine tt] , p i numeri correlativi 
ad A e h: cioè t) il numero delle rette di un piano generico per ciascuna 
delle quali passano due piani osculatori a C in punti distinti {assi di C), 
comprese le traccio in quel piano dei piani biosculatori di C quando ne 
esistono; e p il numero dei punti di un piano generico, ciascuno dei 
quali è comune a due tangenti di C in punti distinti, comprese le traccie 
delle rette bitangenti (sopra incluse pure in h) quando ve ne sono : cosicché 
sono T] e p il numero delle tangenti doppie e il numero dei punti doppi 
della sezione fatta con un piano generico nella V2 sviluppabile osculatrice 
di C (luogo delle sue tangenti). 



*) Mémoire sur les courbes à doublé courbure,.. (Journal de Math. de Liou- 
vllle, 10, 1846). 

^) Cfr. la Memoria citata nella prefazione (come pure la notizia preliminare : 
Die Anzahl der unabhdngigen Gleichungen ,., (Math. Ann. 18, 1881)). Anche le 
due ultime formule (n. 11) si trovano in questa Memoria, ma i risultati dei n. 10, 
11, nella generalità nella quale furono presentati, sono dovuti a Segrb. Per pre- 
cise indicazioni bibliografiche e anche per altre osservazioni e applicazioni vedasi 
il § 11 (ove è da porre tt = a + ai + ...+aO della Memoria di Segrb citata nella 
nota al n. 7, Gap. 10. 
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Non resta più che osservare essere il surricordato cono proiettante 
di ordine n, dì classe w,, avere p generatrici cuspidali ed w^+pi piani 
d'inflessione e correlativamente la nominata sezione essere di ordine ni, 
di classe «2 , avere pt flessi ed n + pi cuspidi, per scrivere le formule (una 
tema deducendosi dall'altra per dualità spaziale) 



( 



ni = n (n — 1) — 2A— 3p 



(4) { n =ni(«i — 1) — 26 — 3(n, + px) 

X 3«i — 3n =n2 + p, — p 

/ ^j = M2(n2— 1) — 27] — 3p2 

(5) j w, = Wi(w, — 1) — 2p — 3(n + p,) 

\ 3w, — 3n2 = « + pi— Pj 

che sono le formule di PlUcker (cfr. le note al n. 11, Gap. 2.® A. e al n. 7) 
applicate rispettivamente al cono e alla sezione. Sottraendo membro a 
membro le seconde, le terze e poi le prime delle due terne (4) , (5) si 
hanno queste altre relazioni 

6 — P =n — W2 

/gx j p~P2=2(w — ih) 

h — ri= -(n — n2)(n + n2 — 7). 

Colle dimostrate formale (di Cayley), conoscendo 4 convenienti dei 10 
caratteri introdotti, si calcolano gli altri 6. Così nelle prime delle (4) , (5) 
e in ciascuna delle (6) comparendo quattro soli caratteri questi non pos* 
sono essere dati arbitrariamente ^) : invece, dati ad es. n , A , p , pi, si tro- 
vano gli altri. 

13. — Aggiungiamo alle precedenti anche la formula 

X = r + n — 2 



') Cosi pure non possono essere dati arbitrariamente ni , p , pi , p , né (quindi) 
i loro correlativi wi,p«,pi,ò, perchè dalle (4), (5) deduconsi le relazioni 

ni(n, — 4)-2pi = 2? + p = 26 + pj 

(cfr. Zeuthen, Sur Ics singularités des courbes ... (Comptes rendus, 67, 1868, pag. 
225). 
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ove X (< h) indica il numero dei punti doppi apparenti (cioè delle còrde 
bisecanti) da un punto generico di S3 per una curva irriducibile 
qualunque C di ordine n , e t il numero dei punti doppi apparenti (cioè 
delle trisecanti) da un punto generico P di C. Si dimostrerà che sono 
eguali i numeri X e t + ^ — 2, provando che entrambi danno la multi- 
plicità della retta OP come direttrice della rigata algebrica che è luogo 

delle ( j rette congiungenti a due a due gli n — 1 punti d'incontro 

di C (fuori di P) con un piano variabile per la retta OP; delle quali 
rette, quando il piano passa per un punto s"^^^^ di C, cadono (» ] in altret- 
tante corde (improprie) relative al punto s^^^^ (n. 24, Gap. 9.<>). La detta 
multiplicità è il numero delle generatrici della rigata che escono da 
ovvero il numero di quelle che escono da P, perchè, condotta una retta 
generica per per P, l'ordine della rigata si ottiene accrescendo Tuno 

l'altro numero sempre di ( j . Ora da partono X generatrici, 

mentre quelle che partono da P sono le t trisecanti e le n — 2 rette che 
provengono dal piano per OP tangente in P a C, cioè che uniscono P 
alle rimanenti n — 2 intersezioni del piano stesso con C. 

14. — Dimostriamo infine le formule di Veronese. La curva C ap- 
partenente ad Sr abbia l'ordine n ed i successivi ranghi tii , Wj , ... , n^_i 
(classe) e possegga p cuspidi, pi flessi , ... , p^t spazi Sjt stazionari, ... , p^-i 
Sr^i stazionari', ordinari, come già si disse a principio del n. 12. 

Inoltre, fissato un Sr-jt_3 generico e per esso un S,^* generico, sia 
rffc (ft=0 , 1 , ... , r— 2) il numero delle coppie di S* osculatori di C, tali 
che i due Sr-sj proiettanti dall' S^^jt-d i due Sjt di ciascuna coppia, sieno 
segati dall' Sr-fc nello stesso Sr-fc-«, comprendendo in d^ il numero degli 
Sa biosculatori (osculatori in due punti distinti di C) : in particolare, fis- 
sato un Sr-^ generico, sia ào il numero delle coppie di So di C tali che 
i due So di una coppia sieno proiettati dall' Sr-3 collo stesso Sr-2, com- 
putando in do i punti doppi effettivi (non le cuspidi) di G, ... , e sia, 
fissato un 82 generico, dr-z il numero delle coppie di Sr-i osculatori di 
G tali ohe due Sr-.2 di una coppia seghino rS2 nello stesso So, compresi 
gli Sr-2 biosculatori (non quelli stazionari). 

Si hanno per do, di, ... , dr^^ altri significati equivalenti. Proiettiamo 
la Vfc+i sviluppabile osculatrice di G dal suddetto S^-jt -3 sopra un Sjt+2 • 
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poiché rSr.;t.s, sezione dell' Sr.;t coi due Sr~2 congiungenti S^^j^^g ai detti 
due Sa osculatori, è spazio proiettante ed ha con ciascuno dei due Sj^ oscu- 
latori un punto comune (rS|..fc.t ed un Sj^ giacendo in un S^^), è chiaro 
che la traccia dell' S^.^t^t stesso sopra 8*44 è un punto doppio della 
proiezione di Vjt+i . Di tali punti doppli in un S2 generico di Sj^.^ stanno 
appunto djk , cioè questo è V ordine data varietà doppia (di dimensione h) 
ddla proiezione ddlaWf^i, perchè TSs congiunto coir Sr.]^-» dà un Sr^jt 
generico, al quale competono, per la definizione data sopra, di, coppie 
degli Sji osculatori considerati. Sì può anche dire, quando si pensi alla se- 
zione 0*^ della V*+i coir Sr-* ora nominato, che di), rfi , ... , rfr-« sono rispet- 
tivamente U numero dei punti doppi apparenti ed effettivi (non cuspidi) di 
C e delle curve 0'\ O^, ... , O'^, sesioni delle V, , V3 , ... , V.^i . 

Ai concetti precedenti corrono paralleli i concetti correlativi. Vale a 
dire, fissato un S|..k+i generico ed in esso un ^r-\^t generico, sia S^ (& = 1 , 2 , 
... , r - 1) il numero delle coppie di Sj^ osculatori di G, tali che i due Si , 
sezioni coirS^-^+i dei due Sjb di ciascuna coppia, sieno proiettati dal- 
l' S^-k-s collo stesso S^.]k, comprendendo in ^^ il numero degli Sj^ bioscu- 
latori (quello stesso che già si è incluso in d^) : in particolare, fissato un 
Sr^ generico, sia Sj il numero delle coppie di Si tangenti, tali che dal- 
l' S^. 3 sieno proiettati secondo uno stesso S^-i, cioè, come si dice, Si il 
numero delle bitangenti apparenti, comprese quelle effettive (non le tan- 
genti di flesso) ,..., e sia, fissato un Ss generico, o^_i il numero delle coppie 
dì Sr-i osculatori aventi la stessa traccia su queir St, compresi gli Sr-.i 
biosculatori (non gli S^^i stazionai)). Ci basterà dei numeri 8i,Ss,... ,S,..i 
rilevare quest'altro significato. Se seghiamo la V^ sviluppabile osculatrice 
col detto Sr-it+i generico si ha una (7^^^^ di cui due punti sono dati dai 
due Sjt^i osculatori di C aventi gli stessi punti di contatto dei due Sj^ 
osculatori di una coppia sunnominata ed i due Si traccio di questi due 
S* (i quali Si, per la definizione superiore, sono proiettati dall' Sr.à~s 
collo stesso Sr.]i) sono le tangenti a (7^^^^ in quei due punti (ultimo alinea 
del n. 10, Gap. 1.* A.). Dunque 5, , 6g,...,5^_i (corrispondenti per dualità 
a dr-t , dr^ , ...» do) sono rispettivamente il numero delle bitangenti apparenti 
ed effettive (non le tangenti di flesso) di Ce dette curve 0^^ , C« , ... , O^-^ »). 

Ciò premesso, applichiamo alle proiezioni piane delle C,0'\C^,...,0''"'* 



^) Per r = 2, innumeri d^ydi yh^\ sono ordinatamente i numeri A,P,&,t) 
del n. 12. 
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le formule di Plucker. In primo luogo è chiaro che la proiezione piana 
di C è d'ordine n, classe ni (perchè un Sr-8 proiettante incontra altret- 
tante tangenti)» ha do punti doppi, p cuspidi, Si tangenti doppie e nj+pi 
flessi (perchè, oltre ai pi S^-i proiettanti che vanno alle tangenti di flesso, 
si hanno n^ S^-i proiettanti che contengono S2 osculatori, in quanto TS^-s 
di proiezione incontra V3 in n^ punti): quindi si ha 

ni= n(n — l) — 2do — 3p 
(7) { n=ni(ni — 1) — 281 — 3nj — 3pi 

3ni — 3n=W2 + pi — p. 

Similmente si ha che la proiezione piana di 0^\ sezione di Y^-^i con un 
Sr-fc generico (A;= 1 , 2 , ... , r — 3), è d'ordine n^, di classe n^+i, possiede 
dffc punti doppi, pfc+%„i cuspidi (perchè, in virtù del succitato n. 10, 
rSr-fc segante incontra V^ in n^^i punti di regresso e i pjt Sji stazionari 
pure in punti di regresso di 0*^, 8*4., tangenti doppie e n^^t-^-pk+i flessi 
(anche qui ricordando il detto n. 10, per il quale i p^+i S/^+i stazionari' 
sono tagliati dall' Sr-j^ in tangenti di flesso per 0"^): e però 

»*+i=Wfc (n^ — 1) —2df, — 3pfc —Snj^i 
{T) ^ «* =»H-iK+i — 1) — 28^.1 — 3Pfc+i — 3nfc4.2 

3 fik+i — 3 Wjt = «fc+2 + pfc+i — fifc-i — Pk . 

Infine la proiezione piana di 0''"^ essendo di ordine n,._8, di classe n,._i 
ed avendo dr-2 punti doppi (numero degli S^_2 biosculatori), n^.a-f Pr-« 
cuspidi, 8,.^! tangenti doppie e p^.i flessi, dà 

(7") j ».-2 = Wr-i (n,-i - 1) — 2 8,_i — 3 p,>i 

\ 3nr_l 3n,._2 = Pr-l— Wr-S Pr-2- 

Le 3 formolo (7), le 3(r— 3) (7') e le 3 (7") sono le r— 1 terne di 
formule di Veronese tra n , ni , ... , n^_i ; d^ , eZi , ... , rf,.^, ; 8i , 8, , ... , 8^_i; 
P> pi > — >Pr-i, che sono in tutto 4r — 2 caratteri. Dati r+1 di questi 
convenientemente scelti^ per es. p , Pi , ... , pr-t > ^ > <^) bì calcolano subito 
con quelle formule i rimanenti 3r — 3 caratteri. 
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CORREZIONI ED AGGIUNTE 



Pag. 32, linea penultima — In luogo di é^^ leggasi : é*\ 

„ 63, linea 9 — Dopo " omografia „ aggiungasi : ^ (che supponiamo 
non singolare: onde |aa|4=0)„. 

j, 145, linea penultima — Una dimostrazione algebrico -geometrica del 
teorema trovasi nel lavoro del dott. S. Medici citato in nota 
a pag. 115. 

„ 1B4, linea 7 — Invece di " combinazioni „ leggasi: " disposizioni ,,. 

„ 167, linea 24 — Aggiungasi : " Se r = 1 , invece delle ipersuperficie 
polari si hanno i gruppi polari rispetto ad un gruppo di 
punti „. 

„ 199, linea 2 — Dopo le parole " viene a passare ,, si aggiunga: " ge- 
nericamente „. 

a 206, linea penultima — Invece di " Gap. l.« „ leggasi: " Gap. 2.* „. 

;, 224, linea 32 — Invece di " 1.® ordine „ leggasi: " 1.* classe „. 

„ 308, linea 6 — Invece di " non proiettive da quelli di proprietà 
proiettive „ leggasi : " della Geometria delle trasformazioni 
birazionali dalle proprietà della Geometria proiettiva „. 
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Capitolo !.• 

Baml di una carra algebrica. 
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